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DINAMIKA

Dinamika je deo teorijske mehanike koji proucava mehanicka kretanja materijalnih
objekata uspostavljajuci vezu izmedu kretanja i uzroka koji izazivaju to kretanje.
Najjednostavniji model realnog tela jeste materijalna tacka. Materijalno telo ¢ije se
dimenzije pri proucavanju kretanja mogu zanemariti, odnosno geometrijska tacka
kojoj se pripisuje celokupna masa tela koje zastupa, naziva se materijalna tacka.
Medutim, materijalnom tackom se ne smatraju uvek tela malih dimenzija.
Materijalnom tackom mogu se smatrati i tela proizvoljne veli¢ine, pod slede¢im
uslovima:
— ako se kre¢u translatorno,
— ako se kre¢u translatorno, a istovremeno se i obrcu, tako da se obrtno
kretanje moZze zanemariti u odnosu na translatorno,
— ako poseduju dimenzije koje su male u odnosu na rastojanja od drugih tela
sa kojima sadejstvuju i
— ako poseduju dimenzije koje su male u odnosu na dimenzije drugih tela sa
kojima sadejstvuju.
Materijalna tacka koja moze da zauzme bilo koji polozaj u prostoru i moze da ima
bilo koju brzinu naziva se slobodna materijalna tacka. Deo dinamike koji se bavi
proucavanjem kretanja materijalne tatke naziva se dinamika materijalne tacke.
Materijalni sistem je skup proizvoljnog broja materijalnih tacaka u kome postoji
uzajamna zavisnost izmedu polozaja i kretanja bilo koje tacke i svih ostalih tacaka
koje Cine sistem. Sistem materijalnih tacaka moze biti neizmenljiv 1 izmenljiv.
Neizmenljiv sistem materijalnih tacaka je onaj kod koga se pod dejstvom sila ne
menjaju rastojanja izmedu bilo koje dve materijalne tacke, koje Cine sistem. [zmenljiv
sistem materijalnih taaka je onaj kod koga je moguce medusobno kretanje tacaka
sistema jednih u odnosu na druge. Postoji 1 podela sistema materijalnih tacaka na
diskretne i neprekidne. Za materijalni sistem se kaze da je diskretan ako su rastojanja
izmedu svih njegovih tacaka konacna.
Materijalno telo je neprekidna sredina kona¢nih dimenzija. Materijalno telo kod koga
se rastojanje izmedu bilo koje dve njegove tacke ne menja u toku vremena (ne
deformise se), pri dejstvu drugih tela, naziva se kruto telo.
Deo dinamike koji se bavi prou¢avanjem kretanja meterijalnog sistema i krutog tela
Cesto se izucava kao zaseban deo mehanike 1 naziva se dinamika materijalnog sistema
1 krutog tela.

Osnovni zakoni dinamike

Prvi Njutnov zakon (Zakon inercije) glasi:

Izolovana materijalna tacka nalazi se u stanju mirovanja ili jednolikog
pravolinijskog kretanja.
Za materijalnu tacku se kaze da je izolovana ako je slobodna i ako na nju ne deluju
drugi mehanicki objekti ili je dejstvo tih objekata na materijalnu tacku ekvivalentno
nuli. Tendencija takve tacke je da zadrzi stanje u kome se nalazi. Ova osobina tacke
naziva se inertnost, a prvi Njutnov zakon — zakon inercije. Za jednoliko pravolinijsko
kretanje tacke kaze se da je to kretanje po inerciji. Treba napomenuti da je u slucaju
kretanja tacke po inerciji, njeno ubrzanje jednako nuli.



Masinski fakultet, Beograd - Mehanika 2 — Predavanje 9 2

Koordinatni sistem u kome vazi prvi Njutnov zakon (Zakon inercije) naziva se
inercijalni koordinatni sistem. Ako je koordinatni sistem asolutno nepokretan ili se
krece translatorno, jednoliko i1 pravolinijski on je takode inercijalni. Priblizno takav je
heliocentri¢ni koordinatni sistem ¢iji je centar u Suncu, a ose u pravcima nepokretnih
zvezda. Koordinatni sistemi koji miruju, ili se krecu translatorno, jednoliko i
pravolinijski u odnosu na inercijalni koordinatni sistem, takode su inercijalni. Tako se
1 koordinatni sistem vezan za Zemlju moZe smatrati inercijalnim ako se zanemari
dnevno obrtanje 1 godiSnje krivolinijsko kretanje srediSta Zemlje oko Sunca. U
neinercijalnim koordinatnim sistemima ne vaze Njutnovi zakoni mehanike.
Koriste¢i definiciju inercijalnih koordinatnih sistema, prvi Njutnov zakon moze se
formulisati i na slede¢i nacin:

Izolovana materijalna tacka krece se u inercijalnim koordinatnim sistemima
jednoliko i pravolinijski.

Takode, vazi i obrnuto tvrdenje:

Materijalna tacka koja se u inercijalnim koordinatnim sistemima krece
Jjednoliko i pravolinijski je izolovana.

Drugi Njutnov zakon (Osnovni zakon dinamike)

Neka se posmatra materijalna tadka M na koju deluje sila F i koja se u odnosu na
inercijalni Dekartov koordinatni sistem Oxyz kre€e ubrzanjem a. Tada se drugi

Njutnov zakon ili osnovni zakon dinamike moze izraziti kao

ma=F,

pri ¢emu pozitivan koeficijent proporcionalnosti m govori o
materijalnim svojstvima tacke i naziva se masa materijalne
tacke. Dakle, drugi Njutnov zakon moze se iskazati u obliku:

Ubrzanje materijalne tacke proporcionalno je sili koja
deluje na tacku i ima pravac i smer te sile.
Kada je u pitanju sila kojom Zemlja privlaci materijalna tela
koja se nalaze na njenoj povrsi, re¢ je o tezini materijalnih
tela. Eksperimentalno je utvrdeno da sva tela padaju na Zemlju, sa visine koja je mala
u odnosu na poluprecnik Zemlje, pod dejstvom teze istim ubrzanjem koje se naziva
ubrzanje Zemljine teze i obelezava se sa g. Ubrzanje Zemljine teze zavisi od

nadmorske visine i geografske Sirine, a u nasim uslovima moze se uzeti da je
2
g=981m/s".

Treéi Njutnov zakon (Zakon o dejstvu i protivdejstvu) glasi:
Sile kojima dve tacke deluju jedna na drugu imaju istu napadnu liniju, jednakog
su intenziteta, a suprotnih smerova.

Cetvrti Njutnov zakon (Zakon nezavisnog dejstva sila)
glasi:

Ako na materijalnu tacku istovremeno deluje vise sila,
tada ubrzanje saopsteno od svake sile posebno ne zavisi od
ostalih sila koje deluju na materijalnu tacku.

Polaze¢i od II i IV Njutnovog zakona moze se pokazati
da je sila vektorska veli¢ina. Neka na materijalnu tacku mase

m deluje sistem od n sila (F,F,,..,F,.,F,). Svaka sila

saopsStava toj tacki odredeno ubrzanje a; i1 ono ne zavisi od ostalih sila koje deluju na
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posmatranu tacku, a saglasno IV Njutnovom zakonu. Tada, na osnovu II Njutnovog
zakona, za i-tu silu vazi 131 =ma,. Sabiranjem svih jednakosti dobija se

Zﬁl :mZal., mﬁzZE, gde je d:ZZzl.- ubrzanje materijalne tacke (iz

kinematike je poznato da se ubrzanje tacke dobija kao vektorski zbir njenih
komponentalnih ubrzanja).

Diferencijalne jednacine kretanja i osnovni zadaci dinamike slobodne tacke
Diferencijalne jednacine kretanja slobodne tacke

Posmatra se slobodna tacka M, mase m , Ciji je polozaj odreden
vektorom polozaja 7 u odnosu na inercijalni Dekartov

koordinatni sistem Oxyz. Neka je sa F oznatena rezultanta
svih sila koje deluju na posmatranu tacku. Diferencijalna
jednacina kretanja posmatrane tacke, na osnovu osnovnog
zakona dinamike, ima oblik

mr =F ,
gde je F=a - ubrzanje tacke M. U opstem slucaju kada sila

koja deluje na tacku istovremeno zavisi od vremena, njenog polozaja u prostoru i
njene brzine, diferencijalna jednacina kretanja slobodne tacke ima oblik

mr = f(t,FV).

Diferencijalne jednacine kretanja tacke u Dekartovim koordinatama
Ako je za razmatranje problema izabran Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz
dobijaju se tri skalarne diferencijalne jednacine kretanja tacke M u obliku
mx=X(t,x,y,2,X,,%),
my=Y(t,x,y,z,%,,2),
mz=2(t,x,9,2,X,,%),

gde su: x, y, z — koordinate posmatrane tacke; X, y,Z, - projekcije brzina tacke;
X, 3, Z, - projekcije ubrzanja tacke, a X, Y i Z su projekcije rezultujuce sile F na ose
izabranog koordinatnog sistema. Ove jednacine nazivaju se diferencijalne jednaCine
kretanja tacke u Dekartovim koordinatama.
Diferencijalne jednacine kretanja tacke u ravni, u Dekartovim koordinatama su

mx =X(t,x,,0,x,0)=X(t,x,y,x,y),

my =Y(t,x,9,0,x,0)=Y(t,x,y,%,7).

Diferencijalna jednacina pravolinijskog kretanja tacke je

- mx = X(t,x,0,0,x,00)=X(t,x,x).
£} -
A 7 E" Diferencijalne jednacine kretanja tacke u polarno -
R O £ cilindarskim i polarnim koordinatama
0 M "~ ma, =m(i —r’ ) =F.(t,1,0,2,/,9,%),
L Y ma,=m(r$+2r¢)=F, (t,r,0,z,7,@,z),
i aa ma, =mz =F_(t,r,g,z,7,9,z ).

Ove jednacine predstavljaju diferencijalne jednaine kretanja tatke u polarno —
cilindarskim koordinatama. Pri tome susa F,, F, i F, oznacene projekcije rezultante,

svih sila koje deluju na tacku, na ose posmatranog koordinatnog sistema.
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Diferencijalne jednacine kretanja tacke u polarnim koordinatama glase

m(¥=r¢*)=F (t,r,0,i,9),
m(rp+2r@)=F, (t,r,¢,r,¢).
Ojlerove (prirodne) diferencijalne jednacine kretanja tacke
Ako se =za razmatranje problema kretanja tacke izabere prirodni trijedar,

projektovanjem leve i1 desne strane jednaCine osnovne jednacine dinamike na
tangentnu, normalnu i binormalnu osu, koje su odredene jedini¢nim vektorima 7,7 i

I;, respektivno, dobijaju se Ojlerove (prirodne) diferencijalne
jednacine kretanja tacke

ma, =ms = F,, ma, =ms = F,(s,$,t),
<2 <2
s s :
ma, =m—=F | ma, =m—=F (s,5,t),
R
k k
ma, =0=F,. ma, =0=F,(s,,t).

Pri tome je sa s oznacena lu¢na koordinata, F,, F, 1 F, su projekcije rezultante svih
sila koje deluju na tacku na ose prirodnog trijedra, a R, je poluprecnik krivine
trajektorije tacke, u datoj tacki.

Osnovni zadaci dinamike tacke
Dinamicki problemi kretanja tatke mogu se globalno podeliti u dva osnovna
zadatka.
a) Prvi (direktni) zadatak dinamike tacke glasi:
Odrediti silu koja deluje na tacku ako je poznato njeno kretanje i njena masa.
Neka je kretanje tacke zadato u vektorskom obliku 7 = f( t ). Prvi zadatak dinamike

tacke svodi se na odredivanje drugog izvoda po vremenu poznate vektorske funkcije
vremena, tj. = f( t)=a. Tada, s obzirom da je masa tacke poznata, sledi da je sila
koja deluje na tacku odredena sa
F=mr,

¢ime je reSen prvi zadatak dinamike tacke.
b) Drugi (indirektni) zadatak dinamike tacke glasi:

Odrediti kretanje tacke ako je poznata masa tacke, njen pocetni polozaj i pocetna

brzina kao i sila koja deluje na tu tacku.
Drugi zadatak dinamike tacke svodi se na integraciju diferencijalnih jednacina
kretanja taCke. Polazi se od vektorske diferencijalne jednacine kretanja tacke.
Integracijom ove jednadine dobija se njeno opste reSenje kojim se vektor polozaja

tacke izraZava kao funkcija vremena 1 dve integracione konstante, él iC 5, 1.
P = f(1.C,.C,).
Konstante C 1 C , ukazuju na to da je pod dejstvom datih sila putanja tacke jedna od

krivih iz familije krivih. Za odredivanje integracionih konstanti C‘l 1 C‘z koriste se

podaci o polozaju tacke i njenoj brzini u trenutku kada pocinje da se posmatra njeno
kretanje. Ovi podaci nazivaju se pocetni uslovi kretanja tacke, tj. ovi uslovi odredeni
su pocetnim trenutkom ¢,, po€etnim polozajem tacke r, = 7(¢,) 1 njenom pocetnom

brzinom 170 =V( t, )=F( t,). U cilju odredivanja integracionih konstanti, pored
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pocetnih uslova kretanja tacke t=1,,  F(t,)="F, V(t,)=V,, i opiteg resenja,

potreban je i1 prvi izvod po vremenu tog opsteg resenja, tj. = ]7( t, 6’1,@2 ). Na taj

na¢in, mogu odrediti dve vektorske integracione konstante, tj. C, = g,(t,,7,,V, ),

(i=12), gde je f(to,FO,VO) =7 i f(t,.7,.V,)=V,. Koriste¢i ovako odredene
integracione konstante, u opStem reSenju, dobija se vektorska jednacina kretanja tacke
u obliku

F=f(tt,r,,V,).
Na ovaj nacin reSen je drugi zadatak dinamike tacke u vektorskom obliku.

Pravolinijsko kretanje tacke

Tacka ¢e se kretati pravolinijski ako su ispunjeni odredeni uslovi. Potrebni i dovoljni
uslovi da bi se tacka kretala pravolinijski jesu da sila koja deluje na tacku ima
konstantan pravac i da je pocCetna brzina tacke jednaka nuli ili ima pravac te sile.

Krivolinijsko kretanje tacke

Kretanje tacke u prostoru, u opstem slucaju, je krivolinijsko. Krivolinijsko kretanje
taCke odvijac¢e se u ravni samo ako su ispunjeni posebni uslovi. Potrebni i dovoljni
uslovi da bi tacka kretala krivolinijski u ravni jesu da napadna linija rezultante svih
sila koje deluju na ta¢ku sve vreme pripada ravni kretanja tacke i da pocetna brzina
tacke bude jednaka nuli, ili da pripada ravni kretanja tacke.

Centralna sila

Pod centralnom silom podrazumeva se ona sila koja deluje na tacku tako da njena
napadna linija stalno prolazi kroz jednu nepokretnu tacku prostora. Ta nepokretna
tacka naziva se centar sile.

. Centralna sila moZze biti odbojna 1 privlacna, Usvajajuci centar sile O

F za pocetak polarnog koordinatnog sistema, centralna sila F, koja
deluje na tacku M, mase m, moze se izraziti na slede¢i nacin

F=F7, F=F_,
r

Centralna sila F je odbojna ako ima isti smer kao i vektor poloZaja
tatke 7 i tada je F. >0. Centralna silaF je privla¢na ako ima suprotan smer od
smera vektora polozaja tacke 7 1 tada je F. <0. Posebno su interesantne one

centralne sile ¢ije projekcije F, zavise samo od polozaja tacke na poseban nacin,

odnosno od rastojanja r = OM tacke od centra O, t, £ =F(r).

r

Veze

Materijalni sistem (tacka, telo) moZze biti slobodan i neslobodan. Slobodan materijalni
sistem je onaj koji moze da zauzme proizvoljan polozaj u prostoru i da ima
proizvoljnu brzinu, nezavisno od sila koje deluju na njega. Neslobodan materijalni
sistem je onaj Cije je kretanje ograni¢eno postojanjem uslova koji se nazivaju veze.
Izmedu tacke (tela) i veze koja deluje na nju dolazi do medusobnog dejstva.
Mehanicka mera tog dejstva je sila, a sila kojom tacka (telo) deluje na vezu naziva se
pritisak na vezu. Sila kojom veza deluje na tacku (telo) naziva se reakcija veze.
Neslobodna tacka (telo) izlozena je pri svom kretanju dejstvu aktivnih sila 1 reakcija



veza. Pridodajuci reakcije veza aktivnim silama, osnovni zakon dinamike neslobodne
taCke zadrzava isti oblik kao i u slucaju slobodne tacke. Iz toga proizilazi da se pri
analizi kretanja neslobodne tacke moze koristiti princip oslobadanja od veza
formulisan u obliku: Kretanje neslobodne tacke moze se posmatrati kao kretanje
slobodne tacke ako se veze uklone a dejstvo veza na tacku zameni reakcijama veza.
Veze su uslovi koji ograni¢avaju pomeranje tacaka, odnosno tela materijalnog
sistema.

Postoji vise podela veza. Po jednoj od njih veze se dele na

- geometrijske (konacne, holonomne),

- kinematicke (diferencijalne, neholonomne).

Veze su geometrijske ako ogranicavaju samo koordinate neslobodnog sistema. Veze
su kinematicke ako osim koordinata ograniCavaju i kinematicke karakteristike
sistema. U opStem slucaju, ovakve veze u odnosu na Dekartov koordinatni sisem Oxyz
mogu se izraziti u obliku f(x,y,z,x,7,z)=0. Prethodna relacija, u opstem slucaju,
nije integrabilna zbog ¢ega se ove veze nazivaju i neintegrabilne ili neholonomne.
Veze se mogu podeliti i na:

- Stacionarne (skleronomne),

- nestacionarne (reonomne).

Veza je stacionarna ako je nepromenljiva u toku vremena, tj. ako analiticki oblik te
veze ne zavisi eksplicitno od vremena ¢. Ako analiticki izrazi za veze zavise
eksplicitno od vremena, takve veze nazivaju se nestacionarne. Nestacionarne
holonomne veze mogu se izraziti, u odnosu na Dekartov koordinatni sisem Oxyz, u
obliku f(x,y,z,t)=0.

Veze se jo§ mogu podeliti 1 na:

- zadrZavajuce (dvostrane, bilateralne),

- nezadrzavajuce (jednostrane, unilateralne).

Zadrzavajuce veze su one veze koje primoravaju tacku (telo) da se sve vreme kretanja
nalazi na nekoj povrsi ili liniji. Ovakve veze izrazavaju se jednakostima.
Nezadrzavajuée veze su one veze koje tacka (telo) moze da napusti u toku kretanja i
da nastavi da se kre¢e slobodno u ogranicenom delu prostora. Ovakve veze izrazavaju
se nejednakostima.

Veze se mogu podeliti na joS jedan nacin, tj. na

idealne (glatke),

realne (hrapave).

Veza je idealna ako je njena reakcija upravna na pravac beskonacno malog, vezom
dopustenog pomeranja u posmatranom trenutku. Veza je realna ako njena reakcija

veze R osim komponente N u pravcu normale ima i komponentu F, u pravcu
jediniénog vektora tangente na putanju, tj. R = N +l7T. Pri tome je N =N 1, gde je
N, — projekcija normalne komponente reakcije veze na normalnu osu, a F} - sila
trenja.

Ako se za sve vreme kretanja tacke (tela) po vezi, rekcija veze jednaka nuli (R =0)
kaze se da su takve veze neaktivne, trivijalne. Pri kretanju tacke (tela) po vezi
podrazumeva se da pocetni geometrijski i kinematicki uslovi kretanja ne mogu biti
izabrani proizvoljno, ve¢ moraju biti saglasni sa jednacinama veza.

Ako je materijalni sistem izlozen dejstvu p- neholonomnih i g- holonomnih veza,
kretanje materijalnog sistema je moguce ako je 3n>p+q. Tada je polozaj materijalnog
sistema odreden sa s koordinata, tj. s = 3n-p-¢ odnosno, materijalni sistem ima s
stepeni slobode kretanja.



Podela sila koje deluju na materijalni sistem
Postoji vise podela sila u mehanici. Kada su u pitanju sile koje deluju na materijalni
sistem podela se moze izvrsiti na viSe nacina:
- spoljasnje 1 unutrasnje.
Spoljasnje sile su one kojima materijalne tacke ili tela koja ne ulaze u sastav
materijalnog sistema deluju na materijalne tacke ili tela koja su u sastavu materijalnog
sistema. Unutrasnje sile su sile uzajamnog dejstva izmedu pojedinih materijalnih
taCaka ili tela koja su u sastavu materijalnog sistema.
Unutras$nje sile materijalnog sistema imaju dve osobine:

1) glavni vektor svih unutraS$njih sila materijalnog sistema jednak je nuli,

F!' = z F'=0.
i=1
2) glavni moment svih unutra$njih sila materijalnog sistema, u odnosu na
proizvoljno izabrani pol O jednak je nuli Mg = ZMO (131.“) :ZFI X Ij"i“ =0.
i=1 i=1
Dokaz: Neka su tacke 4 1 B proizvoljne taCke materijalnog sistema. Po III Njutnovom
zakonu je F’:B =—F > pa odatle sledi da je
ﬁR“ :Zﬁi“ =0,kao1
i=1
MO(F:B)+M0(ﬁ;A):FA Xﬁ:B +7y XF;A =
=r X F, —rgxFp =T, —rg)xF,,
F,=rg+BA, ¥,—7r,=BA,

M, (Fi)+M,(Fy)=BAxF}; =0.

Jos jedna od mogucénosti podele sila koje deluju na materijalni sistem je na: aktivne i
pasivne.

Aktivne sile su one koje mogu izvrSiti pomeranja, promenu polozaja tacaka ili tela
materijalnog sistema. Pasivne sile (reakcije veza) ne mogu izvrSiti promenu polozaja
tacaka ili tela materijalnog sistema i pojavljuju se kao posledica dejstva aktivnih sila,
odnosno zavise od njih.

Materijalni sistem je slobodan ako je izlozen dejstvu samo unutrasnjih veza.
Materijalni sistem je neslobodan ako na njega deluju i spoljasnje i unutra$nje veze.



