
ITM – Analiza

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

6. Neodre�eni integrali

6.1. Primitivna funkcija

Primix̄̄ivna funkcija date funkcije f(x) je funkcija F (x) takva da je F ′ = f .

Primitivna funkcija funkcije f nije jednoznaqno odre�ena - ona je odre�ena samo go na gogavaǌe
konsx̄̄anx̄̄e jer se dodavaǌem konstante funkciji F ǌen izvod ne meǌa. Primitivnu funkciju u
opxtem obliku pixemo kao neogre�eni inx̄̄e ı̄ral funkcije f :

∫

f(x)dx = F (x) + C,

gde je C proizvǉna realna konstanta.

Nalaжeǌe neodre�enog integrala - tj. inx̄̄e ı̄racija - je proces suprotan diferenciraǌu. Tako
odmah znamo neke jednostavnije integrale. Kao i odgovaraju�e izvode, i ǌih je korisno zapamtiti
- volimo da ih zovemo ,,tabliqnim”:

∫

xadx =
xa+1

a+ 1
+ C (a 6= −1);

∫

dx

x
= ln |x|+ C;

∫

exdx = ex + C,

∫

axdx =
ax

ln a
+ C, (a > −0, a 6= 1);

∫

sinxdx = − cosx+ C,

∫

cosxdx = sinx+ C,

∫

dx

cos2 x
= tg x+ C,

∫

dx

sin2 x
= −ctg x+ C;

∫

dx

1 + x2
= arctg x+ C,

∫

dx√
1− x2

= arcsinx+ C.

Tvr�eǌe qiji dokaz za sada preskaqemo:

• Svaka neprekidna funkcija f ima neodre�eni integral.

S druge strane, i neke funkcije koje nisu neprekidne imaju neodre�eni integral. Na primer,

funkcija f(x) = 2x sin
1

x2
− 2

x
cos

1

x2
ima prekid u nuli i priliqno je divǉa u okolini nule, ali

ima neode�eni integral

∫

f(x)dx = x2 sin
1

x2
+ const.

Neodre�eni integrali mnogih funkcija, iako postoje, ne mogu se predstaviti pomo�u elemen-
tarnih funkcija. Takvi su, na primer,

∫

e−x2

dx,

∫

sinx

x
dx,

∫

1

lnx
dx, . . . ,

ma koliko jednostavno izgledali.

Drugi su samo komplikovani - npr. proverite da li je ovo taqno:

∫

sinx dx

2 + sin 2x
=

√
3

12
ln

sinx− cosx+
√
3

cosx− sinx+
√
3
− 1

2
arctg

tg x
2 + 1

tg2 x
2 − tg x

2

+ const.

Kako onda prona�i neodre�eni integral?

Za poqetak, imamo jednostavna linearna pravila: ako su f i g funkcije i k konstanta, onda je
∫

kf(x)dx = k

∫

f(x)dx,

∫

(f(x) + g(x))dx =

∫

f(x)dx +

∫

g(x)dx.

Znaqilo bi nam i nekakvo pravilo proizvoda, ali ono ne postoji.
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Primer 6.1. Svakako nije taqna formula

∫

f(x)g(x)dx =

∫

f(x)dx ·
∫

g(x)dx.

Kontraprimer je texko promaxiti. Npr. Ako je f(x) = g(x) = x, onda je
∫

f(x)g(x)dx =
∫

x2dx = 1
3x

3 + C 6=
∫

f(x)dx ·
∫

g(x)dx = (12x
2 + C) · (12x2 + C).

Ne postoji ni pravilo sloжene funkcije. Nax jedini alat za nalaжeǌe neodre�enih integrala
su neke metode, od kojih �e najvaжnije biti prikazane u nastavku.

6.2. Smena promenǉive i parcijalna integracija

Ponekad se dati integral po promenǉivoj x moжe uprostiti ako se izrazi kao integral po novoj
promenǉivoj y. Pretpostavimo da je x = g(y) funkcija po y. Diferenciraǌe daje dx = g′(y)dy.
Tako dobijamo pravilo smene promenǉive:

∫

f(x)dx =

∫

f(g(y))g′(y)dy.

Ovo pravilo je oqigledna posledica pravila izvoda sloжene funkcije.

Primer 6.2. Izraqunati integrale (a)

∫

dx

1 +
√
x

i (b)

∫

xe−x2

dx.

Rexeǌe. (a) Staru promenǉivu x izrazi�emo preko nove promenǉive t.

Smenom x = (t−1)2 i dx = 2(t−1)dt (za t > 1) dati integral postaje I =
∫ 2(t−1)dt

t =
∫

(2− 2
t )dt =

2
∫

dt−2
∫

dt
t = 2t−2 ln |t|+const. Najzad, t = 1+

√
x, pa dobijamo I = 2(1+

√
x)−2 ln(1+

√
x)+const.

(b) Qex�i je sluqaj kada je nova promenǉiva t zadata kao funkcija po staroj promenǉivoj x.

Ovde zadajemo smenu t = −x2 i dt = −2xdx. Tada je xdx = − 1
2dt, pa dati integral postaje

J = − 1
2

∫

etdt = − 1
2e

t + const = − 1
2e

−x2

+ const.

Zatim imamo pravilo parcijalne integracije, koje je posledica pravila izvoda proizvoda.
Naime, ako su u(x) i v(x) funkcije, onda iz u · v′ = (uv)′ − v ·u′ integracijom po dx sledi

∫

u · v′ dx =
uv −

∫

v · u′ dx. Kra�e zapisano,
∫

u dv = uv −
∫

v du.

Primer 6.3. Izraqunati

∫

lnx dx.

Rexeǌe. Parcijalnom integracijom
∣

∣

u=ln x, v=x

du=dx/x, dv=dx

∣

∣ traжeni integral postaje
∫

lnx dx =
∫

u dv =

uv −
∫

v du = x ln x−
∫

xdx
x = x(ln x− 1) + C.

6.3. Integracija racionalnih funkcija

Racionalna funkcija je koliqnik dva polinoma. Takve su npr. funkcije
1

x2
i

x4 − x2 + 2x+ 1

x3 − 3x2 + 4x− 2
,

ali ne i funkcije 3
√
x3 + 1 i sinx.

Primer 6.4. Izraqunati integrale (a)

∫

dx

2x− 1
, (b)

∫

dx

2x2 − x
i (v)

∫

x2 − 4x+ 1

x3 − x
.

Rexeǌe. (a) Smena
∣

∣

∣

y=2x−1
dy=2dx

∣

∣

∣
odmah daje

∫

dx
2x−1 = 1

2

∫

dy
y = 1

2 ln |y|+ const = 1
2 ln |2x− 1|+ const.

(b) Kako je 1
2x2−x = 2x

2x2−x− 2x−1
2x2−x = 2

2x−1− 1
x , imamo

∫

dx
2x2−x = 2

∫

dx
2x−1−

∫

dx
x = 1

2 ln |2x−1|−lnx+const.

(v) Primetimo prvo da je x3−x = x(x+1)(x−1). Kao u delu (b), rastavi�emo funkciju x2−4x+1
x3−x na

linearnu kombinaciju funkcija 1
x ,

1
x+1 i 1

x−1 . Drugim reqima, odredi�emo konstante A,B,C
tako da vaжi

x2 − 4x+ 1

x3 − x
=

A

x
+

B

x+ 1
+

C

x− 1
.

Mnoжeǌem sa x3 − x dobijamo A(x2 − 1) +B(x2 − x) + C(x2 + x) = x2 − 4x+ 1.

2



− Zamenom x = 0 sledi −A+ 0 ·B + 0 · C = 1, tj. A = −1;

− zamenom x = −1 sledi 0 · A+ 2B + 0 · C = 6, tj. B = 3;

− zamenom x = 1 sledi 0 ·A+ 0 · B + 2C = −2, tj. C = −1.

Prema tome, x2−4x+1
x3−x = − 1

x + 3
x+1 − 1

x−1 . Sada imamo
∫

x2−4x+1
x3−x dx = −

∫

dx
x + 3

∫

dx
x+1 −

∫

dx
x−1 =

− ln |x|+ 3 ln |x+ 1| − ln |x− 1|+ const.

Osnovna teorema algebre tvrdi da svaki nekonstantan polinom ima nulu. Posledica toga je
da se svaki polinom moжe rastaviti na linearne faktore: Q(x) = (x− α1)(x− α2) · · · Neke od nula
pri tome mogu biti kompleksne. Ipak, ako je polinom Q(x) realan, svaka ǌegova kompleksna nula
z dolazi u paru sa svojim konjugatom z̄, a polinom (x − z)(x − z̄) = x2 − 2 Re(z) · x + |z|2 je realan.
Prema tome:

• Svaki realan polinom Q(x) se moжe rastaviti na proizvod linearnih i kvadratnih realnih
faktora:

Q(x) = (x− α1)
r1 · · · (x− αk)

rk · (x2 + p1x+ q1)
s1 · · · (x2 + pℓx+ qℓ)

sℓ , (1)

gde su svi faktori razliqiti i pritom su αi, pi, qi realni i ri, si prirodni brojevi.

Pod elemenx̄̄arnim racionalnim funkcijama podrazumevamo funkcije jednog od slede�ih oblika:

(1◦)
A

x− a
,

A

(x− a)2
,

A

(x− a)3
, . . . i (2◦)

Bx+ C

x2 + px+ q
,

Bx+ C

(x2 + px+ q)2
,

Bx+ C

(x2 + px+ q)3
, . . .

gde su A,B,C i a, p, q (realne) konstante. One su nam znaqajne jer se ispostavǉa da vaжi slede�e
tvr�eǌe:

• Svaka racionalna funkcija P (x)
Q(x) u kojoj je stepen polinoma P maǌi od stepena polinoma Q

moжe se predstaviti na jedinstven naqin u obliku zbira nekoliko elementarnih raciolanih
funkcija.

U tom predstavǉaǌu imenioci su upravo faktori iz jednaqine (1): (x − αi)
j za i = 1, . . . , k i

j = 1, . . . , r1, kao i (x2 + pix+ qi)
j za i = 1, . . . , ℓ i j = 1, . . . , si.

Primer 6.5. (a) Posmatrajmo funkciju f(x) =
x2 + x− 1

x3 − 2x2 + x
.

Kako je x3− 2x2+x = x(x− 1)2, razvoj funkcije f na zbir elementarnih racionalnih funkcija
ima�e oblik

f(x) =
A

x
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
.

Mnoжeǌem sa x(x− 1)2 dobijamo

x2 + x− 1 = A(x2 − 2x+ 1) +B(x2 − x) + Cx = (A+B)x2 + (−2A−B + C)x +A.

Upore�ivaǌem koeficijenata na obe strane dobijamo sistem jednaqina A+B = 1, −2A+B+C =
1, A = −1, qijim rexavaǌem nalazimo A = −1, B = 2, C = 1.

(b) Posmatrajmo funkciju f(x) =
x7 − 2x5 + 15x3 − 30x

x5 + 10x2 + 15x+ 6
.

Pri deǉeǌu polinoma x7 − 2x5 + 15x3 − 30x polinomom x5 + 10x2 + 15x+ 6 dobija se koliqnik
x2 − 2 i ostatak −10x4 + 14x2 + 12. Dakle,

f(x) = x2 − 2 + g(x), gde je g(x) =
−10x4 + 14x2 + 12

x5 + 10x2 + 15x+ 6
.

Funkcija g(x) se moжe razviti kao zbir elementarnih racionalnih funkcija. Kako je x5 +
10x2 + 15x + 6 = (x + 1)3(x2 − 3x + 6), imenioci u tom razvoju bi�e x + 1, (x + 1)2, (x + 1)3 i
x2 − 3x+ 6. Dakle,

g(x) =
A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x + 1)3
+

Dx+ E

x2 − 3x+ 6

za neke konstante A,B,C,D,E.

Daǉi raqun (npr. upore�ivaǌe koeficijenata) dao bi A = − 94
25 , B = 2, C = 8

5 i Dx + E =
−156x+324

25 .
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Prema tome, integral svake racionalne funkcije moжe se odrediti na naqin kao u delu (v)
prethodnog primera - pod uslovom da umemo da odredimo integrale elementarnih racionalnih
funkcija. Dakle, trebaju nam integrali

(1◦)

∫

A

(x− a)n
dx i (2◦)

∫

Bx+ C

(x2 + px+ q)n
dx.

(1◦) Integrale funkcija oblika
A

(x − a)n
je lako na�i (smenom y = x− a), jer je

∫

dx

x− a
= ln |x− a|+ const i

∫

dx

(x− a)n
= − 1

n− 1
· 1

(x− a)n−1
+ const.

Da bismo izraqunali integral funkcije f(x) =
Bx+ C

(x2 + px+ q)n
, dopuni�emo kvadrat u imeniocu

pomo�u smene
∣

∣

∣

y=x+p/2
dy=dx

∣

∣

∣
: tada je f(x) = By+C′

(y2+D)n , gde su C′ = C − 1
2Bp i D = q − 1

4p
2, te je

∫

f(x)dx = B ·
∫

y dy

(y2 +D)n
+ C′ ·

∫

dy

(y2 +D)n
.

(2◦1) Neka je n = 1. Odmah imamo
∫

y dy

y2 +D
=
∣

∣

∣

t=y2+D
dt=2y dy

∣

∣

∣
=

1

2

∫

dt

t
=

1

2
ln |t|+ const =

1

2
ln |y2 +D|+ const.

Obiqno se pretpostavǉa da imenilac x2 + px + q nema realnih nula, tako da je D = a2 > 0.
Tada je

∫

dy

y2 + a2
=
∣

∣

∣

y=at
dy=a dt

∣

∣

∣
=

1

a

∫

dt

t2 + 1
=

1

a
arctg t+ const =

1

a
arctg

y

a
+ const.

S druge strane, i sluqaj D = −a2 < 0 moжe da bude od koristi. Tada je
∫

dy

y2 − a2
=

1

2a

∫
(

1

y − a
− 1

y + a

)

dy =
1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

y − a

y + a

∣

∣

∣

∣

+ const.

(2◦2) Najzad, neka je n > 1. Kao i u sluqaju (2◦1), lako raqunamo
∫

y dy

(y2 +D)n
=
∣

∣

∣

t=y2+D
dt=2y dy

∣

∣

∣
=

1

2

∫

dt

tn
=

1

2(n− 1)
· 1

tn−1
+ const =

1

2(n− 1)
· 1

(y2 +D)n−1
+ const.

Posledǌi sluqaj, integral funkcije dy
(y2+D)n , rexavamo parcijalnom integracijom. Oznaqimo

In =

∫

dy

(y2 +D)n
. Vrednost I1 ve� znamo na osnovu sluqaja (2◦1). Za n > 1 imamo

D · In =

∫

(x2 +D)− x2

(x2 +D)n
dx = In−1 −

∫

x2 dx

(x2 +D)n
,

odakle je parcijalnom integracijom

In−1 −D · In =

∫

x2 dx

(x2 +D)n
=

∣

∣

∣

∣

∣

u = x, v = −1
(2n−2)(x2+D)n−1

du = dx, dv = x dx
(x2+D)n

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫

u dv = uv −
∫

v du

=
−x

(2n− 2)(x2 +D)n−1
+

∫

dx

(2n− 2)(x2 +D)n−1
=

1

2n− 2
In−1 −

x

(2n− 2)(x2 +D)n−1
.

Dakle,

D · In =
1

2n− 2
· x

(x2 +D)n−1
+

2n− 3

2n− 2
In−1 + const.

6.4. Trigonometrijski i eksponencijalni integrali

Posmatrajmo integral

∫

R(sinx, cosx)dx, gde je R racionalna funkcija po dve promenǉive.

Smenom t = tg x
2 ovaj integral se svodi na integral racionalne funkcije. Zaista, tada je

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, x = 2 arctg t i dx =

2dt

1 + t2
.

Ipak, u nekim specijalnim sluqajevima prolaze i jednostavnije smene:
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(1◦) t = sinx za integral oblika I =
∫

R(sinx) cos x dx, gde je R racionalna funkcija: tada je
dt = cosx dx i I =

∫

R(t)dt;

(2◦) t = cosx za integral oblika I =
∫

R(cosx) sin x dx, gde je R racionalna funkcija: tada je
dt = − sinx dx i I = −

∫

R(t)dt;

(3◦) t = tg x za integral oblika I =
∫

R(tg x) dx, gde je R racionalna funkcija: tada je dx = dt
t2+1 i

I =
∫ R(t)

t2+1dt.

Primer 6.6. Izraqunati integrale (a)

∫

sin5 x dx, (b)

∫

dx

cos4 x
i (v)

∫

dx

1 + 2 sinx
.

Rexeǌe. (a) Smena
∣

∣

t=− cos x

dt=sin x dx

∣

∣ daje
∫

sin5 xdx =
∫

(1−cos2 x)2 sinxdx =
∫

(1−t2)2dt = t− 2
3 t

3+ 2
5 t

5+const =

− cosx+ 2
3 cos

3 x− 2
5 cos

5 x+ const.

(b) Kako je 1
cos2 x = 1 + tg2x, smena

∣

∣

t=tgx

dt=dx/cos2x

∣

∣ daje
∫

dx
cos4 x =

∫

1
cos2 x · dx

cos2 x =
∫

(1 + t2)dt = t + 1
3 t

3 +

const = tgx+ 1
3 tg

3x+ const.

(v) U ovom sluqaju nijedna od smena t = sinx, t = cosx, t = tgx ne daje racionalan integral,

pa pribegavamo smeni
∣

∣

t=tg x

2

dx=2dt/(1+t2)

∣

∣. Tada je
∫

dx
1+2 sin x =

∫ 2 dt/(1+t2)
1+4t/(1+t2) =

∫

2 dt
1+4t+t2 | =

∣

∣

u=t+2

du=dt

∣

∣ =

2
∫

2
u2−3 = 1√

3
ln |u−

√
3

u+
√
3
|+ const = 1√

3
ln
∣

∣

∣

tg x

2
+2−

√
3

tg x

2
+2+

√
3

∣

∣

∣
+ const.

Ako je dat integral
∫

R(ex) dx, gde je R racionalna funkcija, onda se on smenom t = ex svodi
na integral racionalne funkcije:

∫

R(ex) dx =
∣

∣

x=ln t

dx=dt/t

∣

∣=

∫

R(t)

t
dt.

Qesto su od koristi i smene u obliku hiperboliqkih funkcija:

ch x =
ex + e−x

2
i sh x =

ex − e−x

2
.

Jasno je da je (chx)′ = shx i (shx)′ = chx. Osim toga, kako je x = ln ex = ln(chx+shx) i ch2x−sh2x = 1,
jednostavno nalazimo izraze za ǌihove inverzne funkcije:

arcch y = ln
(

y +
√

y2 − 1
)

i arcsh y = ln
(

y +
√

y2 − 1
)

.

Primer 6.7. Izraqunati integral

∫

ex dx

e2x + 4
.

Rexeǌe. Smenom
∣

∣

t=ex

dt=exdx

∣

∣ dobijamo
∫

ex dx
e2x+4 =

∫

dt
t2+4 = 1

2 arctg t
2 + const = 1

2 arctg ex

2 + const.

6.5. Iracionalni integrali

Mada se iracionalnim integralima mogu smatrati svi integrali koji nisu racionalni, ovde
se uglavnom bavimo integralima oblika

∫

R
(

x,
√

ax2 + bx+ c
)

dx, (2)

gde je R racionalna funkcija dve promenǉive i a 6= 0.

Prvi korak je dopuǌavaǌe trinoma pod korenom do kvadrata: smenom s = x+ b
2a dati integral

postaje
∫

R
(

s− b
a ,
√
as2 +D

)

ds, gde je D = c − b2

4a . On se zatim smenom y = s ·
√

|D/a| svodi na
integral oblika

∫

R1

(

y,
√

±y2 ± 1
)

dy,

gde je R1 tako�e racionalna funkcija.

Dobijeni integral se moжe svesti na racionalan nekom od slede�a dva tipa smena.
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(1◦) IIIri ı̄onomex̄̄rijske/hiī̄erboliqke smene.

Ako nam je dat integral

∫

R1

(

y,
√

1− y2
)

dy, name�e se trigonometrijska smena t = arcsin y,

tj.

y = sin t,
√

1− y2 = cos t, dy = cos t dt,

qime se dati integral svodi na trigonometrijski.

S druge strane, ako imamo integral

∫

R1

(

y,
√

y2 + 1
)

dy, moжemo da koristimo hiperboliqku

smenu t = arcsh y. Tada je

y = sh t,
√

y2 + 1 = ch t i dy = ch t dt.

Sliqno, ako imamo integral

∫

R1

(

y,
√

y2 − 1
)

dy, moжemo da koristimo hiperboliqku smenu

t = arcch y. Tada je

y = ch t,
√

y2 − 1 = sh t i dy = sh t dt.

U oba sluqaja dati integral se svodi na integral po eksponencijalni.

Primer 6.8. Izraqunati: (a)

∫

√

1− x2 dx; (b)

∫

√

x2 + 1 dx; (v)

∫

√

x2 − 1 dx.

Rexeǌe. (a) Koristimo smenu
∣

∣

x=sin t

dx=cos t dt

∣

∣ za −π
2 6 t 6 π

2 . Tada je
√
1− x2 = cos t i

∫

√

1− x2 dx =

∫

cos2 t dt =
1

2
t+

1

4
sin 2t+ C =

1

2
t+

1

2
sin t cos t+ C =

1

2
arcsinx+

1

2
x
√

1− x2 + C.

(b) Sada je potrebna smena
∣

∣

x=sh t

dx=ch t dt

∣

∣. Tada je
√
x2 + 1 = ch t i

∫

√

x2 + 1 dx =

∫

ch2t dt =

∫

ch 2t+ 1

2
dt =

1

4
sh 2t+

1

2
t =

1

2
sh t ch t+

1

2
t

=
1

2
x
√

x2 + 1 +
1

2
arcsh x =

1

2
x
√

x2 + 1 +
1

2
ln(x+

√

x2 + 1).

(v) Sliqno delu (b), smenom
∣

∣

x=ch t

dx=sh t dt

∣

∣, s obzirom na
√
x2 − 1 = sh t, dobijamo

∫

√

x2 − 1dx =

∫

sh2t dt =

∫

ch 2t− 1

2
dt =

1

4
sh 2t− 1

2
t =

1

2
sh t ch t− 1

2
t

=
1

2
x
√

x2 − 1 +
1

2
arcch x =

1

2
x
√

x2 − 1 +
1

2
ln(x+

√

x2 − 1).

(2◦) Ojlerova smena.

Pretpostavimo da je dat integral

∫

R1

(

y,
√

y2 + ǫ
)

dy, gde je ǫ = ±1. Uvodimo smenu

t = y ±
√

y2 + ǫ.

Tada je (t− y)2 = y2 + ǫ, tj. t2 − 2yt = ǫ, odakle je

y =
t2 − ǫ

2t
, ±

√

y2 + ǫ = t− y =
t2 + ǫ

2t
i dy =

t2 + ǫ

2t2
dt.

Napomenimo da se Ojlerova smena mogla uvesti i direktno u integral (2) pod uslovom da je
a > 0. Dovoǉno je uzeti

t = y
√
a±

√

ay2 + by + c,

jer je tada y = t2−c
b+2t

√
a
itd.

Ostaje sluqaj integrala

∫

R1

(

y,
√

1− y2
)

dy. U ovom sluqaju smena
∣

∣

y=1/z

dy=−dz/z2

∣

∣ svodi dati

intregral na

∫

R2

(

z,
√

z2 − 1
)

dz na koji se zatim moжe primeniti Ojlerova smena. Konaqan

oblik smene �e biti

t = z ±
√

z2 − 1 =
1±

√

1− y2

y
, y =

2t

t2 + 1
,

√

1− y2 = ± t2 − 1

t2 + 1
i dy =

2(1− t2)dt

(t2 + 1)2
.
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Primer 6.9. Izraqunati integrale (a)

∫

dx

1 +
√
x2 + x+ 1

i (b)

∫

dx

1−
√
1− x2

.

Rexeǌe. (a) Ojlerova smena t =
√
x2 + x+ 1−x daje x = 1−t2

2t−1 , dx = −2(t2−t+1)
(2t−1)2 dt i

√
x2 + x+ 1 = t2−t+1

2t−1 ,

pa dobijamo

∫

dx

1 +
√
x2 + x+ 1

=

∫ −2(t2−t+1)
(2t−1)2 dt

1 + t2−t+1
2t−1

= −2

∫

t2 − t+ 1

t(t+ 1)(2t− 1)
dt = −2

∫
(

1

t+ 1
+

1

2t− 1
− 1

t

)

dt

= −2 ln |t+ 1| − ln |2t− 1|+ 2 ln |t|+ const = ln

∣

∣

∣

∣

t2

(t+ 1)2(2t− 1)

∣

∣

∣

∣

+ const.

(b) Ojlerova smena t = 1+
√
1−x2

x daje

∫

dx

1−
√
1− x2

=

∫ 2(1−t2)dt
(t2+1)2

1− t2−1
t2+1

=

∫

1− t2

1 + t2
dt = t− 2 arctg t+ const.

6.6. Metod Ostrogradskog

Pretpostavimo da nam je dat racionalan integral

I =

∫

P (x)

Q(x)
dx, degP < degQ,

u kome polinom Q(x) ima vixestruke nule, recimo Q(x) = (x − α1)
r1(x − α2)

r2 · · · (x − αk)
rk . Ovaj

metod se zasniva na qiǌenici da konaqan rezultat uvek ima oblik

I =
R(x)

Q1(x)
+

∫

S(x)

Q0(x)
dx, (3)

gde je Q0(x) = (x − α1)(x− α2) · · · (x− αk) (tj. polinom Q bez vixestrukih nula), Q1(x) =
Q(x)
Q0(x)

, a R

i S nepoznati polinomi stepena maǌih od stepena polinoma Q1 i Q0, redom.

Diferenciraǌem jednakosti (3) i mnoжeǌem sa Q(x) dobijamo

P (x) = Q0(x)R
′(x)− Q0(x)Q

′
1(x)

Q1(x)
R(x) +Q1(x)S(x), (4)

odakle se polinomi R i S mogu odrediti upore�ivaǌem koeficijenata.

Primer 6.10. Izraqunati integral I =

∫

x2dx

(x− 1)2(x+ 1)3
.

Rexeǌe. Ovde je P (x) = x2 i Q(x) = (x− 1)2(x+1)3, pa je Q0(x) = (x− 1)(x+1), Q1(x) = (x− 1)(x+1)2

i Q0(x)Q
′

1(x)
Q1(x)

= 3x− 1. Polinomi R i S redom imaju stepene (najvixe) 2 i 1, pa moжemo pisati

R(x) = Ax2 +Bx+ C i S(x) = Dx+ E. Jednaqina (4) postaje

x2 = (x − 1)(x+ 1)(2Ax+B)− (3x− 1)(Ax2 +Bx+ C) + (x− 1)(x+ 1)2(Dx+ E)

= Dx4 + (−A+D + E)x3 + (A− 2B −D + E)x2 + (−2A+B − 3C −D − E)x+ (−B + C − E).

Izjednaqavaǌem koeficijenata nalazimo A = E = 1
8 , B = − 3

8 , C = − 1
4 i D = 0. Sledi da je

I = x2−3x−2
8(x−1)(x+1)2 + 1

8

∫

dx
(x−1)(x+1) =

x2−3x−2
8(x−1)(x+1)2 + 1

16 ln |x−1
x+1 |+ const.

Sliqan metod se moжe primeniti na integrale oblika

I =

∫

P (x)dx√
ax2 + bx+ c

:

ispostavǉa se da konaqan rezultat uvek ima oblik

I = Q(x)
√

ax2 + bx+ c+ λ

∫

dx√
ax2 + bx+ c

,
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gde je Q nepoznat polinom stepena za jedan maǌeg od P , a λ nepoznata konstanta. Diferenciraǌe
i mnoжeǌe sa

√
ax2 + bx+ c daje

P (x) = (ax2 + bx+ c)Q′(x) +
1

2
(2ax+ b)Q(x) + λ, (5)

pa se polinom Q i konstanta λ mogu odrediti upore�ivaǌem koeficijenata.

Primer 6.11. Izraqunati integral I =

∫

x2dx√
x2 + 2x+ 2

.

Rexeǌe. Polinom Q ima stepen 1, tj. Q(x) = Dx+ E. Jednakost (5) postaje

x2 = (x2 + 2x+ 2)D + (x+ 1)(Dx+ E) + λ = 2Dx2 + (3D + E)x + (2D + E + λ),

odakle nalazimo D = 1
2 , E = − 3

2 i λ = 1
2 . Prema tome, I = 1

2 (x− 3)
√
x2 + 2x+ 2+ 1

2

∫

dx√
x2+2x+2

=
1
2 (x− 3)

√
x2 + 2x+ 2 + 1

2 ln(x+ 1 +
√
x2 + 2x+ 2) + const.

6.7. Zadaci

1. Izraqunati:

(a)

∫

cos(nx)dx; (b)

∫

sin2 x dx; (v)

∫

tg x dx; (g)

∫

sh x dx; (d)

∫

ch x dx.

Rexeǌe. (a) Smena y = nx, dy = ndx:
∫

cos(nx)dx =
∫

cos y dy
n = 1

n sin y + C = 1
n sinnx+ C.

(b) Poxto je cos2 x = 1+cos 2x
2 , imamo

∫

cos2 x dx = 1
2 (
∫

1dx+
∫

cos 2x dx) = 1
2x+ 1

4 sin 2x+ C.

(v) Smena y = cosx, dy = − sinx dx:
∫

tg x dx =
∫

sin x dx
cosx =

∫ −dy
y = − ln |y|+ C = − ln | cosx|+ C.

(g) Kako je
∫

e−xdx = −e−x + C, imamo
∫

sh x dx =
∫

ex−e−x

2 dx = ex+e−x

2 + C = ch x+ C.

(d)
∫

ch x dx =
∫

ex+e−x

2 dx = ex−e−x

2 + C = sh x+ C.

2. Izraqunati (a) I =

∫

x2ex dx; (b) I =

∫

x2 sinx dx; (v) I =

∫

xn lnx dx (n ∈ N).

Rexeǌe. (a) Parcijalna integracija
∣

∣

∣

u=x2, v=ex

du=2x dx, dv=exdx

∣

∣

∣
daje I =

∫

u dv = uv−
∫

v du = x2ex − 2
∫

xexdx.

Sliqno, jox jedna parcijalna integracija
∣

∣

∣

u=x, v=ex

du=dx, dv=exdx

∣

∣

∣
daje

∫

xexdx =
∫

u dv = uv −
∫

v du =

xex − ex + const, pa konaqno dobijamo I = (x2 − 2x+ 2)ex + const.

(b) I ovde koristimo parcijalnu integraciju: I =
∣

∣

∣

u=x2, v=− cos x
du=2x dx, dv=sin x dx

∣

∣

∣
=

∫

u dv = uv −
∫

v du =

−x2 cosx+2
∫

x cosxdx =
∣

∣

∣

u=2x, v=sin x
du=2 dx, dv=cosx dx

∣

∣

∣
= −x2 cosx+

∫

udv = −x2 cosx+uv−
∫

v du = −x2 cosx+

2x sinx− 2
∫

sinx dx = (2− x2) cosx+ 2x sinx+ const.

(v) I =

∣

∣

∣

∣

u=ln x, v= x
n+1

n+1

du=dx/x, dv=xndx

∣

∣

∣

∣

=
∫

udv = uv−
∫

v du = 1
n+1x

n+1 lnx− 1
n+1

∫

xndx = xn+1
(

1
n+1 lnx− 1

(n+1)2

)

+

const.

3. Izraqunati (a) I =

∫

eax sin bx dx; (b) J =

∫

eax cos bx dx

Rexeǌe. Parcijalnom integracijom
∣

∣

∣

u=sin bx, v=eax/a
du=b cos bx dx, dv=eaxdx

∣

∣

∣
dobijamo I =

∫

u dv = uv −
∫

v du =
1
ae

ax sin bx− b
a

∫

eax cos bx dx = 1
ae

ax sin bx− b
aJ + const.

Sliqno, parcijalnom integracijom
∣

∣

∣

u=cos bx, v=eax/a
du=−b sin bx dx, dv=eaxdx

∣

∣

∣
dobijamo J =

∫

u dv = uv −
∫

v du =
1
ae

ax cos bx+ b
a

∫

eax sin bx dx = 1
ae

ax cos bx+ b
aI + const.

Dakle, I = 1
ae

ax sin bx− b
aJ = 1

ae
ax sin bx− b

a (
1
ae

ax cos bx+ b
aI). Rexavaǌem po I nalazimo

I =
1

a2 + b2
eax(a sin bx− b cos bx) + const i J =

1

a2 + b2
eax(a cos bx+ b sin bx) + const.
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4. Odrediti I =

∫

sinx cos x sin cosx dx.

Rexeǌe. Smenom
∣

∣

t=cosx

dt=− sin x dx

∣

∣ i parcijalnom integracijom dobijamo I = −
∫

t sin tdt =
∣

∣

∣

u=t, v=cos t
du=dt, dv=− sin t dt

∣

∣

∣
=

∫

u dv = uv −
∫

v du = t cos t−
∫

cos t = t cos t− sin t+ const = cosx cos cosx− sin cosx+ const.

5. Izraqunati I =

∫

arctg
√
x dx.

Rexeǌe. Smena
∣

∣

∣

x=t2

dx=2t dt

∣

∣

∣
daje I = 2

∫

t arctg t dt. Parcijalnom integracijom

∣

∣

∣

∣

u=arctg t, v=t2

du= dt

t2+1
, dv=2tdt

∣

∣

∣

∣

sledi

I =
∫

u dv = uv −
∫

v du = t2 arctg t−
∫

t2dt
t2+1 = t2arctg t−

∫

(1 − 1
t2+1 )dt = (t2 + 1)arctg t− t+ const =

(x+ 1) arctg
√
x−√

x+ const.

6. Odrediti integrale (a) I =

∫

x2 ln(x2 + 1)dx; (b) I =

∫

x2 ln(x2 + x+ 1)dx.

Rexeǌe. (a) Parcijalna integracija

∣

∣

∣

∣

u=ln(x2+1), v=x3/3

du= 2x dx

x2+1
, dv=x2dx

∣

∣

∣

∣

: I =
∫

udv = uv −
∫

vdu = 1
3x

3 ln(x2 + 1) −
2
3

∫

x4dx
x2+1 = 1

3x
3 ln(x2 + 1)− 2

3

∫

(x2 − 1 + 1
x2+1 )dx = 1

3x
3 ln(x2 + 1)− 2

9x
3 + 2

3x− 2
3 arctg x+ const.

(b) Parcijalna integracija

∣

∣

∣

∣

u=ln(x2+x+1), v= x
3
−1

3

du= 2x+1

x2+x+1
dx, dv=x2dx

∣

∣

∣

∣

- obratite paжǌu na izbor v = x3−1
3 umesto

v = x3

3 ! Sada je I =
∫

udv = uv−
∫

vdu = 1
3 (x

3−1) ln(x2+x+1)−
∫ (2x+1)(x3−1)

3(x2+x+1) dx = 1
3 (x

3−1) ln(x2+

x+ 1)− 1
3

∫

(2x+ 1)(x− 1)dx = 1
3 (x

3 − 1) ln(x2 + x+ 1)− 2
9x

3 + 1
6x

2 + 1
3x+ const.

7. Predstaviti funkcije u obliku zbira polinoma i elementarnih racionalnih funkcija:

(a) f(x) =
x

x2 − x− 2
; (b) f(x) =

x3

x2 − 4x+ 4
; (v) f(x) =

1

x3 − 1
; (g) f(x) =

x− 2

x5 + x3
.

Rexeǌe. (a) Imenilac se faktorixe kao x2 − x − 2 = (x + 1)(x − 2), pa je predstavǉaǌe u obliku

f(x) = A
x+1 + B

x−2 . Poxto je A
x+1 + B

x−2 = (A+B)x+(B−2A)
x2−x−2 , imamo (A + B)x + (B − 2A) = 1, pa

pore�eǌe koeficijenata daje A+ B = 0, B − 2A = 1. Rexeǌe sistema je A = − 1
3 , B = 1

3 , pa je

f(x) = −1/3
x+1 + 1/3

x−2 .

(b) Deǉeǌe sa ostatkom daje x3 = (x+4)(x2−4x+4)+12x−16. Imenilac je x2−4x+4 = (x−2)2.

Dakle, f(x) = x+4+ 12x−16
(x−2)2 = x+4+ A

x−2 +
B

(x−2)2 . Iz 12x−16
(x−2)2 = A

x−2 +
B

(x−2)2 = Ax+(B−2A)
(x−2)2 dobijamo

A = 12, B − 2A = −16, dakle B = 8. Tako je f(x) = x+ 4 + 12
x−2 + 8

(x−2)2 .

(v) Faktorizacija imenioca je x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1), pa je f(x) = A
x−1 + Bx+C

x2+x+1 =
(A+B)x2+(A−B+C)x+(A−C)

x3−1 , dakle A + B = 0, A − B + C = 0, A − C = 1. Rexeǌe ovog sistema

je A = 1
3 , B = − 1

3 , C = − 2
3 . Prema tome, f(x) = 1/3

x−1 − x/3+2/3
x2+x+1 .

(g) Imenilac je x5+x3 = x3(x2+1), pa je f(x) = A
x + B

x2 +
C
x3 +

Dx+E
x2+1 = (x2+1)(Ax2+Bx+C)+x3(Dx+E)

x5+x3 .

Sledi da je x−2 = (x2+1)(Ax2+Bx+C)+x3(Dx+E) = (A+D)x4+(B+E)x3+(A+C)x2+Bx+C.
Dakle, A+D = 0, B+E = 0, A+C = 0, B = 1, C = −2. Lako dobijamo A = 2, D = −2 i E = −1,
pa je f(x) = 2

x + 1
x2 − 2

x3 − 2x+1
x2+1 .

8. Izraqunati I =

∫

x dx

x2 + 2x+ 3
.

Rexeǌe. Kako je x2 + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2, smenom y = x + 1, dy = dx dobijamo I =
∫

y−1
y2+2dy =

∫

y
y2+2dy −

∫

1
y2+2dy = 1

2 ln(y
2 + 2)− 1√

2
arctg y√

2
+ C = 1

2 ln(x
2 + 2x+ 3)− 1√

2
arctg x+1√

2
+ C.

9. Odrediti

∫

x2 + x+ 1

x4 − x2
dx.

Rexeǌe. Imenilac x4 − x2 se faktorixe kao x2(x + 1)(x − 1). Traжimo konstante a, b, c, d takve da

je x2+x+1
x4−x2 = a

x + b
x2 + c

x+1 +
d

x−1 . Svo�eǌem na zajedniqki imenilac dobijamo (a+ c+ d)x3 + (b−
c+ d)x2 − ax− b = x2 + x+ 1, tj. a = b = −1, a+ c+ d = 0 i b− c+ d = 1, i odavde c = − 1

2 , d = 3
2 .

Najzad,
∫

x2+x+1
x4−x2 dx =

∫

(

−x+1
x2 − 1

2(x+1) +
3

2(x−1)

)

dx = − lnx+ 1
x − 1

2 ln(x+ 1) + 3
2 ln(x− 1) + C.
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10. Odrediti In =

∫

sinn x dx za (a) neparno n ∈ N; (b) proizvoǉno n ∈ N.

Rexeǌe. (a) Prolazi smena t = cosx. Tada je I2k+1 =
∫

sin2k x sinx dx =
∫

(1 − cos2 x)k sinx dx =
−
∫

(1− t2)kdt, xto je integral obiqnog polinoma.

(b) Imamo In =
∫

sinn xdx =
∫

sinn−2 x(1−cos2 x)dx = In−2−
∫

sinn−2 x cos2 xdx. Korix�eǌem par-

cijalne integracije

∣

∣

∣

∣

u = sinn−2 x cosx, v = sinx
du = [(n− 2) sinn−3 x− (n− 1) sinn−1 x]dx, dv = cosx dx

∣

∣

∣

∣

dobi�emo In−2−

In =
∫

sinn−2 x cos x cosxdx =
∫

udv = uv−
∫

vdu = sinn−1 x cos x−
∫

[(n−2) sinn−2 x cos2 x−sinn x]dx+
const = sinn−1 x cosx− (n− 2)In−2 − (n− 1)In + const.

Ovako smo dobili rekurentnu vezu:

In =
n− 1

n
In−2 −

1

n
sinn−1 x cos x+ const.

11. Svesti integral I =

∫

x2 dx

(x2 + x+ 3)3/2
na racionalan koriste�i Ojlerovu smenu.

Rexeǌe. Neka je
√
x2 + x+ 3 = x + t. Kvadriraǌem dobijamo x2 + x + 3 = x2 + 2tx + t2, odakle

je 2tx − x = 3 − t2, tj. x = 3−t2

2t−1 . Daǉe je
√
x2 + x+ 3 = t2−t+3

2t−1 , dx = −2(t2−t+3)dt
(2t−1)2 , i najzad

I = −
∫ 2(t2−3)2dt

(2t−1)(t2−t+3)2 .

Za radoznale: I =
6− 10x

11
√
x2 + x+ 3

+ ln
(

2x+ 1 +
√

x2 + x+ 3
)

+ const.

12. Svesti integral I =

∫

x 3

√

x+ 1

x+ 2
dx na racionalan.

Rexeǌe. Smena t = 3

√

x+1
x+2 : tada je x = 2t3−1

1−t3 , dx = 3t2dt
(1−t3)2 , I =

∫ 3t3(2t3−1)
(1−t3)3 dt.

Za radoznale: I =
3x− 7

6
3
√

(x+ 1)(x+ 2)2 − 5

6
ln
(

3
√
x+ 2− 3

√
x+ 1

)

+
5
√
3

9
arctg

2 3

√

x+1
x+2 + 1
√
3

+ const.

13. Izraqunati I =

∫

dx

3 + sinx
.

Rexeǌe. Smenom t = tg x
2 dati integral postaje I =

∫

2dt
(1+t2)(3+ 2t

1+t2
)
=

∫

2dt
3t2+2t+3 . Zatim smenom

u = t+ 1
3 dobijamo 3t2 + 2t+ 3 = 3u2 + 8

3 i I = 2
3

∫

du
u2+ 8

9

= 1√
2
arctg 3u

2
√
2
+C = 1√

2
arctg

3 tg x

2
+1

2
√
2

+C.

14. Izraqunati I =

∫

cos
x

2

√
cosx dx.

Rexeǌe. Kako je cosx = 2 cos2 x
2 − 1 = 1 − 2 sin2 x

2 , uzimaju�i smenu
∣

∣

t=sin x

2

dt= 1
2
cos x

2
dx

∣

∣ dobijamo I =

2
∫ √

1− 2t2dt =
∣

∣

z=t
√
2

dz=dt
√
2

∣

∣=
√
2
∫ √

1− z2dz = 1√
2
arcsin z+ 1√

2
z
√
1− z2+const. Pritom je z =

√
2 sin x

2 ,

pa je I =
1√
2
arcsin

(
√
2 sin

x

2

)

+ sin
x

2

√
cosx+ const.

15. Izraqunati I =

∫

dx

4x − 2x
.

Rexeǌe. Smena t = 2x, dt = 2x ln 2 dx: tada je I = 1
ln 2

∫

dt
t2(t−1) . Ako zapixemo 1

t2(t−1) = A
t + B

t2 + C
t−1 ,

dobi�emo A = B = −1, C = 1, pa je I = 1
ln 2 (ln |t− 1|− ln |t|+ 1

t )+D = −x+ 1
ln 2 (ln |2x− 1|+ 1

2x )+D.

16. Izraqunati I =

∫

x2dx

(x sin x+ cosx)2
.

Rexeǌe. Namesti�emo parcijalnu integraciju. Ako odaberemo v = −1
x sin x+cosx , bi�e dv = x cosx dx

(x sin x+cosx)2 ,

pa moжemo uzeti u = x
cos x i du = x sin x+cosx

cos2 x dx. Sada je I =
∫

udv = uv−
∫

vdu = −x
(x sin x+cosx) cosx+

∫

dx
cos2 x = −x

(x sin x+cosx) cosx + tg x+ const = sin x−x cosx
cosx+x sin x + const.

17. Izraqunati I =

∫

dx
4
√
x4 + 1

.
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Rexeǌe. Smena
∣

∣

x=1/y

dx=−dy/y2

∣

∣ daje I = −
∫

dy

y 4
√

y4+1
= −

∫

y3dy

y4 4
√

y4+1
=
∣

∣

t=y4+1

dt=4y3dy

∣

∣= − 1
4

∫

dt
(t−1) 4

√
t
=
∣

∣

t=z4

dt=4z3dz

∣

∣=

−
∫

z2dz
z4−1 . Sve u svemu, z = 1

x
4
√
x4 + 1. Kako je z2

z4−1 = 1/4
z−1 − 1/4

z+1 + 1/2
z2+1 , dobijamo I = 1

4 ln
∣

∣

z−1
z+1

∣

∣+
1
2 arctg z + const = 1

4 ln
∣

∣

4
√
x4+1−x

4
√
x4+1+x

∣

∣+ 1
2 arctg

4
√
x4+1
x + const.

::::::::::::::::

18. Izraqunati I =

∫

(2x− 3)dx

x3 − 3x+ 2
.

19. Odrediti I =

∫

x4 dx

x3 + x2 + 3x+ 3
.

20. Svesti integral I =

∫

5
√

x5 − x4 dx na racionalan.

21. Izraqunati I =

∫

dx

(x2 + 2x+ 4)3
.

22. Izraqunati I =

∫

x dx

x+
√
x2 + 4

.

23. Izraqunati I =

∫

arcsin
√
x dx√

1− x
.

24. Odrediti I =

∫

ln(sin2 x+ 1) cosxdx

sin2 x
.

25. Izraqunati I =

∫

x3e3xdx.

26. Izraqunati I =

∫

dx

sin2 x+ sin4 x
.

27. Izraqunati I =

∫

dx

x4 − x2 + 1
.

28. Izraqunati I =

∫

lnx arcsinx dx.

29. Izraqunati I =

∫

x dx√
x4 + 10x2 − 96x− 71

.

Odgovori na zadatke 18-29.

18. I =
1

3(x− 1)
+

7

9
ln

∣

∣

∣

∣

x− 1

x+ 2

∣

∣

∣

∣

+ const.

19. I =
1

2
x2 − x+

1

4
ln(x+ 1)− 9

8
ln(x2 + 3) +

3
√
3

4
arctg

x√
3
+ const.

20. I =

∫

x
5

√

1− 1

x
dx. Smena t =

5

√

1− 1

x
,

∣

∣

∣

∣

∣

x = 1
1−t5

dx = 5t4dt
(1−t5)2

∣

∣

∣

∣

∣

daje I = 5

∫

t5dt

(1− t5)3
.

21. I =
1

72

(

3(x+ 1)(x2 + 2x+ 6)

(x2 + 2x+ 4)2
+
√
3 arctg

x+ 1√
3

)

+ const.

22. I =
(x2 + 4)3/2 − x3

12
+ const.

23. I = 2
√
x− 2

√
1− x arcsin

√
x+ const.

11



24. I = 2 arctg sinx− ln(sin2 x+ 1)

sinx
+ const.

25. I =
1

27
e3x(9x3 − 9x2 + 6x− 2) + const.

26. I = − 1√
2
arctg(x

√
2)− ctgx+ const.

27. I =
1

4
√
3
ln

x2 − x
√
3 + 1

x2 + x
√
3 + 1

+
3

2
arctg

x

1− x2
+ const.

28. I = −2
√
1− x2 +

(√
1− x2 − 1

)

lnx+ ln
(

1 +
√
1− x2

)

+ x(ln x− 1) arcsinx+ const.

29. I = − 1
8 ln

(

(x6 + 15x4 − 80x3 + 27x2 − 528x+ 781)
√
x4 + 10x2 − 96x− 71− (x8 + 20x6 − 128x5 + 54x4

−1408x3 + 3124x2 + 10001)
)

+ const... Malo sam se xalio. Rexeǌe je taqno, ali nemam pojma
kako biste ga naboli.
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