
ITM – Analiza

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

7. Odre�eni i nesvojstveni integrali

7.1. Integralna suma

Neka je data funkcija f : [a, b] → R. Pretpostavimo da жelimo da izraqunamo povrxinu S ispod
grafika funkcije.

Odaberimo podeone taqke a = x0 < x1 < · · · < xn = b na tom segmentu. Niz Π = (x0, x1, . . . , xn) se
naziva ī̄ogelom segmenta [a, b], a gijamex̄̄ar ove podele je

d(Π) = max
i

∆xi, gde je ∆xi = xi − xi−1.

Povrxinu S moжemo da aproksimiramo nizom od n pravougaonika sa osnovicama [xi−1, xi] i
visinama jednakim f(ci), gde su ci ∈ [xi−1, xi] za i = 1, . . . , n odabrane isx̄̄aknux̄̄e x̄̄aqke podele.

x

y

a = x0 c1 x1 c2 x2 c3 x3 xn−1 cn xn = b

Ovako dobijamo procenu povrxine S zbirom povrxina pravougaonika:

S ≈ S(f,Π, c) =

n
∑

i=1

f(xk)∆xk.

Suma S(f,Π, c) naziva se inx̄̄e ı̄ralnom sumom funkcije f i ona zavisi od podele Π i izbora skupa
taqaka c = {c1, . . . , cn}. Kada podela Π teжi ,,najsitnijoj mogu�oj” (sa beskonaqno mnogo beskonaqno
bliskih podeonih taqaka), tj. kada d(Π) teжi nuli, oqekujemo da integralna suma S(f,Π, c) teжi
povrxini S.

Formalno, s obzirom na to da integralna suma S(f,Π, c) ne zavisi samo od dijametra d(Π), ǌen
limes I kada d(Π) → 0 bi bio broj takav da:

◦ Za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da, za svaku podelu Π sa dijametrom d(Π) < δ, vaжi

|S(f,Π, c)− I| < ε.

Ovaj limes u opxtem sluqaju ne mora da postoji. Onda kada on postoji, kaжemo da je funkcija f
inx̄̄e ı̄rabilna (po Rimanu1) na segmentu [a, b] i

∫ b

a

f(x)dx = I

je ǌen ogre�eni inx̄̄e ı̄ral.

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemaqki matematiqar
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Primer 7.1. Posmatrajmo funkciju

f(x) =

{

0, ako je x racionalno,

1, ako je x iracionalno.

Ova funkcija nije integrabilna na segmentu [0, 1]. Naime, ma koliko sitna bila podela,
istaknute taqke ci moжemo odabrati tako da istaknuta suma bude bilo 0, bilo 1, te ova suma
nema limes. Zaista:

− ako za ci biramo iskǉuqivo racionalne brojeve, integralna suma �e biti 0;

− ako za ci biramo iskǉuqivo iracionalne brojeve, integralna suma �e biti 1.

Napomenimo da je, pri jednoj opxtijoj definiciji integrala poznatoj kao inx̄̄e ı̄ral po Lebe ı̄u2,
i ova funkcija integrabilna i ǌen integral je jednak 1.

U navedenom primeru funkcija f je priliqno divǉa. U sluqaju funkcija s kakvima se obiqno
sre�emo, ovakve anomalije se ne dexavaju.

IIIvr�eǌe 7.1. Svaka ograniqena funkcija na segmentu [a, b] sa konaqno mnogo taqaka prekida je
integrabilna.

Izme�u ostalog, neprekidne funkcije su integrabilne.

Na primer, ako je d = b−a, dijametar niza podela Πn = (a, a+ d
n , a+

2d
n , . . . , a+ (n−1)d

n , b) teжi nuli.
Zato, pod pretpostavkom da je f integrabilna funkcija na segmentu [a, b], odgovaraju�e integralne

sume sa istaknutim taqkama ci+1 = a+ in
d za i = 0, 1, . . . , n teжe integralu

∫ b

a
f(x)dx. Dakle,

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

d

n

n−1
∑

j=0

f

(

a+
j

n
d

)

= lim
n→∞

d

n

n
∑

j=1

f

(

a+
j

n
d

)

.

Primer 7.2. Izraqunati ī̄o gefiniciji (pomo�u integralnih suma) integrale (a)

∫ 1

0

exdx; (b)

∫ 1

0

x2dx.

Rexeǌe. (a) Ako je f(x) = ex, onda je

I =

∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

j=0

f

(

j

n

)

= lim
n→∞

1

n

(

1 + e
1
n + e

2
n + · · ·+ e

n−1
n

)

= lim
n→∞

1

n
· e

n/n − 1

e1/n − 1
= (e− 1) lim

n→∞

1

n(e1/n − 1)
= e− 1.

(b) Sliqno,

I =

∫ 1

0

x2dx = lim
n→∞

1

n

n−1
∑

j=0

(

j

n

)2

= lim
n→∞

1

n3

n−1
∑

j=0

j2 = lim
n→∞

1

n3
· n(n− 1)(2n− 1)

6
=

1

3
.

7.2. Osobine odre�enog integrala i ǌegova veza sa neodre�enim

Neka su f i g integrabilne funkcije na segmentu [a, b], taqka c ∈ [a, b], a k realna konstanta.
Naredna tvr�eǌa se jednostavno dokazuju.

IIIvr�eǌe 7.2. (i) Funkcije kf i f ± g su tako�e integrabilne i vaжi
∫ b

a

kf(x)dx = k

∫ b

a

f(x)dx i

∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx.

(ii) Funkcije fg i (pod pretpostavkom da je g svuda pozitivna ili svuda negativna) f/g su
tako�e integrabilne.

(iii)

∫ a

b

f(x) dx = −
∫ b

a

f(x)dx i

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x)dx +

∫ b

c

f(x)dx.

2Henri Lebesgue (1875-1941), francuski matematiqar

2



Integral konstante k je trivijalno jednak

∫ b

a

k dx = k(b− a).

Daǉe, ako je funkcija f nenegativna na segmentu [a, b] i b > a, onda su sve ǌene integralne sume

nenegativne. Uzimaǌem limesa kada dijametar podele teжi nuli sledi

∫ b

a

f(x)dx > 0.

Posledica ovog tvr�eǌa je da, ako na segmentu [a, b] vaжi m 6 f(x) 6 M za neke konstante m i
M , onda je

m(b− a) 6

∫ b

a

f(x)dx 6 M(b− a).

Fiksirajmo sada doǌu granicu integracije a i posmatrajmo funkciju

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

gde je f neprekidna funkcija. Dokaza�emo da je funkcija F diferencijabilna i da je pri tome
F ′(x) = f(x).

Neka je ε > 0 proizvoǉno. Po definiciji neprekidnosti, moжe se odabrati ∆x > 0 tako da za
svako t ∈ [x, x+∆x] vaжi f(x)− ε 6 f(t) 6 f(x) + ε. Tada je

(f(x)− ε) 6
1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t)dt 6 (f(x) + ε).

Puxtaǌem ∆x → 0 zakǉuqujemo da je

F ′(x) = lim
∆x→0

F (x+∆x) − F (x)

∆x
= lim

∆x→0

1

∆x

∫ x+∆x

x

f(t)dt = f(x).

Prema tome, F je upravo neodre�eni integral funkcije f . Ovako dobijamo vezu izme�u neod-
re�enog i odre�enog integrala.

IIIvr�eǌe 7.3 (ǋux̄̄n3-Lajbnicova4 x̄̄eorema). Ako je
∫

f(x)dx = F (x) + C, onda je

∫ b

a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

Primer 7.3. Na�i povrxinu izme�u x-ose i grafika funkcije y = f(x) =
√
1− x2, −1 6 x 6 1.

Rexeǌe. To je polukrug preqnika 2 i ǌegova povrxina je S = π/2. Zapravo, kako je
∫

f(x)dx =

F (x) = 1
2

(

x
√
1− x2 + arcsinx

)

+ const, imamo

S =

∫ 1

−1

f(x)dx = F (x)|1−1 = F (1)− F (−1) =
π

4
+

π

4
=

π

2
.

7.3. Smena promenǉive i parcijalna integracija

Jedan naqin da se u odre�enom integralu primeni smena promenǉive svakako je ǌegovo svo�e-
ǌe na neodre�eni i potom upotreba ǋutn-Lajbnicove teoreme. Drugi naqin je direktna smena
promenǉive.

Dakle, ako u odre�enom integralu

∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx uvedemo smenu
∣

∣

t=g(x)

dt=g′(x)dx

∣

∣, gde je funkcija

g diferencijabilna na celom intervalu (a, b), onda se t kre�e po intervalu [g(a), g(b)] (kako se x
kre�e po intervalu [a, b]), pa vaжi

∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

f(t)dt. (1)

Ovo je lako proveriti. Zaista, ako su neodre�eni integrali

∫

f(t)dt = F (t) + const i odatle

∫

f(g(x))g′(x)dt = F (g(x)) + const,
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onda je

∫ b

a

f(g(x))g′(x)dx = F (g(x))
∣

∣

x=b

x=a
= F (t)

∣

∣

t=g(b)

t=g(a)
=

∫ g(b)

g(a)

f(t)dt.

Uslov definisanosti i diferencijabilnosti funkcije g na celom intervalu integracije je
kǉuqan - bez ǌega jednakost (1) ne mora da vaжi.

Sliqno se ponaxa i parcijalna integracija. Naime, poxto je

∫ b

a

u(x)v′(x)dx +

∫ b

a

v(x)u′(x)dx =

∫ b

a

(uv′ + u′v)dx =

∫ b

a

(uv)′dx = u(x)v(x)
∣

∣

x=b

x=a
, vaжi

∫ b

a

u(x)dv(x) = u(x)v(x)
∣

∣

x=b

x=a
−
∫ b

a

v(x)du(x).

Primer 7.4. Izraqunati I =

∫ 3

1

x
3
√

x2 − 1 dx.

Rexeǌe. Koristimo smenu
∣

∣

t=x2−1

dt=2x dx

∣

∣.

Za x = 1 i x = 3 imamo redom t = 0 i t = 8, i to su granice u dobijenom integralu po t. Tako

je I =
1

2

∫ 8

0

t1/3dt =
3

8
t4/3|80 = 6.

Primer 7.5. Izraqunati I =

∫ 1

0

x2 arctg x dx.

Rexeǌe. Koristimo parcijalnu integraciju
∣

∣

u=arctgx

du= dx

1+x2

v= 1
3x

3

dv=x2 dx

∣

∣.

Imamo I =

∫ 1

0

u dv = uv
∣

∣

x=1

x=0
−
∫ 1

0

v du =
1

3
x3arctg x

∣

∣

x=1

x=0
− 1

3

∫ 1

0

x3dx

1 + x2
=

π

12
− 1

3

∫ 1

0

x3dx

1 + x2
.

Pri tome je

∫ 1

0

x3dx

1 + x2
=
∣

∣

t=1+x2

dt=2x dx

∣

∣=
1

2

∫ 2

1

t− 1

t
dt =

1

2
(t− ln t)

∣

∣

t=2

t=1
=

1− ln 2

2
, pa je I =

π + 2 ln 2− 2

12
.

7.4. Nesvojstveni integrali

Nesvojsx̄̄veni inx̄̄e ı̄ral je integral

∫ b

a

f(x)dx u kome je a = −∞ i/ili b = ∞, ili f nije de-

finisano u nekim taqkama intervala [a, b]. Ovakav integral se ne moжe definisati kao limes
integralne sume. Ipak, on ima smisla kao limes odre�enog integrala.

Primer 7.6. Izraqunati ukupnu povrxinu ispod grafika funkcije f(x) = 1
x2+3x+2 za x > 0.

x

y

0 1 2 3 4

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

b→ ∞

Rexeǌe. Traжena povrxina je I =

∫ ∞

0

dx

x2 + 3x+ 2
.

Deo ove povrxine u oblasti 0 6 x 6 b je Ib =
∫ b

0
dx

x2+3x+2 . Kako je
∫

dx
x2+3x+2 =

∫

(

1
x+1 − 1

x+2

)

=

ln x+1
x+2 + const, dobijamo Ib = ln x+1

x+2

∣

∣

x=b

x=0
= ln 2− ln b+2

b+1 .

Povrxinu I dobijamo puxtaǌem b → ∞. Dakle, I = limb→∞
(

ln 2− ln b+2
b+1

)

= ln 2.

Nesvojstvene integrale sa beskonaqnim granicama uvodimo jednakostima

∫ ∞

a

f(x)dx = lim
b→∞

∫ b

a

f(x)dx,

∫ b

−∞
f(x)dx = lim

a→−∞

∫ b

a

f(x)dx,

∫ ∞

−∞
f dx =

∫ a

−∞
f dx+

∫ ∞

a

f dx.
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Tako�e je mogu�e da integrand f ne bude definisan (na primer, da teжi beskonaqnosti) u nekim
taqkama intervala. Ako je samo jedan kraj intervala, recimo c, problematiqan, uvodimo jednos-
tavno

∫ c

a

f(x)dx = lim
b→c−

∫ b

a

f(x)dx, odnosno

∫ b

c

f(x)dx = lim
a→c+

∫ b

a

f(x)dx.

Ako f nije definisano u nekoj taqki c unutar intervala [a, b], integral bismo raqunali kao zbir:

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx +

∫ b

c

f(x)dx.

Primer 7.7. Izraqunati I =

∫ 2

0

x dx
3
√
x− 1

.

Rexeǌe. Poxto podintegralna funkcija nije definisana za x = 1, interval integracije [0, 2] delimo
na dva dela: [0, 1] ∪ [1, 2]. Neodre�eni integral je

∫

x dx
3
√
x− 1

=
∣

∣

x=t3+1

dx=3t2dt

∣

∣=

∫

3t(t3 + 1)dt =
3

10
t2(2t3 + 5) + const =

3

10
(2x+ 3)(x− 1)2/3 + const.

Sada nalazimo:

I1 =

∫ 1

0

x dx
3
√
x− 1

= lim
b→1−

∫ b

0

x dx
3
√
x− 1

= lim
b→1−

3

10
[(2b+ 3)(b− 1)2/3 − 3] = − 9

10
i

I2 =

∫ 2

1

x dx
3
√
x− 1

= lim
a→1+

∫ 2

a

x dx
3
√
x− 1

= lim
a→1+

3

10
[7− (2a+ 3)(a− 1)2/3] =

21

10
,

pa je I = I1 + I2 = − 9

10
+

21

10
=

6

5
.

7.5. Zadaci

1. Za n ∈ N izraqunati: (a)

∫ 1

0

xndx; (b)

∫ π

0

sinnx dx.

Rexeǌe. (a)
∫

xndx = 1
n+1x

n+1 + C, pa je
∫ 1

0 = 1
n+1x

n+1|10 = 1
n+1 (1

n+1 − 0n+1) = 1
n+1 .

(b)
∫

sinnx dx = − 1
n cosnx+ C, pa je In =

∫ π

0
sinnx dx = − 1

n cosnx|π0 = 2
n za n neparno i In = 0 za

n parno.

2. Izraqunati I =

∫ π/2

0

cosx cos 2x cos 4x dx.

Rexeǌe. Transformacija proizvoda u zbir daje cosx cos 2x cos 4x = 1
2 (cosx+cos 3x) cos 4x = 1

2 (cosx cos 4x+

cos 3x cos 4x) = 1
4 (cos 3x + cos 5x + cosx + cos 7x). Kako je

∫ π/2

0
cosnx dx = 1

n sinnx|π/20 = 1
n sin nπ

2 ,

dobijamo I = 1
4

∫ π/2

0
(cosx+ cos 3x+ cos 5x+ cos 7x) = 1

4 (1− 1
3 + 1

5 − 1
7 ) =

19
105 .

3. Izraqunati I =

∫ 1/3

1/8

1− x√
x2 + x

dx.

Rexeǌe. Ojlerova smena
√
x2 + x = x + t: x2 + x = x2 + 2tx + t2, tj. x = t2

1−2t ,
√
x2 + x = t−t2

1−2t ,

dx = 2t−2t2

(1−2t)2 dt. Kada x ide od 1
8 do 1

3 , t ide od 1
4 do 1

3 . Prema tome, I =
∫ 1/3

1/4

1− t2

1−2t

t−t2

1−2t

· 2t−2t2

(1−2t)2 dt =

2
∫ 1/3

1/4
1−2t−t2

(1−2t)2 dt.

Imamo 1−2t−t2

(1−2t)2 = − 1
4 +

−3t+ 5
4

(1−2t)2 = − 1
4+

3/2
1−2t −

1/4
(1−2t)2 , pa je

∫

1−2t−t2

(1−2t)2 dt = − 1
4 t− 3

4 ln |1−2t|− 1
8(1−2t) +C

i I = 2[− 1
4 t− 3

4 ln |1− 2t| − 1
8(1−2t) ]|

1/3
1/4 = 3

2 ln
3
2 − 7

24 .

4. Izraqunati I =

∫ π/2

0

dx

1 +
√
tg x

.

Rexeǌe. U ovom zadatku odgovaraju�i neodre�eni integral nije elementarna funkcija. Ipak, dati
odre�eni integral moжe se izraqunati zahvaǉuju�i simetriji podintegralne funkcije.
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Oznaqimo f(x) = 1
1+

√
tg x

i primetimo da je f(x) + f(π2 − x) = 1
1+

√
tg x

+ 1
1+

√
ctg x

= 1
1+

√
tg x

+
√
tg x√

tg x+1
= 1. Zato je

∫ π/2

0
f(x)dx =

∫ π/4

0
f(x)dx +

∫ π/2

π/4
f(x)dx =

∫ π/4

0
f(x)dx +

∫ π/4

0
f(π2 − x)dx =

∫ π/4

0 [f(x)dx + f(π2 − x)]dx =
∫ π/4

0 1 dx = π
4 .

5. Izraqunati In =
∫ π/2

0 sinn xdx, gde je n > 0 ceo broj.

Rexeǌe. Odgovaraju�i neodre�en integral je izraqunat ranije. Ovde ponavǉam raqun zbog znaqaja.

Imamo In =
∫ π/2

0 sinn x dx =
∫

sinn−2 x(1 − cos2 x)dx = In−2 −
∫ π/2

0 sinn−2 x cos2 x dx. Korix-

�eǌem parcijalne integracije

∣

∣

∣

∣

u = cosx, v = 1
n−1 sin

n−1 x

du = − sinx dx, dv = sinn−2 x cosx dx

∣

∣

∣

∣

dobi�emo In−2 − In =

∫ π/2

0
sinn−2 x cos2 x =

∫ π/2

0
u dv = uv|π/20 −

∫ π/2

0
v du = 1

n−1 sin
n−1 x cosx|π/20 + 1

n−1

∫ π/2

0
sinn x = 1

n−1In.

Dakle, In = n−1
n In−2. Kako je I0 = π

2 i I1 = 1, konaqno dobijamo

In =

{

(n−1)!!
n!! · π

2 , n parno,
(n−1)!!

n!! , n neparno,

gde je n!! = n(n− 2)(n− 4) · · ·

6. Izraqunati integral In =

∫ π

0

sinnx

sinx
dx.

Rexeǌe. Napravi�emo rekurentnu vezu za In. Kako je sinnx − sin(n − 2)x = 2 sinx cos(n − 1)x, inte-

gracijom sledi In − In−2 =

∫ π

0

2 sinx cos(n− 1)x

sinx
dx = 2

∫ π

0

cos(n− 1)x = 0 za n > 1. Prema tome,

za n > 2 vaжi In = In−2.

Sledi da je In = In−2 = In−4 = · · · = I0 = 0 ako je n parno, a In = In−2 = · · · = I1 = π ako je n
neparno.

7. Koji od slede�ih nesvojstvenih integrala divergiraju? Izraqunati one koji konvergiraju:

(a)

∫ ∞

0

dx

x2 + 1
; (b)

∫ ∞

0

x3e−x4

dx; (v)

∫ ∞

0

sinx dx.

Rexeǌe. (a)
∫∞
0

dx
x2+1 = limb→∞

∫ b

0
dx

x2+1 = limb→∞ arctg x|b0 = limb→∞ arctg b = π
2 .

(b) Smena y = x4, dy = 4x3dx: I = 1
4

∫∞
0

e−ydy = 1
4 limb→∞

∫ b

0
e−ydy = − 1

4 limb→∞ e−y|b0 =
1
4 limb→∞(1− e−b) = 1

4 .

(v)
∫∞
0

sinx dx = limb→∞
∫ b

0
sinx dx = limb→∞(1− cos b), xto ne postoji, tj. integral divergira.

8. Izraqunati (a) Ip =

∫ 1

0

xpdx za −1 < p < 0; (b) Jp =

∫ 1

0

xp lnx dx za p > −1.

Rexeǌe. (a) Ovaj integral je nesvojstven jer xp nije definisano za x = 0, Ipak, poxto je
∫

xpdx =
1

p+1x
p+1, i ovde vaжi Ip = 1

p+1x
p+1|10 = 1

p+1 .

(b) Integral je nesvojstven jer xp lnx nije definisano za x = 0.

Parcijalna integracija

∣

∣

∣

∣

u=ln x, v= xp+1

p+1

du=dx/x, dv=xpdx

∣

∣

∣

∣

daje Jp =
∫ 1

0 udv = limt→0 u(x)v(x)|1t −
∫ 1

0 vdu = 0 −
1

p+1 limt→0 t
p+1 ln t − 1

p+1

∫ 1

0 xpdx. Kako je 1
p+1

∫ 1

0 xpdx = 1
(p+1)2 i po Lopitalovom pravilu je

limt→0 t
p+1 ln t = limt→0

ln t
t−1−p = limt→0

t−1

(−1−p)t−2−p = − 1
p+1 t

p+1 = 0, sledi Jp = − 1
(p+1)2 .

9. Izraqunati I =

∫ 1

0

√

1 +
1

x
dx.

Rexeǌe. Smena t =
√

1 + 1
x , tj.

∣

∣

x= 1
t2−1

dx= −2tdt

(t2−1)2

∣

∣ daje I =
∫∞√

2
2t2dt

(t2−1)2 . Ako zapixemo 2t2

(t2−1)2 = A
t−1 + B

(t−1)2 +

C
t+1+

D
(t+1)2 = A(t3+t2−t−1)+B(t2+2t+1)+C(t3−t2−t+1)+D(t2−2t+1)

(t2−1)2 , dobi�emo A+C = 0, A+B−C+D = 2,

−A + 2B − C − 2D = 0 i −A + B + C + D = 0, i odatle A = B = D = 1
2 , C = − 1

2 . Dakle,

I = 1
2

∫∞√
2

(

1
t−1 + 1

(t−1)2 − 1
t+1 + 1

(t+1)2

)

dt = 1
2 limb→∞(ln t−1

t+1 − 1
t−1 − 1

t+1 )|b√2
=

√
2 + ln(

√
2 + 1).
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10. Izraqunati In =
∫∞
0 xne−xdx, gde je n > 0 ceo broj.

Rexeǌe. Parcijalna integracija
∣

∣

u=xn, v=−e−x

du=nxn−1dx, dv=e−xdx

∣

∣ daje In = − limb→∞ xne−x|b0+n
∫∞
0 xn−1e−xdx =

nIn−1. Kako je I0 = 1, odavde dobijamo In = n!.

Naī̄omena. Funkcija

Γ(y) =

∫ ∞

0

xy−1e−xdx

je poznata kao Gama-funkcija. Pokazali smo da je Γ(y) = (y− 1)! ako je y nenegativan ceo broj.

11. Izraqunati I =

∫ 2π

0

2 + sinx

2 + cosx
dx.

Rexeǌe. Uvedimo
∣

∣

t= tg x
2

dx= 2 dt

1+t2

∣

∣. Tada je 2+sin x
2+cosx = 2(t2+t+1)

t2+3 , a granice integrala �e biti t(0) = 0 i

t(2π) = 0. Dobili smo I =
∫ 0

0
4(t2+t+1)

(t2+1)(t2+3) dt, xto je nula. Me�utim, kao integral pozitivne

funkcije na [0, 2π], dati integral oqito nije nula - gde je grexka?

Sporne su granice od 0 do 0. Naime, uslovi za smenu promenǉive nisu zadovoǉeni jer t
nije definisano za x = π. Umesto toga, integral I pixemo kao zbir I = I1 + I2, gde je I1 =
∫ π

0
2+sin x
2+cosx dx i I2 =

∫ 2π

π
2+sin x
2+cos x dx. Oba integrala se pomenutom smenom svode na nesvojstvene:

I1 =
∫ +∞
0

4(t2+t+1)
(t2+1)(t2+3) dt i I2 =

∫ 0

−∞
4(t2+t+1)

(t2+1)(t2+3) dt.

Kako je 4(t2+t+1)
(t2+1)(t2+3) = 2t

t2+1 + 4−2t
t2+3 , imamo

∫ 4(t2+t+1)
(t2+1)(t2+3) dt = ln t2+1

t2+3 + 4√
3
arctg x√

3
+ const. Otuda

je I1 = limb→+∞
∫ b

0
4(t2+t+1)

(t2+1)(t2+3) dt = limb→+∞

(

ln b2+1
b2+3 + 4√

3
arctg b√

3
− ln 1

3

)

= 2π√
3
− ln 1

3 . Sliqno se

dobija I2 = 2π√
3
+ ln 1

3 i, konaqno, I = 4π√
3
≈ 7,2552.

12. Izraqunati integral I =

∫ 1

0

ln(x − x3)dx.

Rexeǌe. Interval integracije [0, 1] delimo na dva dela: npr. [0, 1
2 ] ∪ [ 12 , 1].

Neodre�eni integral je
∫

ln(x − x3)dx =
∣

∣

u=ln(x−x3) v=x

du= 1−3x2

x−x3 dx dv=dx

∣

∣=
∫

u dv = uv −
∫

v du = x ln(x − x3) −
∫

1−3x2

1−x2 dx = x ln(x− x3)− 3x+ ln
∣

∣

1+x
1−x

∣

∣+ const.

Sada nalazimo:
∫ 1

2

0

ln(x−x3)dx = lim
a→0+

∫ 1
2

a

ln(x−x3)dx =
1

2
ln

27

8
− 3

2
− lim

a→0+

[

a ln(a−a3)−3a+ ln
∣

∣

1+a
1−a

∣

∣

]

=
1

2
ln

27

8
− 3

2
;

∫ 1

1
2

ln(x−x3)dx = lim
b→1−

∫ b

1
2

ln(x−x3)dx = lim
b→1−

[

b ln(b − b3)− 3b+ ln
∣

∣

1+b
1−b

∣

∣

]

− 1

2
ln

27

8
− 3

2
. Kako je pri

tome limb→1−

[

b ln(b − b3)− 3b+ ln
∣

∣

1+b
1−b

∣

∣

]

= limb→1−

[

ln(b − b3) + ln
∣

∣

1+b
1−b − (1− b) ln(b− b3)− 3b

∣

∣

]

=

limb→1−
[

ln(b(1 + b)2)− (1− b) ln(b− b3)− 3b
∣

∣

]

= ln 4 − 3 − limb→1−(1 − b) ln(b − b3) = ln 4 − 3 po

Lopitalovom pravilu, sledi I =
∫ 1

2

0 +
∫ 1

1
2
= ln 4− 3 ≈ −1,61371.

::::::::::::::::

13. Izraqunati I =

∫ 1

0

ln(x3 + 1)dx.

14. Izraqunati I =

∫ π

0

sinx
√

1 + sin2 x dx.

15. Izraqunati I =

∫ 2

1

√

23x−1 + 1 dx.

16. Za koje p integral

∫ ∞

2

dx

x lnp x
konvergira?
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17. Izraqunati I =

∫ 1

0

x7 sin(3 lnx)dx.

18. Izraqunati (a) I =

∫ ∞

−∞

dx

x4 + 1
; (b) J =

∫ ∞

−∞

dx

x6 + 1
.

19. Izraqunati I =

∫ ∞

0

dx

(x+ 7) 3
√
x− 1

.

20. Izraqunati I =

∫ 1

0

ln(1− x)
4
√
x

.

Odgovori na zadatke 13-20.

13. I = 2 ln 2 + π√
3
− 3 ≈ 0,20009.

14. Smena t = cosx: I =
∫ 1

−1

√
2− t2 dt = 1 + π

2 ≈ 2,5708.

15. I = 1+ 2
ln 8

(√
33−

√
5 + ln 1+

√
5

1+
√
33

)

≈ 3,66814.

16. Za p > 1: tada je
∫∞
2

dx
x lnp x = 1

1−p ln
1−p x+ C|∞2 = ln 2

p−1 , ali
∫∞
2

dx
x ln x = ln lnx|∞2 = ∞.

17. I = − 3
73 ≈ 0,041096.

18. I = π√
2
≈ 2,22144, J = 2π

3 ≈ 2,0944.

19. I = 1
4

(

π
√
3 + 2

√
3 arctg 2√

3
− ln 7

)

≈ 1,61612.

20. I = 4 ln 2− 16
9 − 2

3π ≈ −1,09958.
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