MATEMATIKA 2

Lekcija 8- Diferencijalne jednaéine

Osnovni pojmovi. Jednagina u kojoj se pojavljuje nepoznata funkcija,
ma, kao i nezavisno promenljive, naziva se diferenci-
Jalna jednagina. Ako jereto nepoznatoj funkeiji jedne nezavisno promenljive,
imo o obi¢noj diferencijalnoj Jjednagcini.
bi¢ne diferencijalne Jjednagine je red najviseg izvoda koji ucestvuje
unjoj. Opsti oblik diferencijalne Jjednagine n-tog reda, je

i AH;\, v, y", ..;@?vv =10} (1)

gde je ® neka realna, funkeija od 7 + 2 nezavisno promenljive. Diferencijalne
Jjednagine
Y =5z i Y +Ty=0

Su prvog reda, a diferencijalne Jednacine
?y" + 202y + 4y = 62010z yl0y = @Qm

su drugog reda.

Ako nepoznata funkcija zavisi od vise nezavisno promenljivih, tada se
u diferencijalnoj jedna&ini pojavljuju parcijalni izvodi, i imamo parcijalnu
diferencijalnu jednacinu.

Postupak odredivanja nepoznate funkcije iz date diferencijalne jednadine
Naziva se reSavanj j cineilii jenj j cine. Ustvari, resenje

iferencijalne jednacine je funkcija koja, zamenjena u tu Jednaginu, pretvara
ovu u identitet.

Diferencijalna jednagina, u opstem slucaju, ima vige od Jednog regenja.
Ako postoji relacija koja sadrzi sva reSenja date diferencijalne Jjednacine,
njom je definisano opste resenje posmatrane jednacine.

Opste resenje diferencijalne jednagine ( 1) je funkcija

m\”ﬁA&“QTQm,:;Q:VM va

koja za fiksirane vrednosti City Cy ooy O, zadovoljava jednadinu (1) kao funk-
cija od z. Pritom se Ci,Cy,...,C, nazivaju proizvoljnim konstantama,

Opste resenje (2) moze da se zada i implicitno, jednadinom obliks,
.\Auﬂu Y, QH.Q&» ....Qﬁv = O.







Ako je jednatinom
.\.AH,@,QTQN,..JQSV =0 va

zadata jedna familija (skup) krivih u zy-ravni, moguéno je formirati obiénu

diferencijalnu jednatinu reda n, koja za opste resenje ima tu familiju._Pos-
e —

_tupak je sledeci. Uzastopno diferenciramo po = jednacinu (3) n—puta, sma-
trajuci pritom y funkcijom od z. Tako (zajedno sa jednacinom (3)) dobi-
Jamo n + l-nu jednacinu sa n parametara Cj,Cs, ..., Cn.Eliminacijom tih
parametara iz spomenutih n + 1 jednacina, dobijamo jednu diferencijalnu
Jednaginu reda n, koja se naziva diferencijalnom jednacinom familije krivih
@3)-

Primer. Formirajmo diferencijalnu jednacinu familije krivih:
y = Cysinz + Cycosz. )

Diferenciranjem dva puta date jednacine dobijamo

y' = Cicosz — Czsinz

y" = —Cisinz — Cacosz.

Iz jednacine (*) i dveju dobijenih diferenciranjem, eliminisimo konstante C;
i Cy. Rezultat te eliminacije je trazena diferencijalna jednacina. U ovom
slucaju eliminaciju mozemo izvrsiti tako sto ¢emo sabrati jednacinu (*) sa
poslednjom jednacinom. Tako dobijamo trazenu diferencijalnu jednacinu

y' +y=0.
Diferencijalne jednacine prvog reda

U ovoj lekciji resavatemo nekoliko tipova obic¢nih diferencijalnih jed-
nacina prvog reda, tj. jednacina oblika @ (z,y,y’) = 0.
Razdvojene promenljive. Diferencijalna jednacina

¥ =P@)QW) (4)

naziva se diferencijalna jednacina sa razdvojenim promenljivima. Jednaéina
(4) moze se napisati u obliku

S

odakle izlazi
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Prema tome, sva resenja jednacine (4) sadrzana su u formuli

dy &
| g;\ii& L C ®)

gde je C proizvoljna konstanta.
Homogene diferencijalne jednacine prvog reda. Diferencijalna
Jjednagina
' Y
v=5(%) (6)
T

naziva se homogena diferencijalna jednacina prvog reda. Ako je f(u) = u,

onda jednatina glasi ' = Y 1 u njoj su promenljive razdvojene. Pret-

postavimo stoga da je f (u) # u. Uvedimo smenu
Y = uz, (7)
gde je u nova nepoznata funkcija. Iz (7) izlazi
! 14
Yy =u+zu,

te jednacina (6) postaje
u+zu = f(u),

tj. amm = f(u) -y,

" du dx
i ———=—

f@-u ’

a to je jednacina u kojoj su promenljive razdvojene. Posle integraljenja
nalazimo opste reSenje homogene jednacine (6):

nje| = [ 75—+, ®

gde je C proizvoljna konstanta.
Linearne diferencijalne jednacine prvog reda. Diferencijalna jed-
nacina
Y +p(@)y=q(z) 9)
gde sup(z) i g (x) date funkcije, naziva se linearna diferencijalna jednagina,
- prvog reda. Pretpostavimo da je reSenje jednagine (9) oblika

Yy =uv,
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gde su u i v zasad neodredene funkcije. Iz (10) izlazi ¥ = u'v + ut/ te
jednatina (9) postaje

r

’ (
UV+UuvU +pT)uv=g\7),

C.w. ..»:;‘HQ‘H_

Jednatina (12) je jednacina sa razdvojenim promenljivima:

ir =0

a konstanta. Uzev& A = 1, imamo

Ako je u funkcija (13), jednacina (11) ima oblik
e~ TPy — o(2),

odakle, posle integraljenja, izlazi
v=C+ \ﬁ:i Lli&&.ﬁ (14)

gde je C proizvoljna konstanta. Iz (10), (13) i (14) nalazimo opste resenje
jednagine (9):

Y= e o Aq i \ g lagad %E&v : (15)

Bernulijeve diferencijalne jednacine. Diferencijalna jednacina
V+p@)y=q@y* (keR) (16)
naziva se Bernulijeva diferencijalna jednacina. Ako je £ = 0, jednacina
(16) je linearna, a ako je k = 1, ona razdvaja promenljive. Stoga ¢emo
pretpostaviti da je k # 0 i k # 1. Uvedimo smenu y = u™, gde je u




nova nepoznata funkcija, a m je konstanta koju treba odrediti. Imamo
v = mu™ /', te jednatina (16) postaje

1 k

mu™ ' 4+ p(z)u™ = q(z)u™",

gl 1
Yy @ 4+ —=p(oT) N ~-q(z)u
m m

mk—m+1
Izaberimo m tako da bude

mk-m<+1=0,

tj. stavimo m = } Na taj nacin dobijamo rezultat: Bernulijeva diferen-

cijalna jednacina (16) svodi se pomoctu smene

na linearnu diferencijalnu jednacinu
o +(1-k)p(r)u=(1-k)q(x)

Kako je ova jednacina linearna, ona se moze resiti primenom formule (15).
Na taj nacin se dobija

gk = (1 — k) e - ey An - \.iim:-:;z&&v .

Ovo je formula za resavanje Bernulijeve jednacine (16).
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