Prikazivanje kineti¢ke energije preko generalisanih
brzina i koordinata

Sistem od n materijalnih tacaka, odredjen sa 3n Dekartovih koordina~
ta xi, ¥;» 25 pa koji dejstvuju idealne, holonomne veze, ¢ije su jednaline

£, (xl,yl,zl; cee e e e X oY 525 =0 (1.3)

(L=1,2,0 0. ,Kk)

ima s= 3n-k nezavisnih koordinata.

Ako je polozaj materijalnog sistema odredjen sa s generalisanih koor-
dinataq, ( j=1,2, . . . ,8), tada vektori polozaja T. (i=1,2, . « . . ,n)ta-
¢aka sistema u opStem slucaju zavise od generalisanih koordinata i vremena

?i = -i:i (ql’ IR qs_1; .3 t) (i=1,2,..,n).(1.4)
Ovim vektorskim jednadinama odgovara 3n skalarnih jednalina
xo=xlaneeeee,95t),
=yvlan e eaa5t); (1.5)
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koje, kada se zamene u jednaline veza (1.3) dovode do identi¢nosti.
KinetiCka energija materijalnog sistema je definisana jednakos$éu
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Imajuéi u vidu da je vektor brzine k-te talke sistema
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i ako iskoristimo identi¢nost vi = _‘;k'—bk’ tada izraz (1.6) za kineti¢ku energi-=
ju sistema dobija oblik
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Posle naznacenog skalarnog mnoZenja ona se mo¥e napisati u obtiku

EkxEkl+Ek2+Ek3 (1.7)
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Koeficijenti Ai_ zovu se koeficijenti inercije, a saglasno njihovom defi-
nisanju, lako je zakljugfiti da su simetri¢ni u odnosu na svoje indekse, tj.

A, =A. . {1.12)
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Ocevidno je takodje da koeficijenti A, i B. zavise od generalisanih

2 2 . i . .
koordinata q, (i=1,2,....,s) i vremena t, 4 ne ' zavise od generalisanih
brzina 9 (i=1,2, . . . ,s).



Ako se veze stacionarne svi vektori 3T /9t su jednaki nuli, pa su ta-
kodje i kinetiCke energije Ek i Ek3 jednake nuii. Tada preostaje samo kinetic¢—
ka energija Ek 1 v obliku kva%lratne forme po generalisanim brzinama, tj. ta-
da je
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Pojam forme je uveden u linearnoj algebri i odnosi se na polinome. Kva-
dratni polinom drugog reda je kvadratna forma drugog reda.

Napominjemo i to da je kineticka energija (1.13) sistema uvek pozitiv-
no definitivna forma. Upravo, kineti¢ka eneergija kao zbir proizvoda pozitivnih
veli¢ina m_v_2/2., moZe biti jednaka nuli samo kada su svi &lanovi forme jednaki
nuli, tj. kadd se sistem nalazi u miru.

O nekim svojstvima kvadratne forme

Kvadratna forma promenljivih q

1? qz, .. ,qs5 jeste funkcija drugog re~
da od ovih promenljivih
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V = Z > koaa,  k.o=k. (i,j=1,2, .. ,8)
=T =T Y9I on
Na primer, za funkciju dveju promenljivih q 5 i 9, kvadratna forma je
oblika 5 2
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Determinanta sastavljena od koeficijenata forme oblika
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zove se diskriminantna kvadratne forme.

Kvadratna forma je odredjena ili definitna, ako je jednaka nuli kada
su sve promenljive jednake nuli.

Kvadratna forma je pozitivno odredjena (definitna) ako je ona pozitivna
za sve vrednosti promenljivih, koje nisu jednovremeno jednake nuli.

PokaZimo da diskriminanta pozitivno odredjene forme nije jednaka nuli.
U tom cilju postavimo sistem homogenih linearnih jednagina
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Kao $to je poznato ovaj sistem uvek ima nulto resenje q, = 0 (i=1,2, . . .,s),
a ako je A =0 tada ima reSenja razliita od nule. Oznacimo ih sa 9 ? (i=1, 2,
. =« ,5)1itada je

S
Z kq, =0 (j=1,2, - .,S),

=1 1] 1

tj. imamo sistem u kome nisu sve promenljive istovremeno jednake nuli. Mno-
zeléi svaku jednafinu sastema sa q] , redosledom za j=1,2, . . ,s i sabiranjem,
dobijamo J
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Ovim smo pokazali da je kvadratna forma V jednaka nuli ako su vrednos~
ti promenljivih q’, + +« « .+ .,q° priuslovu A= 0, razume se pod uslovom da
sve promenljive nisu jednovremeno jednake nuli. Ovo, medjutim, nije moguée
za pozitivno odredjenu formu i prema tome za nju je A % 0.
Uvedimo oznake za dijagonalne glavne minore diskriminante
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i navedimo bez dokazivanja opsti kriterijum linearne algebre, koji omoguéava
rasudjivanje o definitnosti kvadratne forme.

Da bi kvadratna forma bila pozitivno definitna potrebno je i dovoljno da
su ispunjeni uslovi

A;>0,,>0,000nn., A >0,

Analogno, uslovi da je kvadratna forma negativno definitna sus

A1<0,A2< 0,..-.-.,As<0-

Pojam definitnosti kvadratne forme veoma desto se susree u mehanici
i njenoj praktic¢noj primeni - u teoriji oscilacija, teoriji stabilnosti itd. Poseb-
no, pozitivno definitna forma, i to kvadratna, je potencijalna energija elastid-
nog sistema pri vaZnosti uopstenog Hukovog zakona, kao i kinetiéka energija T
terijalnog sistema sa holonomnim i zadrZavaju¢im vezama.



Linearizacija diferencijalnih jednadina kretanja

Postupkom linearizacije diferencijalnih jednadina kretanja proizvoljnog
oscilatornog sistema :

- odredjujemo stepen tainosti re$avanja problemas; )

- preciziramo da u diferencijalnim jednadinama kretanja uestvuju ge-
neralisane brzine . i generalisane koordinate q., kao male veli¢ine prvog re-
da, samo na prvom stepenu, tj. da su formirane samo od linearnih &lanova, §to
za sobom povladi zanemarivanje ¢lanova viSeg reda i

- diferencijalne jednacine kretanja sistema svodimo na linearne diferen-
cijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima, ¢ijom integracijom dobijamo
reSenja u zatvorenom obliku.

Samom linearizacijom svodi se odgovarajuli problem oscilatornog kre~
tanja na oscilacije sa malom amplitudom, tj. na male oscilacije. Stvarni prob-
lem oscilatornog kretanja ovim reSavamo pribliZno, odnosno dovoljno tatno za
male promene koordinata i njihovih brzina. Kao ito je poznato, ovako dobijena
reSenja imaju veliki znacaj u tehni¢koj praksi.

Kako diferencijalne jednaline kretanja formiramo primenom LagranZeo-
vih jednacina Il vrste, to,se proces linearizacije moZe uprostiti formiranjém
aproksimativnih izraza za kineti€ku i potencijalnu energiju sistema sa odgova-
raju¢om taénoscu.

Pre svega, potsetimo se, da je kod sistema, na koji dejstvuju holonom-
ne, stacionarne, idealne, zadrzavajuée veze, kineticka energija, u opStem slu-
¢aju, funkcija svih generalisanih brzina §. i generalisanih koordinata q.. Ta-
kodje, poznato nam je, da je potencijalna énergija funkcija svih generalislanih :
koordinata qi' Sa druge strane, prvi izvodi
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koji su sadrZani u LagranZeovim jednainama II vrste, smanjuju red malih ve-
li¢ina za jedan. To upravo znali, da formiranje diferencijalnih jednadina sa li-
nearnim ¢lanovima zahteva aproksimativno formiranje funkcija E. i E sa tad-
no$¢u do malih veliina drugog reda po svim promenljivim od koji‘fx zaVise. Ovo
se postiZe razvijanjem ovih funkcija u red po promenijivim i zadrZavanjem samo
kvadratnih ¢lanova, odnosno odbacivanjem €lanova reda veéih od dva.



Uvodedi generalisane koeficijente krutosti, s obzirom da funkciju poten-
cijalne energije izradunavamo sa tafno®éu do malih velidina drugog reda, to iz—
razi (1.16) i (1.17) , prema jednakostima (1.18) i (1.20) mogu biti napisani
u obliku :

E'Vl (c 2+c 2+ +C 2+Zc + + 2¢ )
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Lagranz-Dirihleova teorema o stabilnosti ravnotede materijalnog
sistema u konzervativnom polju sile. Toricelijev princip.

U analiti¢koj mehanici je pokazano da su u poloZaju ravnoteze konzerva-
tivnih sistema generalisane sile jednake nuli

QE (1.25)
Q =—<F =0 (i=1,2, .. ,s).
i da.
i
Smatralemo da generalisane sile zavise od generalisanih koordinata, tj. da je
sistem holonoman stacionaran. U tom slufaju jednadine (1.25) mo¥emo sma-
trati jednacinama u odnosu na koordinate q, (i=1,2, .. »S). ReSavanjem ovih
jednacina odredjujemo polo¥aje tadaka sistema u kojima se sistem nalazi u rav-
noteZi. U mnogim sludajevima polo¥aji ravnote¥e sistema mogu biti odredjeni
iz elementarnih razmatranja ili primenom uslova ravnote¥e statike.

Nadjeni poloZaji ravnoteZe mogu biti stabilni i nestabilni. Na primer,
obicno fizi¢ko klatno sa horizontalnom osom Jje u gornjem poloZaju u labilnoj rav-
notezi. Takav poloZaj je prakti&no neostvarljiv i mi kaZemo da je telo u poloZa-
ju labilne ravnoteze. Medjutim, donji polo¥aj ravnoteze je stabilan i lako se os-
tvaruje.

OpSta pitanja poloZaja ravnoteZes kao £to smo videli, pripadaju opStim
zadacima o stabilnosti kretanja i refavaju se metodama Lj apunova, ali iziaze iz
okvira ovog kursa. Mi se ograni¢avamo samo na specijalne kriterijume stabil-
nosti ravnoteZe. Na bazi Ljapunovijeve teoreme o stabilnosti ravnotede sistem ay
prema kojoj, ako izvedemo sistem iz polozaja ravnote¥e na proizvoljan nadin i
saopStimo mu poetne brzine, ali tako, da udaljenja od poloZaja ravnoteZe nisu
velika, s tim da sistem nastavi kretanje zadrzavajuéi malim generalisane koor-
dinate i generalisane brzine, ne udaljavajuéi se od polozaja ravnoteZe, mogu se
formulisati i drugi dovoljno tadni uslovi stabilnosti ravnoteze.

Matematicki kriterijum, koji daje jednostavne dovoljne uslove stabilnos—
ti ravnoteZe formulisao je.1788.q. Lagranz, a strogi dokaz je izveo Le¥en-Diri-
hle 1846.g. Teorema Lagran-Dirihlea glasi:



ako su sve veze sistema holonomne, idealne i zdrzavajute, a sve zada-
ne sile konzervativne, i ako u nekom polozaju $* potencijalna energija sistema
ima strogi minimum, a trenuthe brzine svih talaka sistema su jednake nuli, ta~
da je S* polozaj stabilne ravnote¥e sistema.

VaZi i obrnuta teoremas

poloZaj raynoteZe sistema je stabilan, ako je u njegovoj okolini priras—
taj potencijalne energije pozitivan.

Ne upustajuéi se u strogo dokazivanje ove teoreme imamo u vidu da je

. potencijalna energija (1.24) pozitivno definitna kvadratna forma i da je kvadrat-
ni deo potencijalne energije, odnosno cela potencijalna energija, u blizini polo-
Zaja ravnoteZe q.(0) = q¥* (i=1,2, . . ,s) pozitivna. I kako je E (0) = 0, to
¢e potencijalna erergija U tom poloZaju imati minimum, tako da J% polozaj rav-
noteze stabilan.

Da bismo objasnili pojam "strogi minimurm™" , imamo u vidu da prema
definiciji potencijalna energija E (ql’q 3 = » 34_}, kao funkcija vi$e promen-
ljivih, dostiZe minimum u poloéaﬁ)u sistema odredjenog koordinatama qr'
(i=1,2,.. ,qs) u slucaju kada je

* % *
Ep (ql’qZ’ .. ,qS)ZEp (q11 q2’ .« .. aqs) (1.26)

i pri uslovu |qi_qi*| <€ (i=1,2, . . ,s),
X
gde je & > 0 mala velifina. I ako umesto znaka Z uizrazu (1.26) uzmemo
znak > , tada govorimo o strogom minimumu.

Za sistem sa jednim stepenom slobode, s obzirom da smo usvojili da
generalisane koordinate merimo od poloZaja ravnoteze, drugi‘izvod potencijal=
ne energije mora biti ve¢i od nule, kao uslov njenog minimuma, tj.

2

3°E
(—2) >o0- (1.27)
34° |gmo
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Otevidno je da se odredjivanje poloZaja stabilne ravnote¥e sistema syo-
di na odredjivanje ekstremnih vrednosti funkcija sa viSe promenljivih. Poznato
je da je ovaj posao vrlo komplikovan, pa se, i pored vaZnosti Lagranz~Dirihleove
teoreme za neograniten-konadan broj stepeni slobode, ova teorema primenjuje
u naznacenom obliku samo za sisteme sa jednim stepenom slobode.
Uzgred napomenimo i to da iz LagranZ-Dirihleve teoreme, ako na sis-
tem dejstvuju samo sile tezine, proistie i tzv. Torielijev princip, koji glasi:

materijalni sistem je u poloZaju stabilne ravnoteZe ako mu je te¥iste
u najniZem poloZaju.




Primer 1, (sl.3). Odrediti moguée poloZaje ravnoteZe klatna, teZine
G, sa oprugom krutosti c, ako je rastojanje centra inercije C od take veSa-
nja 0 jednako f .U gornjem poloZaju klatna opruga je nedeformisana. Masu
Stapa i opruge, kao i trenje u horizontalnom le¥iftu 0 zanemariti.

ReSenje: Sistem ima jedan stepen slobode. Njegov je poloZaj odre-
djen generalisanom koordinatom q = .. Potencijalna energija sistema se sas-
toji iz potencijalne energije Ep 1 opruge 1 potencijalne energije Ep 5 sile teZe.

77

Sl. 3

Za nulti polozaj potencijalne energije uzedemo gor-
nji poloZzaj klatna. Zato pri prelazu klatna iz proiz-
voljnog polozaja, odredjenog koordinatom < fu nul-
ti poloZaj, izvreni rad sile u opruzi F = ¢.EC =c.l¢
predstavljace potencijalnu energiju opruge u proiz-
voljnom poloZaju, i ona iznosi

0
2,2
Ep1=—c£2£<Pd<P=C—{—2—qi—. (a)
¢

Rad savladjivanja sile te¥e, pri prelazu klat-
na iz proizvoljnog u nulti poloZaj, bice potencijalna

energija Epz’ tj.

Epz x-G.aj_E=-G£(1-cos¢f). | (b)



Sabiranjem izraza (a) i (b) za ukupnu potencijalnu energiju sistema do-
bijamo
22
c <

E =———Gf(l—cos‘-l’).
P 2

Sada formiramo jednadinu ravnotezZe

oL 5
—L -_Glsing + c{°9=0 (c)
2%
koju smo mogli dobiti postavljanjem usiova ravnoteZe poluge. Koreni ove jedna-
¢ine odredjuju moguée polozaje ravnoteze Klatna.
Dalje je potrebno postaviti dva pitanja.

1. Kako izabrati parametre sistema, da bi klatno moglo biti u ravnote-
Zi u zadanom poloZaju. Ako je polozaj ravnoteZe odredjen uglom \f’ sa verti-
kalom, zamenom ovog ugla u jednalinu (c) nalazimo

cy¥ £ -Gsin Y =0,
o 0
ili
G Yo

{r B sin (-P .
T c o
Za ¢ = —— ,trebadabude G/gp =27/ 3\/5, tako da je iz ovog izraza

o 3 . : R .
uvek moguce korr.xblnovau parametre G, ¢ i 4 , da ugao od 60° sa vertikalom
bude poloZaj ravnoteze sistema.

2. Odrediti poloZaj ravnoteze klatna, ako su parametri G, ¢ i 4 zada-
ni. U tom sludaju jednadinu {c) pisemo u obliku

sin ¥ = ge Y- x99, (d)

gde je k = ¢ £ /G poznata konstanta. ReSa-
vanjem prethodne jednadine odredjujemo
sve moguée poloZaje ravnotezZe ovog siste-
ma. Najjednostavnije je nali preseke kri-
vih v, =sin Y iy =k (sl.4). Na sli-
ci je prikazan siudaj trivijalnog reSenja

¢ =0 zak=1, i sludaj, kada pored rese-
nja- ¢ imamo i resenja ¢4 =- ¢ . Ovo
znaci &a jedan polozaj ravnoteze mozZe biti
vertikalan, a drugi pod nekim uglom q> <JU
merenjem udesno, ili |‘~P3| £J{ , merenjem ulevo.

Detaljnijom analizom lako je utvrditi neke posebne vrednosti koeficijen—
ta k. Ako je, na primer k>1, tj.c { > G, tada prava y=k“¥ ne preseca si-
nusoidu y=sin ¢ , i u tom sluaju imamo trivijalan koren %_=0. Isto tako,ako
izaberemo k da je k=cos 'q’o:sin (-PO/ Q, koeficijent k iznosi k ==0,129,



MALE OSCILACIJE KONZERVATIVNOG SISTEMA SA JEDNIM
STEPENOM SLOBODE OKO POLOZAJA STABILNE RAVNOTEZE

Slobodne oscilacije sistema

Posmatramo proizvoljan konzervativan snstem materijalnih tacaka
M (i=3,24 s = & sn); na koji osim elasticnih sila F . dejstvuju holonomne,
stacwnarne, idealne veze, i koji ima jedan stepen sl%Jbode. PolozZaj ovog sis-

. tema je odredjen jednom generalisanom.koordinatom q.

Saglasno u svemu §to je do sada refeno o malim oscilacijama sistema,
pretpostavljamo da poloZaju ravnoteZe sistema odgovara koordinata q = 0.0vaj
poloZaj stabilne ravnoteZe usvajamo i za nulti polozaj potencijalne energije sis-
tema. Takodje smatramo da su za vreme oscilovanja sistema generalisana koor-
dinata q injena brzina q za sve vreme male po velicini, tj. da su male veli-
¢ine prvog reda. Ovo nam omogucu]e primenu metode pribliznog ispitivanja kre—
tanja, zasnovanom na upros¢avanju nelinearnih diferencijalnih jedna€ina kreta-
nja i zamenjivanju istih pribliZnim linearnim jednadinama.

Pri kretanju materijainog sistema, saglasno sa ve¢ pomenutim u ana—
litiCkoj mehanici i 1.4, izmedju vektora polo#aja talaka M materijalnog sis-
tema i generalisane. koordinate postoje veze

;i —r (a) {i= 1,25 = 5 50), (2.1)

a polozaji talaka A1 u polozaJu stabilne ravnotezZe sistema su odredjeni vekto-
rima poloZaja

F (0) =}’ (i=1,2,..,n) (2.2)
Razvijanjem funkcua (2 u Maklorenov red u okolini q=0, za slulaj

malih oscilacija sistema, moZemo se zadrZati na prvim ¢lanovima redova.Ta-
ko dobijamo

M 9%
T, () =T, (0) LA Ja+. . (2.3)
1 1 11 dq f q=0
~ AL’ . (i=1,2, « « s0 )
¢ dr, :
gde su ( konstantni vektori, kao i vektori

o) ¥, (0), (sl 6)[ 0 Diferenciranjem jednatina (2.3) po

0 vremenu odredjujemo brzine tadaka sistema
- 8l.6 7
. dr. (q) d?l
vi = T = (“'('E’) 61 (i=1,2, . . 9n), (2-4)



tako da je kineticka energija sistema

—v

n n 5 & i 2 5
2Ek = Z mv.v, = E i =q Z m, ( =a § 4(2.5)
i=1 i=1 i=1 |q=0
gde je inercijalni koeficijent a odredjen izrazom
n dr
a = Z (-—) = const. (2.6)
i=1

q=0

Saglasno razmatranjima u 1.8 , za sisteme sa jednim stepenom slobo-
de, potencijalna energija ima oblik

1 (2.7)

pri emu je E (0) = 0. Oevidno je da postoji strogi minimum funkcije E (q)
u poloZaju q% ako je ¢ > 0.
Jednadina Lagranza u ovom slucaju dobija oblik

ag +cq=0 (2.8)

N y ; : v . 1 o2 1 2 _— 3
i oevidno je ekvivalentna jednacini —— a q ? cq =const., koja izrazava

zakon o odrzanju mehanic¢ke energije. Kako je w? = c/a > 0, jednacina kre-
tanja sistema postaje

q+wgq =0. (2.9)
Njeno je resSenje, kao Sto je poznato
q = Acos (wt—q’o), (2.10)

gde su: A - amplituda, ¢ - pocetna faza i @ - kruzna frekvencija sistema.
Konstante A i ¢ su konsfante integracije, koje odredjujemo iz pocetnih uslo-
va, zavisnih od pgiietne konfiguracije sistema i pocetnih brzina. KruZna frekven—
cija sistema ® je konstanta sistema, odredjena parametrima a i c i ne zavisi od
pocetnih uslova.

Period ovih slobodnih neprigusenih oscilacija je odredjen izrazom

g =22 -2TV‘ (2.11)

BliZu predstavu o __g,smlovanju sistema dobiemo, ako vektore pomeranja
pojedinih tadaka A?i = AiMi (s1.6), prema (2. 3),prikaéemo u funkciji vremena

ar. d“f
A?i(q)=?i(q)-Fi(0)=( dl)q = (—) A cos (Wt-4 ) (2.12)
9 g=0 | g=0

(i=1,2,+ « 40)



1z ovako napisanih jednacina kretanja tadaka M (i=1,2, . . ,n) sistema moZe-
mo izvesti niz zakljuaka:

1. Kako je vektor (dF, /dq) = const. , putanje svih tadaka M siste-

{q=0
ma su prave linije, koje prolaze kroz odgovarajuée ravnote¥ne polozage tacaka
A Njihove su jednaline u vektorskom obliku .

dr
r, (@) =1, (0) + ( cw ~)q , (2.13)
. gde koordinata ¢ igra ulogu parametra.
2. Elongacije s; = laT, (q) | pojedinih taaka sistema od svojih ravno-
teznih poloZaja
dzz"i
= S = S . . =" = wt ne
s, !Ari(q)l l ‘(dq) A.cos (Wt q’o) h.cos ( Qo)
q=0 q=0 (2.14)
su razliCite, jer su im razlidite amplitude .
d?
h, =A ('—"' (2.15)
" & [q==0

Pri tome, na veli¢ine amplituda pojedinih tataka uti¢u pofetni uslovi preko mno-
zitelja A, koji je Zajednitki za sve tafke sistema. Odavde proizilazi da odnosi
amplituda pojedinih tacaka sistema ne zavise od podetnih uslova. I zato, ako se
ima u vidu da oblik oscilacija zavisi od odnosa amplituda razliditih taaka siste—
ma, ni oblik oscilacija sistema ne zavisi od poletnih uslova.

3. Faza oscilacije (Wt - (-P ) je za sve tatke sistema ista, tj. sve tacke
sistema osciluju u fazi, 05c11a013e sistema su sinhrone. Drugim refima, ceo
sistem se jednovremeno vraca u ravnoteZni poloZaj, kao i Sto jednovremeno dos-
tiZe maksimalna udaljenja od njega. Trenutci prolaza kroz ravnotesne polozaje
su odredjeni jednakostima

(Otn—‘-?ozn ngE Bl F By o sy

a trenutci dostizanja maksimalnih udaljenja od ravnoteZnih poloZaja, jednakos-
tima
t =@ =nlt =0,1,2, . . .
w s (‘PO nJ , n slocy

Period oscilovanja (2.11) ne zavisi od podetnih uslova, veé od mehanié-
kog karaktera sistema, tj. veli¢ina c i a. Takodje ne zavisi ni od izbora gene-
ralisane koordinate.

Sistemi sa jednim stepenom slobode, koji vr$e male oscilacije oko polo-
%aja ravnoteZe, zovu se linearni oscilatori.



Siobodne prigusene oscilacije sistema

Pri realnim uslovima kretanja materijalnih sistema, za razliku od pret-
hodno proucenog idealizovanog slobodnog kretanja sistema, na tatke sistema
dejstvuju holonomne, stacionarne, realne veze. Za praktiéne potrebe dovoljno
je ograniditi se na proudavanje kretanja sistema na koji dejstvuju:

a) sile viskoznog trenja, proporcionalne prvom stepenu brzina tadaka;

b) sile suvog trenja, proporcionalne, prema Kulonovom zakonu trenja
klizanja normalnom pritisku tadaka na vezu.

Male oscilacije sistema sa otporom proporcionalnim
prvom stepenu brzine

Na tacke M, (1— 1,2, « « . ,n) matérijalnog sistema, osim konzervativ-
nih (elasti¢nih) si]la F o dejstvuju i sile trenja

F ;=" /352 (12005, s 500 (2.16)

proporcionalne prvom stepenu brzine odgovarajuce tatke, gde su koeficijenti
/3 konstantni pozitivni brojevi. Ovakvi se sistemi sa ]edmm stepenom slobode
zovu linearni oscilatori sa trenjem.

Dejstvujuéem sistemu sila trenja odgovara jedna generalisana sila trenja

Y W & - dFi
Q = i—El Fwi. el (2.a7)
koja, prema (2.16), ima oblik
i d' i df’i »dfi n -'iir'i 5
A - > B S = A B (-
] = i dt dq < i dq
n d;i 5
=-aq Byt =-bda, (2.18)
i=1 L q=0
gde je
n dr.

b =const.>0  (2.19)

]
>
~
.
p—

konstantni koeficijent prigusivanja.

Kao s$to smo ve¢ videli, aproksimativne izraze za kinetiku i potencijal~
nu energiju u ovom slucaju pigemo u obliku



a uveli smo i Relejevu funkciju disipacije

d=~1v &,

2
tako da je Qw i d_¢ .
dq e

Ovom kretanju sistema odgovara diferencijalna jednalina kretanja
ad + ba +cq =0,
‘koja posle uvodjenja oznaka

W =S L 3= 2
a

dobija oblik 5
d+264 +w’q =0, (2.20)
nama poznat iz dinamike talke. "
Refenje linearne diferencijalne jednadine drugog reda (2.20), slobodnih
prigusenih oscilacija sistema, odgovara svemu $to je proudeno u dinamici tacke.

Zato ¢emo samo ukratko ponoviti vrste i elemente ovog kretanja.
Opéti integral jednadine (2.20) '

7\11'. )\21’.
\ - e e .,
q C1 +C2

ima karakteristi¢nu jednadinu

A2 L 28N +dP =0, (2.21)

giji sukoreni A, i\
A | + 2
Ao =—<S = '\/Jz—w .
k]

Zavisno od odnosa prigusenja (S i kruzZne frekevencije sistema W razli-
kujemo tri moguéa sludaja:

5 < w - malo prigusenje ;
d > w - veliko prigusenje ;
§ =w - granini sludaj priguSenja .

1. Malo prigusenje sistema ( (g <wW )

------- ® * ® s e 0 v m s 3 e e »

Sa oznakom 5 5 5
P =w -6



koreni jednacine (2.21) su konjugovano kompleksni i opSti integral jednadine
(2.20) ima oblik

q zRe"(Stcos(pt—e) 3 (2.22)

¢iji je dijagram prikazan na s1.7.

Najmanji vremenski interwal
izmedju dva uzastopna trenutka
‘ l t i koji je q =
A"~ n ey @ kojima je 4= G

b — —
A i g =4 zove se prividni pe-
7/3\4 t % = G P P
N~ riod oscilovanja priguSenih osci-
- lacija i ima velidinu

2K 2T 2T T
P

=\/m2_<$2 ) coVH%)Z ) V1—Y2 R

gde je ¥ = ey bezdimenzioni koeficijent priguSenja.

Iz odnosa dveju uzastopnih amplituda ovih oscilacija

NI

. 2,
. lqm-ll ¢

koji se zove dekrement oscilacije, uvidjamo da se amphtude smanjuju po zako~
nu geometrijske progresije sa koli¢nikom

T
T2

5

Prirodni logaritam dekrementa X zove se logaritamski dekrement

$T, ST
= » '—“E L e
D =Y > 5
Prakti€nu primenu imaju i obrasci
8
2 9T, J/z ST ol 7 %V
2 \/ 2 Vl ~ % 2 Vl‘ YZ
Y = ’

]tz +-Dz



jer se jedanput odredjeni logaritamski dekrement mose iskoristiti za odredjiva-
nje koeficijenta prigu$ivanja W » a zatim i 0 preko poznate kru¥ne frekvenci—
je w .

2. Veliko priguenje ( d >w )

A O I T I T T SO

U ovom slucaju koreni karakteristiéne Jednadine su realni i razliditi,
Uz pomoé oznake
p 2 62 2
k“ =48° _w

opsti integral diferencijalne jednaline kretanja
(2.20) ima oblik

ql

)
g=e . (A.Ch kt + B.Sh kt).

Ovakvo kretanje je aperiodi¢no, kao $to se vidi
| q°<0 iz dijagrama na s1.8. Oblik jednadine kretanja
S1.8 ocevidno zavisi od podetne brzine Elo .

3. Kriti¢no prigusivanje sistema (J =W) .

...Q.oa......d'.o’n...

Koreni karakteristi¢ne jednadine u ovom slu€aju su realni i jednaki i
opsti integral diferencijalne jednadine kretanja ima oblik

. q = e—‘st (A + Bt)

iz koga se vidi da je kretanje aperiodiéno.



oz Sistem se kreée u vertikalnoj ravni. Sastoji se od Stapa OA mase m i
0% . Ly duZine R, kao i tereta D mase ™/»3; koturate C i uzeta BCD (duZine L)

" e zanemarljivih masa. Rastojanje 0A=0C=R. Veze u tacki 0 je zglobna.
Odrediti stabilni ravnoteZni po]ozaj i period "malih" oscilacija oko tog
polozaja P — R
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