MatremaTuka 2

Llywarn Bykuh

8 — 9. [ludepennujansne jenHayrHe IPBOT Pena

1. OcHOBHM TIOjMOBU

Lupepenyujanna jegnavuna je je THAYMHA IO HEUOIHAWO0] PyrKyuju, nata y oOnuky Bede maMeDy ¢(yHEK-
nuje, meHUX M3BOJA U TPOMEHJLUBE. Y CBOM OMIITEM OOJMKY TO je jemHadwHa OOJUKA

F(z,y,9,y",...,y"™ =0,

rae je x upoMenuBa u y = y(z) Heno3Hara GpyHKImMja. AKO je HAjBUIIE U3BOJ KOJU YUECTBY]je y je IHAUMHU
U3BOM M-TOT Pena, KaxKeMO Ha je TO jeghavura n-uotr pega. 1lnm pemasama qudepeHIjalHe jeqHadYNHE
je ma ce Habe Henmo3HaTa (GyHKUUja.

Y oBowm mpenmery GaBuheMo ce caMo jegHAUYMHAMA TPBOT pena, JaKjae, OHMMa OOJMKA
F(z,y,y') =0, wumm (y excmururaoMm obmnuky) y' = f(z,y).
Ham npBu cycper ca mudepennujananm jennavnva ounum cy Heonpebhenu unTerpasu.

IIpumep 1. (a) HajjemnocraBuuja je mupepeHnujatna jeqaaunaa o6Imga
y' = f(2).
Ibeno pememe je, HapaBHO, (yHKIUja Y = ff(x) dx + C.
(6) Maxo cuosxkenuje menyje nuepeHIUjalHa je THAUMHA
yy' = f(@).
Osne mam uarerpamuja no dzr maje [ f(z)dx = [yy'de = [y dy = Ly* + const, onaknxe mobujamo

OIIITE DeIIeHe:

Y= Z/f(ac) dr+ C, rne je C' npou3sBO/bHA KOHCTAHTA.

Ouwiie pewewe y nate nudepeHnUjalHe jeoHAUYNHE IPBOTI pena YMHU (paMuianja QyHKIUja, Y 3aBUC-
HOcTU O KoHCTanTHOr nmapamerpa C. To pememe hemo obuuHO mobujarm y jemHom ox Tpu ODIMKA:

o excuavyumrom: y = f(x,C), roe je pyuruuja f mosuara;

o umuavyuiinom: f(x,y,C) =0, roe je gpynruuja f mosHara;

o uapametiapcrom: x = x(t) uy = y(t), rme cy Be3e BPEOHOCTU T U Y C HapaMeTpoM | IIO3HATE.
Y wmamwum npumepuma tpehu cayuaj hemo Bubartu majpebe.

Caka (yHKOMja KOja 3a0BOJbABA HATY AU(GEPEHOUjAJHY jeTHAUNHY 30BE CE UAPUWUKYAGPHO PeULeHE.
Koukperna Bpenunoct roucranre C, ka0 M moMe onpeheHo mapTUKyIapHO peIleme, MOTY Ce OIPEIUuTH
aKo je IO3HAT NOAATHU yCJIOB 3a QYHKUU]y Yy, TO MOke OUTH HID. UOHEWHU Ycao8 - BpeqHocT y(xg) y
JIAaTOj TAYKU Xy.

IIpumep 2. Ha caunm cy npurasanu rpaduiu pemema mudpepennujante jennaunue y = z(1 — siny) 3a
pasue nouerre speuroctu y(0).

N




ITon onpebhernm mpeTnocTaBKkaMa MOYETHU YCJIOB TapAaHTYje jeIMHCTBEHOCT PEIICHA.
Hlsephewe 1 (Illeopema Iuxapa). [locmarpajmo nqudepennujanny jennauuny y' = f(z,y), y3 IOYeTHU yCIOB
y(@o) = yo.

Arxo je f mHemperuzHO mupepeHnrjabuiIHa QYHKIU]a YUjU je M3BOJ OTDAHUYCH, OHIA HABEACHA V-
(epeHIIUjalHa jeIHAUNHA MMa jeIUHCTBEHO pellelme Yy y OKOJIUHU TadKe Tg. [

Omna kama mpernocraBke teopeme Ilukapa HuCY 3am0BOJbEHE, MOTY Ja MOCTOj€ peIlema Koja ce He
VRJIAnajy y obauK ommrTer permema HU 3a jenadH m3bop koncranTe C. TakBa pemema ce 30By CUNHIYAGPHA
1 OOMYHO UX M3TyOMMO IPUINKOM PellaBamha jeqHadurHe, HIP. Kala Herme NeJIMMO jeqHAUYNHY HeUUM IITO
Moxke Outu Hyna. VcnmruBame CHUHIYJIADHUX pellelha je BaH OKBHAPA OBOI IpPeIMeTa.

Ipumep 3. Illocmarpajmo jenHauuny
Y =2Vy.
Kako je ¢y = dy/dx, my Moxemo 3amucatu 'y 00IUKY ;l_y\/g = dx. OBnme HaM je MO3BOJbEHA MHTErPAIUja
obejy crpanma, majyhu /y = [ ;l—yﬂ = [dr =2+ C. Tako cMO ZOOUIU ONIITE peIIeme:
y=(z+0C)? rne je C NIpou3BOBHA KOHCTAHTA.
Mebyrtnm, oBa jemmaumna mMva u jenHo cuaryiaapHo pememe: y = 0. OHO He omrosapa HHUjemHO]

Bpenuoctu C. Hbera cMmo m3rybunu ne/bemeM jeqHAUNHE CA Y.

2. Heku TUOBU pemmMBUX jeaqHAUMHA

YcmemnnM permemeM qu(epeHnnjaliHe je IHAUNHEe MOKEMO Na CMAaTPaMO CBaKU OOIMK (OmmTer) per-
ema Koje je KoMOMHamMja ejeMeHTapHUX (QyHKNuja u mHrerpata. lmak, pesaTuBHO MaJyo AudepeHIu-
jAJHUX jegHAUYMHA, YaK U IPBOr pela, PEmrBO je Ha OBaj HAUMH. PasmMoTpmheMo HEKOJIWKO OCHOBHUX
TUNIOBA AU(PEPEHINjATHUX je JHAYNHA KOje Ce€ MOTY PEIINTH.

(1°) Jegnawuna ca paszgeojenum GpoMeHHUBUM.

OsBo je jemnaumHa 00JMKA

/

y' = f(@)g(y),
rme ¢y f u g mare ¢pyurnuje. Vl oBme m Hamasme moapasyMeBaMO MHTETrPAOUIIHOCT.
Kaxko je ¢y = Z—z, OBa jemHaurMHA Ce MOKE 3alMCATU Y OOJUKY ,,ca Pa3aBOjeHUM MTPOMEHJBUBUM - T
je nmecHo, a Yy JIEBO:

dy

—— = f(z)dz,

9(y)

TaKO Ma HAM MHTEerpanuja obejy cTpaHa Aaje OMNIITe Pememhe Y UMIUIUIUTHOM ODIUKY:

/%z/f(m)dm—i—c.

Ipumep 4. Pemmtu nupepeHnnjIny je tHAYNHY

y/ _ :c2y2.
Pewewe. PazasojuhieMo npoMeH/bUBE: Z—Z = 22y%, 1j. % = 2%dx. WaTerpanujom mobumjamo —i = % =
[ x?dx = ””S;C, omaxie je s
V= mre

(2°) Xomoiena jegrnavuna.

OsBo je jemnaumua 00JIMKA

rue je f mara ¢yHKOUja.
YBomumo cmeny z = £, tako ma je 3 = f(z). (OBako mpemosHajeMO XOMOTEHY jeIHAUMHY: HAKOH
yeobema oBe cmene y' 3aBucu camo on z, He u on z.) Tama je y = zx u (Kao U3BOA MPOU3BOIA)
y =z + xz/, ma mara jenHaumHa mocraje

l dz f(z) —Z

I — 1 = — =
z4az = f(2), Tj. =z T .

To je jemnauyuwHa ca pa3aBOjEeHUM IPOMEHJBUBUM, & TaKBE YMEMO Ma PENIMO.



Hpumep 5. Pemnrtu nudepeHnujniny jeHaduuny
(@+y)y =y.

Pewemwe. YBepuMO ce ma je 0BO XOMOI€HA jeIHAUMHA: CMEHOM y = xz u iy’ = x2’ + z oHa mocTaje

y = AR i mTo 3amenoM y' = xz’ + z maje w2’ = 2= =
z+y  Fz+1) 241 241
PaznBajame nmpoMeHILUBUX maje (Zt# = —%, OmaKJe je MHTerpanujoM Inz — % = —Inz. Hajzan,
z=1% nmamvamo InZ — % = —Inz, Tj.
Yy
ylny = x.
(3°) Juneapra jegravuna.
OBo je jemnaunna 00JIUKA
Y + Pa)y = Q(), (1)

roe cy P u Q mare ¢pyHKumje mo x.
Pasmorpumo upso npocrujy jeanauuny: y + P(z)y = 0. To je jenqmauumna ca pas3aBojeHUM IPO-

MermuiM: Y = —P(z) dr. Warerpamujom mamasumo Iny = [ P(x) d + const, e je meno (jemso)

Yy
perreme

Yo = e—fP(m)d:c.

Bparumo ce jemnaunan (1) 1 TOTpaskuMo HEHO permeme y obauKy y = yo- 2. Tana je y' = yoz' +y)z,

na (1) mocraje 0
yor' + (yo =PIz = Qx).

OﬂaBﬂe AeJbemheM Ca Yo U I/IHTera.HI/IjOM HaJa3nMO 2z, a OJaTIe 1 Y = Ypz:

Y =10 (C e dx) = ¢~/ Pl (c + / el Pz () dx) : (2)
Yo

Ipumep 6. Pemmru jenunauuny
(2 = 1)y = 2% + 2.

. 2 .
Pewewe. 3anucahemo jennauuny xao y' — x% Y = 72—- Y TOPHUM O3HaKaMa je

-1

P(z)=— 2 n Qz)= :E2xf T

Tana je [ P(z)dr =In2Y na mam popmyna (2) naje

z—1 r+1 22 z—1 1
= C : dx | = C ——— +2In(z—-1) ).
4 :chl( +/£L’71 x? —1 x) :chl( e :L'*l+ n( ))

(4°) Bepnyaujesa jeghauuna.

OsBo je jemnaumua 00JMKA
Y + P(x)y = Qx)y"*, (3)
roe cy P u Q mare ¢pyHKumje mo x.

YBemhemo cmeny y = 2%, npn yemy hemo komcraunTy o omabparu kacuuje. Tama je vy = az® 12/

(mo mpaBuiy cioxkerne GpyHrnuje), unme (3) mocraje

az® 1+ P(2)2* = Q(x)2F™.

O pabupom
1 . 1
a=-—— Tj. y=2zTF 4)
1-k’ (
6uhe a — 1 = ka, e he oBa jenmauuna makon ckpahuBama 2%~ mocTaTH IUHEADHA, & TAKBE YMEMO
Ia PeIumMo:

az' + P(z)z = Q(x).

IIpumep 7. Pemmuru jennauuny

xy' =y -y,



Pewewe. OBo je BeprynujeBa jemmaumua y k0joj je k = %, ma KOPUCTUMO @ = 1_1 = —2, Tj. cMeHy

||

y =22 Tanma je vy = —2z73%/, mro mary jenmaumny CBOIM HA
z 1
—9 —3/: -2 -3 . / el
xz “Z z rz °, T Z + 5 5
OBo je nuneapna jemumaunna (P(x) = % u Q(x) = %) KOJy jeIHOCTABHO pemasBaMo 1mo Gopmynu (2):
z C . 9 9z
Z2=—=4+— Tj. =2 *“=-—F7—"—— (C7 =3C = const).
3 \/E, .] y (I3/2 + 01)2 ( 1 )
3. Jemmauuna nmormyHor mudepeHnyjaIa
Caaka qudepeHnujaana jeqHaunta o0ImKa (Z—Z =)y = 7% MOKE Ce 3allMCATH Y ODJIUKY
Az, y) do + B(z,y) dy = 0. ()

OBakBa jemHaunHa Ce 30B€ jegHAYUHA UOWUYHOT guPepenuyujona axko MOCTOJU HENPEKUAHO AudepeHINja-
bunna Qyurmuja F(z,y) - Golilenyujas jeqHaunHe - TakBa 1a je

F, = A(z,y) u F, = B(z,y), Tj. dF = Adx + B dy.
Tana ce jennaunna (5) cBomu Ha dF =0, Te je HEHO pemene
F(z,y) = const.

Heonxonan ycnos 3a nmocrojame (pyuruuje F je ma Baxku
04_ 08 L.,
oy ox TV
C mpyre crpase, 0BO je u moBoJbaH ycioB. llorennujan F 6ucmo mamau Ha ciaenehu HauwuH.
— W3 jemmaumne F, = A(x,y) manasumo F = [Adx + E(y) - mo npernocrasuu, E., = 0, tj. E je
KOHCTAHTA 110 T, aJId MOKE NIa 3aBUCH O .
— Cana je F, = B(x,y) = 6%(]14 dz) + E'(y), na je E'(y) = B — a%(fA dr). Omnabze HAJIA3MMO
dysxmmjy E(y) = [ [B — 8%(] Adz)] dy, mro mam xomauno oapebyje pynxumjy F:

P - [ [ (8- 2 ([40)) i

Ipumep 8. Jemunauumna
(e 4+ ye®)dx + (" + (z + 1)e’)dy =0
je jemmaumna mormyHor mupepenuujasna. 3aucra, kako je A = e¥ +ye® u B = ¥ 4 (z+1)e¥, Basku
A, =B, =e” +ev.
Onpennmo norennujan F. Us Fl = eV + ye® cnequn F = [(e¥ + ye®) du = ze¥ + ye” + E(y). Hame,
u3 e® + (z+1)e¥ = F) = ze¥ + e + E'(y) cnemm E'(y) = €Y, 1j. E(y) = ¥ + const. Jlobunu cmo

F(z,y) = (x + 1)e¥ 4+ ye” + const.
IIpema Tome, pememe nare audepeHIUjaTHe jeTHAYNHE je (ac +1)e¥ +ye® =C.

ITocTraBma ce muTame mra paauTH ako jemHaunsa (5) Huje jemHAUMHA TOTIYHOT AudepeHmujana. Y
TOM Ciyuajy MOkeMo mokymaru na Habemo ¢ymrmmjy p = u(x,y) MHOMemeM ca kojom he (5) mocratm
jemHaumHa MOTIYHOT nudepennujaga. IpyruMm peumma, pyHEnUja (4 MOpa ga Oyle TakBa na Baku

pu-A) _Ou-B)

o - or mTo ce ceomu wa (A — By)u= B -, — A- .

OBo je maprujanna mupepeHnUjanHa jenHadnsa mo (x,y) Koja je y OIIITeM CJIydajy jOoIl Teke permmBa
Hero moJsasHa jenHaumHa. Mmak, QyHKNUjy p 94€CTO MOXKEMO Ia OIpPEeIVMO aKO 3HAMO y KOM OOJHKY je
Tpeba TPaKUTH.



IHpumep 9. InTerpanumonu paxkTop jenHadnHe
(2% + y*)dx + 2ydy = 0
je obmuka p = f(x). Hahu taj dparrop.

Pewemwe. Baskn , )
(@ +92)f(@), = (2f(2),, =i 2yf(2)=2yf"(x),

omarie je f'(x) = f(x), 1j. df/f = dx. Varerpanmjom nobujamo In f(x) = x + const, 1j. f(z) = Ce
3a Hery koHcranty C. IIpema tome, u = e” je mHTErpanuoHm GarrTop.

x

3aucra, jeqHAUYNHA
(2% + y?)e® dx + 2ye®dy = 0

jecTe jemHAUYMHA MOTIOYHOr AU(epeHInjaia.
4. OpTOoroHaJ/iHE U M30TOHAJIHE TPAajeKTOpUje

Hera je K ¢ammnmja rpusux narmx jemnaumuama f(x,y,C) = 0, rae je C' cnoGoaHA KOHCTAHTA.
Optotonanna Wpajektiiopuja je cBaka KpUBa KOja cedye CBe KpUBE M3 OBe (haMUIIMje MO IPABUM YLJIOM.
OBakBe KpuBe Cy OX MHTEpeca y ONUCUBAIY HPABOYINIMX KPUBOJIMHUjCKUX KOODIAMHATHUX cucTema (ce-
TUMO C€ HIP. CUCTeMa HOJaPHUX KOODIUHATA).

IIpumep 10. Ha caumm je mpukasana dpavmmaja emuncu (Cx)? + y? =1, rae je C > 0.

CuBe KpuBe IpencTaB/bajy OPTONOHAJHE TPAJEKTOPHUj€ HA OBY (aMUIIN]y €JUICU. JemHa Ox OpTOr-
OHAJHUX TPajeKTOPHUja je U Z-0Ca.
OnpebuBame OpPTOrOHAIHMX TpajeKTOpUja Ce MO MPABUIY CBOAM HA AUPEPEHIUjATHE jeTHAUNHE.
Haume, ako ce xoucranta C u3 jennaumbe kpuse m3paskasa jemnaumuom C = g(z,y), mudpepeHmmpan-
jeM o T oBa KOHCTAHTa HecTaje, najyhwm nudepeHIujainy jeqHAUNHY OOJIMKA

F(x,y,y") = 0. (6)

Pemema oBe jennauune cy xkpuse ¢pamunnuje K.

[Tocmarpajmo canma oproronanny tpajexropujy . OHa cede Hery kKpuBy w m3 pamwuiuje K y HEKO]
rauku P(z,y). Heka je vy maru6 tpajekropuje v y tauku P. Byxnyhu oproromanna Ha <, KpuBa w y
taukn P mva maru6 —1/y/, mro mo (6) 3maum ga taj marmb 3am0BOLABA jeTHAUMHY

F(ac, Y, —i) =0. (7)

IIpema Tome, nudpepennujanna jennaunna (7) onucyje opToroHaidHe Tpajekropuje Ha dpamunujy K.
IIpumep 11. Hahu opToronasme tpajexropuje 3a dpavumujy K emuncu (Cz)? + y? = 1 u3 [Ipumepa 10.

Pewemwe. IIpo hemo ompenutn mudepeHnujasny jemHadnHy koja onucyje oBy ¢amwumiujy. Wmamo C' =
1 /1 — 42, mro mudepenmupamenm mo = naje

x

1 1 !
0=C"=-5V1-y?+ _.y77 mTo ce ceoam Ha  F(x,9,y) = 2yy’ —y*> +1=0.
T T 1—192
OpTroronanne TpajekTopuje Omucyje jeqHaudnHa F(Jc,y,—i) =0, 1j. 2y/y' =1—y?> =0, mro je
jemHAYMHA Ca pPa3aBOjeHUM MPOMEHJLUBUM: & dr = (i —y) dy. Hbeno onmre pememe nobujamo

MHTET PaIjOM:
2?2 =2Iny —y* + C4,

1 TO je jeHAUYMHA OPTOrOHAJJHUX TPAajEeKTOPUja.

H3z0r0nasna Wpajexiiiopuja je cBaka KpUBa KOja cede cBe Kpuse u3 pamumianje K mon naTuM yriioM .



Oproronasie TpajeKTOpUje Cy CIEIrjaslaH CiIyda]j u30-
TOHAJIHUX 3a yrao « = 90°.

W3oronanue Tpajekropuje ompehyjeMo CIAUIHO KO
oproronaJsHe. [locMarpajMo M30TOHAJHY TPajeKTOPU]y
~v u taury P(z,y) Ha m0j. Tanrenra Ha 7 y Tauku P
YMHU Ca Z-OCOM yrao ¢ u uma Harub y = tg ¢. Kpusa
u3 pamumauje K koja nponasu kpo3 Tauky Py TOj Taduku
“Ma TAHICEHTY KOja Ca T-OCOM YWMHU yTrao © — (¢ U UMa
narub g’ = tg(p — o) = fjr;,ttgg‘z IIpema (6), Taj naru6
3amoBosbaBa jemHauuny F(z,y,4') =0, Tj.

F(z,y, £=182) <. (8)

ITpema Tome, m3oroHaJsHe Tpajekropuje Ha pamuanjy K ommcyje mudepenunjanua jennaumna (8).

IIpumep 12. Hahu usoronanue tpajexropuje 3a damunujy K KoHImeHTpuuHuX Kpyrosa r2 + y? = C? mon
IOATUM yIJIOM Q.

Peweme. Nudpepenrupamen jeamaunne r2+y? = C? no z masazumo mupepennujanny jengauuny F(x,y,y')
=z +yy = 0. Wzoronanme Tpajexktopuje omucyje jensaumna F(z,y, %) =x+ y% = 0.

N3 me moskeMo a U3Pa3ruMO yl Kao

,_Yytga-—x

atga+4y’
mTo je xoMmorena jemnaumna. Cmenom y = xz u 3y = x2’ + z oHa mocraje zd‘i,z =uxz = Zztfﬁ;;l -z,
ITO CE€ CBOAU HA Zf:% dz = f%. Nurerpamujom nobujamo %ln(l +2%) + tga-arctg z = — Inx, mTo

3aMeHOM z = £ mocraje

In(2? + y?) + 2 tg o - arctg LA
x
5. 3amanm

1. Hahu onmre pememe mudepenmujauue jemaauune y = 1 —y — 2y

2. Pemuru mupepennujanny jennauuny y’ = e* Y.

3. Hahu pememe mudepennujanne jeqnadune 22y = 2% 4+ 2y + y? y3 moUeTHHU yCIIOB y(%) =0.
4. Hahwu ommre pememe nudepenmujanue jennaunsue ry’ = y + rsin 2.

5. Hahu ommte pememe mudepennujamue jemnauune (2 + zy)y = xy/22 — y2 + 2y + y?, a 3atum n
HapTUKYJIAPHO peIlene Koje 3am0Bosbasa yciaos y(1) = 1.

. b
6. IloromaoM CMEHOM CBECTH jemHauuny obmmka iy’ = f(;’—i'a) Ha XOMOTEHY, IIe Cy a U b KOHCTaHTe.
: . /__ 2xty—2
7. Pemuru nupepennujanny jenHaunny y = Py

8. Hahwu onmre pememe mupepennujanne jennaunne y' = y + sin 2.

9. Pemmru mudepennujanny jemmaunny x(x+1)y’ = zy+(z+1)? 3a 2 > —1, y3 mouernu ycios y(1) = 0.

10. Hahwu ommre pememe mudepernnujanse jenmaunse 1y + ysinx = 223 cos £2e5%,

11. Hahu onmre pememe jemmaumne y' (x +e¥) = 1. Axo je y(0) = —2, uzpauynarnm y(2).
12. Pemmru mudepenmmjanny jeanaunny y' cosz = ysinaz + y*.
13. Hahwu mapTukymnapro pememe jenmauwnne y' + %y = ,/ysinz xoje ncnymana ycnoB y(3) = %.

14. Hahwu mapTukymapHO pememe mudepertujamaue jemnaumne 2y + (z2y + 1)zy’ = 0 xoje 3amoBosmaBa
ycaos y(1) = 2.

ef—xe®+1

ot Des CMmeHOM y = €% + €* cBecTH je Ha JUHEAPHY, a 3aTUM j€ DEIIUTHU.

15. Iara je jemnmauuna 2z’ =



16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24.

25.

. Axro JeJ_LHan/IHy 3aIUIIEMO Kao o=

Pemutu mapepenmmjanny jemnaunny (z + 22)y’ + ze? = 1. Moxe ma ce KOpuUCTH cMeHa y = In 2.

IMoromunom cmenom csectu caenelie jennauune na Heku ox oOpabhenux Tunosa (pasnBojeHe NPOMEH-
JbUBE, XOMOT'€Ha, JUHeapHa, BepHyaujesa):

(a) v = ay® + z—bQ (a,b € R); (6) v =p(x)eY + q(z).

IMocToju mu pyuknmja z(r,y) unju je Toramau aupepenimjan 2e” sin(x + y)dx + e*[eV % +sin(x 4+ y) +
cos(z + y)|dy? Ompemutu je ako mocroju.

Hahwu unrerpanmnonn gpaxrop jeanaumnue y(4e — 3y — 3)dx — x(4x — 3y — 4)dy = 0, ako je mosHato na
je om obmura u(z,y) = 2% f(y).

Hahwu narerpamnuonu gpaxrop jennaunsae (ac+y2)dac—2xydy, AKO je TI03HATO Ja OH uMa O0iuk u(x,y) =
A(z). Y3 momoh mwera pemuTu HaBeAeHY jenHAUNHY.

OnmpemuTn mudepeHnujagny jeHaYnEy duje je ommTe pememe (a) ze¥ +ye® = C, (6) y = Ca®+C3x.
Hahwu oproromasme Tpajekropuje davmmmje napabona x2 + 1= ky (k € R).

Hahwu oproromanny Tpajexropujy Ha dammnjy kpusux (/y —/z = C (C € R) xoja mporasu kpo3
raury (4,1).

Hahu mudepennujanny jemqnauwny udmje je OmIITE pelleme Yy = (k € R). 3arum mahu oproro-

z+

HaJHY TPajeKTOpUjy (hamMuinje KpuUBUX Y = J“ KOja IpoJa3u Kp03 raukry (1,0).

Hahu (a) oproromasue tpajextopuje; (6) msoromamne Tpajekropuje mojn yriaom 45° pamunmje
kpusnx y = sin(x + C).

. Pemema
. OBO je jemmaumnHa ca Pa3ABOjEHUM IPOMEHJBUBUM. 3aUCTA, % =1—-y—2y° = do = 1_;73%2.
Nurerpanuja obe crpane maje
d 1 2 1 1+
x:/ v :/ + dy=-In|—2| .
1—y—2y? 31+y)  3(1-2y) 3 |1—2y
Iobujeno pememe ce MOe cpemuTn: 3% = ley , rae je C = e3Cisgn Hyy, u Haj3anm Yy = 26:;—1%

Huiiawe 3a pazmuwwawe: I'ne ce oBae yrianajy KOHCTAHTHA pelmlema y = —1 n y = %?

dy _ e¥

<, BUIIUMO JIa je TO jeIHAUYMHA C& Pa3/[BOJEHUM TPOMEHILUBUM:

dy , Tj. y=—In(C +e%).

eY

= ew . Warerpanujom mobujamo e ¥ =C + e 7

Ilara jemHaumHA je XOMOTE€HA: aKO CTABUMO % =z, ouzna y = 22+ z+ 1 3aBucu camo og z. Tako ce

cMeHoM y = xz u Yy = x2’ + z OHa cBOIU Ha

, 9 . dz dz
2 +z=z2"+z+1, 1. SV =—.
z2+1 T
Murerpamujom nobujamo arctg z = In|z| + C, mro maje y = x tg (In|x| + C).
IonaTHu ycmios y(%) = 0 mam ompebyje roucranry C. 3ameHoM x = % u y = 0 y nobujeru uspa3s
3a y nobujamo 0 = 3 tg (In$ + C); onatne je C =In2, re je y =z tgln|2z|.

. OBo je xomorena jemmaumua 3 = £ 4 sin 2. Cmenom y = xz u 3 = 2’ + 2z cBom ce Ha x2’ = sinz,

dz 4z Tlomto je

sinz =«
t:COSy \l: 1 1+t *lln 2cos? z
sin 2 dt:_smydy 1 —t2 - 1—t| 2 2sin? 2

urTerpanujom gobujamo In [tg 5| = In|z| 4+ C1, 1j. y = 2z arctg (Cx).

Tj.

zZ
= lntg 5.

Huwiawe. ITa mu u u3zbop C = oo maje pelieme jenHavuse?
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. Ilara jemmadumHa je XOMOTEHA. 3aMEHOM Yy = xz NOOMjaMO jeIHAuuHy T2 = a onxatie

142z
f HZ ~dz = C' + f 4z Ylmrerpas ¢ JIeBe CTpaHe Ce MOXE DEIIMTH CMEHOM ! = arcsinz, dmme ce

OH CBOIM HA f 1+sint)dt =t — cost = arcsinz — /1 — 22. Cnemu ma je

2
arcsing—\/l—y—2 =C+In|x|.
x x

Axo je y(1) =1, 3amenom x =y = 1 mobujamo C = arcsinl = 7.

Axo yBeIeMo CMeHe Y = y + buz=ux+a, ouga je dy = dy u dr = dT, 1a TaKO UMaMO XOMOTEHY
jeqHauYnHy % = f(£). Omna ce pemasa cmeHoM § = z -, Tj. y + b= z(z +a).

Ilorpasumo cMeHy IOIyT OHE W3 NPETXOMHOr 3aaTKa: & = & +a U §j = Yy + b 38 HeKe KOHCTAHTE a
u b. NImamo

dy , 2x+y—2 22+y—(2a+b+2)
iz T rt2y+1l T+25+ (1—a—2b)
ITomecumo 3ato a u b Tako ga 6yne 2a+b+2 = 1—a—2b = 0. Hobujamo a = —g ub= %. ITonaszua
jenHaymHa IOCTaje % = éi;g CwmenoMm ¢ = z - T nobuhiemo acg; = 22;;21 — Z, IWTO Ce CBOJYW HA
2z+1 2dz
R -
-1 T
Unterpammja maje 2In|z — 1|+ Lz + 1| = —21In|Z| + const, mTO ce Moske 3amucaTu u Kao Ti(z +

NE-12=C 1. (y+z—-5)y—z+3)°*=C.

OBo je smuueapra gudepenuujanna jemqnadusa y kojoj je P(x) = —1 u Q(z) = sin2z. o dpopmynun
(2) je
Yo = e S P@dr — gr y y= yO(C + /yo_lQ(:E)d:E) = ez(C + /e*z sin 2z d:c).

Cana I(xz) = [ e *sin2zdr pauysamo nmapuujansoM uaTerpanujoM: y3 J(z) = [ e " cos 2zdr umamo

I(m)% u=sin2z  dv=c”" {:7679; sin2:n+2J(:E)% u=cos2z  dv=c *:fe sin 2z —2e~ " cos 2x—41(x),

du=2cos2zxdxr v=—e~® du=—2sin2zdr v=—e—*

onakne je I(z) = —te “sin2z — 2e~* cos2z. Harne, y = Ce” — Lsin2x — %cos 2x.
. . 1 1 1 .
. OBo je muueapna jemnauuna y’ — #_1 = z* ; y moj je P(x) = T Qz) = %, na je no popmyiu

(2) ommre pememe

X 1 T
y = el # (C+/x+ e_fzd_ﬂdx) =(x+1)(C+nx).

x
Axo je y(0) =2, onna mvamo y =0=(1+1)(C' +1nl), tj. C =0, na nobujano y = (z+ 1) Inzx.

2 cosx

Omer xopuctumo popmyry (2). Osge je P(z) = sinz, Q(z) = 223 cos e

u yO — eCOSl‘

y = ef8” <C + /2:03 cos :L'2d:L'> dx :{dig;dwF cosw <C + /tcost dt> .

HpeOCTa.J'II/I HTEerpaJyl payyHaMO HapHI/Ija.J'IHOM I/IHTeraIJ,'I/IjOMZ

, TIa ©MaMO

/tcostdt:.du b a= ﬁorétdt.:/udv—uv—/vdu—tsmt—i—cost—ac sin2? + cos 2%,

yrMe cMO J0OUIM KOHAUHO pememe: y = e“*5%(C + x2 sin 22 + cos 22).

Axo mary jeqHAUMHY 3AlUIIEMO KaO

dy . dzx
E~(m+ey):1, Tj. o =x+eY,
IPENO3HAjeMO JIMHEAPHY jeHAYMHY, ajll OBIE je T fynkyuja, a y upomensusa. Kako je P(y) = —1
u Q(y) = e¥, no popmynu (2) meno onmre pemene je x = e¥(y + C). Houernu ycaos y(0) = —2 mam
naje C =2, 1j.
x=e"(y+2).

3amenom x = 2 mobujamo 2¢"Y =y + 2. Y 0BOj jenHauMHU JieBa CTpaHa OIala, a JeCHa pacTe, Ia
OHa MOKe MMAaTU HAjBUIIE JeIHO Dellene Y, a TO pellemne Jako noroaumo: y = y(2) = 0.
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OBo je BepmyaujeBa jemmaumna 3y’ = y tg x + y* v kojoj je k = 4, ma mo (4) yBomumo cmeHy

cos
1 _1 . .
y = z1-F = z73. Jlobujamo suHEAPHY j€IHAYUHY

2+ 3ztgr = —
cosT
y KOjOj je P(x) = 3tg:£ u Qx) = fﬁ, na no Gpopmysu (2) mobujamo yo = e 3/ P@)dr — oog3 4y
z = cos® x (C 3 COS4 ) Ocraje camo na ce m3padyHa
/i =t /1+t )dt = tg x + tg x + const.
costz |dr=115 3
~1/3

Hajzan nobujamo z = Ccos® z + 2sin® 2 — 3sinz u y = (C cos® & + 2sin’ z — 3Sin£L')

OsBo je BepuynujeBa jennauuba y kojoj je k = % Ha ocmosy (4), my cmenom y = 22 cBoauMO Ha

I __ 1 1 .
nmmeapHy, z' = —+ -z + 5sinz, u pemasamo o popmym (2):

e 1 e 1 1 C s
r=e % C’—l——/sinacededI =—— C’—l——/acsinxdac = - _u% , 8%
2 T 2 T 2z 2

Cnenn na je y = (f% S’;;““’JrCOQSI)Q, a u3 yciosa y(§) = % namazumo 2C+1 = +2, rj. C € {3, 1}

AKO jemHAUYMHY 3aIUIIEMO KAO

2 3
1 T = _2 . - = = —— XL — =

npenosnajemo BepuynujeBy jemuauuny mo z = z(y) y kojoj je k = 3. Cmenom x = z 3 CBOIUMO je
Ha JUHEApHY, 2 — % -z = 1, xojy pemasamo 1o dopmysm (2). Hamasumo 272 = 2z = y(C + In|y|).
Bamenoum y(1) = 2 nanasumo C = § — In2, e nobujamo pememe y obmuky z2y(1 +In|4[) = 1.

HMudepenmupamenM jemqaaroctu e =y — e mobujamo ez’ =y’ — e*. Tako mara jenHaumHa IMOCTaje
JMHEeapHA:

y—=erf—=re” + 1 . , y+1
— =~ 1j. Yy = )
x+1 z+1
Heno ommre pememe je y = C(z + 1) — 1, onakne manasumo u z = In (C(z 4+ 1) — 1 — €®).
Arko jey=Inz, ouna je e =zu gy = Z—', Te marta jegHauvmHa moctaje LBepuynujesa:

z
(x+22)2 — 2 = —x2°.

CumenoM z = u~! nobujamo muHeapHy jemHaunay u’ + upuje je pememe 10 Gpopmyiu (2)

u=|EL{(C+ |z + 1] +

1
1+;c2u T+1°

l+1) Kako je u =¢7Y, caemn

y=Inlz| —In|l+ (z+1)(C + In|z+1])|.

(a) Cymenom y =1 ny = —j—; JATY jeNHAUMHY CBOIMMO Ha XOMOreHy: —z' = a+ b(Z£)?

(6) CraBumo e ¥V =z, 1j. y=—lnzuy = —%/. Muoxemem ca z nobujaMo JIWHEAPHY jeIHAYUHY
2 = —q(x)z — p(x).

Osne je A = 2¢e®sin(z+y) u B = e¥ +e”(sin(z +y) +cos(z+y)), m 3aucra je A) = B = 2e” cos(x +y),

mro norBpbhyje ma ¢pyurnumja z mocroju. Cana mobujamo pemom
2=A = z= /A dr = 2/6“ sin(z+y) dz = e” (sin(z+y) — cos(z+y)) + E(y) =
z, = e (cos(x+y) +sin(z+y)) + E'(y) =B = E'(y) =e.

omasne cremu na je E(y) = eV + C, Tako na je z = e”(sin(z+y) — cos(z+y)) + e¥ + C.

Vcnurajmo nox kojum yeaosoum je Adx+ Bdy mornysu mudepennujai, rae cy A = x%y(4x—3y—3) f(y)
u B = —23(42—3y—4)f(y): Bakn

Ay = 2®y(4x — 3y — 3) ' (y) +
Bl = 2*(—16x + 9y + 12) f(y),

na ce ycanos Aj = B; cBomu Ha 2?y(4x — 3y —3)f'(y) + 5z (430 3y—3)f(y) =0, Tj. yf'(y)+5f(y) =
umje je pememe f(y) = Cy~—°. IIpema ToMme, u(:c y) = 22y ~° je uETErpammMonu HhaxrTOp.

+ 2% (4x — 6y — 3) f(y),



20.

21.

22.

23.

24.

25.

Jemmaunma A dx + B dy, rne cy A = (z +y*)\x) u B = —2zy)\(x), je moTnyHM mudepeHImjas ako
BasKU

A, =By, Tj. 2y\z)=-2y\(z) - 2zyN(2).
Hobunu cmo mudepennmjanny jennaunny 2A(z) + 2\ (x) = 0 yuje je ommre pememe A(x) = %

Muoskemem ca A(z) = x% JaTa jeTHAUYMHA IIOCTAaje jeTHAUYWHA MOTIYHOT AudepeHIurjaia, Tj.

2 2
ds =2 gy~ 2y — o,
x x
Onpemumvo QpyHKIMjy 2: U3 2, = x;r;?? caemn z = | 115’2 dx = In|z| — yx—2 + E(y). 3aruMm u3 yciaosa
Zy = —Qx—y + FE'(y) nanasumo E'(y) =0, tj. E(y) = C = const.

Cnemn na je In|z|— % +C = 0 3a mexy xKoucTanTy C, mTO HaMm Aaje ommTe pememe y> = x(C+In |z|).
(a) dupepennupame o x maje e¥ +ye® +y'e* =C' =0, 1j. 3y = —y — ¥~ %.
(6) Hudepenmmupame maje y' = 3Cz? + C?, ma spahamem C3 = ¢y’ — 3C2? y nomnasmy jenmauuny
nobujamo y = Cx® + (y' —3C2?)z, onarne mspaxasamo C = =2 Cana nonasna jelHAUMHA TOCTaje
vy’ —y  (ay —y)°

2 8x8

y=Ca®+C3 =

I[I/I(i)epeHLII/IjanHy jemHavnHy narte (GaMuinje KPUBUX HaAJIA3UMO AM(EpPEHOMpameM KOHCTAHTE k =
2241,

Y 0 0 (22 +1 22y — (22 + 1)y’ , 2xy
= — = aKie ==
Ox Y 12 oA Y= e
ITo (7), mudpepenuujanna jeqHaYMHA OPTOrOHAJIHUX TPAjEKTOpHU]ja je f% = 122;?1 To je jennauumua ca
2
pa3aBOjeHUM IPOMEHJLUBUM —% = 2ydy, unjom urTerpamjom nobujamo y? = C — %xQ —In(x).

Hudepennujanny jeanaunny nate paMuiInje KpuBux nobdujamo audepernmpameM koncranre C: 0 =
8—(1(\/@7 \/5) = Qyﬁ — ﬁ, Tj. Yy = % Oproronanne TpajekTopuje Taga ONUCyje jeaHAYNHA
1L _ VY dy _ Vx

==Y AR d dy = 0.
y’ﬁ@dac ﬂ@ﬁer\/ﬂyO

Wnrerpamujom nobujamo jemuaumny rpajexropuja: /2 + y3/2 = ). Koncranry C] HAIa3mMmo u3
npunaarocTu tauke (4,1): Cp = 43/2 1 13/2 = 9.

Habumo mudpepenuujanny jennauuny koja omucyje nare xpuse. V3 x + k = y(xr — k) uspaskasamo
k= “;J;lx, na mudepennupame naje
/ -1 1) — _ / 2 / 2 _ 1
oo @y -1y + )2 (zy —x)y’ _ 2ay' +y L omamie 2oy by - 1=0.
(y+1) (y+1)
Oproronasine TpajekTOpHrje ONUCYje jeTHaunHa —z—? +y*—1=0, 1j. 22dz = (y* — 1) dy, onakme je
1
7 :/Qxdx:/(yQ—l)dyz §y3—y+C’.

Bamenowm (z,y) = (1,0) mobujamo C = 1, ma je TpaskeHa OPTOTOHATHA TPajeKTopuja 12 = %y3fy+ 1.
Habuwmo npso mudpepennujanny jennaunny koja onpebyje ose kpuse: kako je y' = cos(z+C'), mmamo
y2 4y =sin®(z+C)+cos®*(z+C) =1, 1j. 3 =+/1—192
(a) Oproronasse TpajeKTopuje 3a00BOJHABAJY jeIHAUNHY i = +/1—9y2, 1j. *dzr = /1 —y2dy.

WMuTerpanujom HaIA3UMO
+2x = yy/1 — y? + arcsiny.
(6) TTo (8), m3oronasnHe TpajekTopuje MOL yrioM 45° 3a10BOHABA]Y je AHAUNHY Ly _ 4 ] y2. U3

1—y’
(v 1-y?+£1l)dy

. . V1-y? .
e HAJIA3UMO = = dx, oJakIe UHTErPAIjoM 100ujaMo T = y -+ % +2( Y~ 4+ arcsin y)+C.
—Y°F

Y

10



