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Diferencijalne jednaline obrtanja krutog tela oko
nepokretne ose. Reakcije veza.

Obrtanje kritog tela oko nepokretne ose, kao $to je poznato iz kinemati-
ke, odredjeno je jednom nezavisnd"koordinatom, tj. uglom ¢ . Ovaj ugao me-
rimo izmedju koordinatnih ravni z x_ i zx (sl.101), nepokretnog Ox .y z_ i
pokretnog sistema Oxyz , od kojih je ovajdrugi vezan za telo, ataka 0 ~proiz-

2|z . voljno izabrana na osi obrtanja 0z ,odnosno
Oz_.

# U ovom slucaju telo je vezano potpor-
nim leziStem A i cilindridnim leZiftem B.
Saglasno principu oslobadjanja od veza,uti-
caje veza A i B zamenjujemo reakcijama

F =XA1 + YAJ + ZAk

A *
FB zXBl + YBJ + ZBk )

gdesui, j i ¥ jedini€ni vektori osa
pokretnog trijedra Oxyz. Kod reakcije
F pretpostavljamo postojanje i projekcije
ZB"S radi donoSenja odredjenih zaklju€aka.

Sl. 101

Kao $to smo videli, kretanje svakog krutog tela opisujemo jednadinama
(16.1) i (16.2). Umesto_jednadine (16.1) u ovom slué¢aju éemo koristiti



njoj ekvivalentnu teoremu o promeni koli¢ine kretanja sistema. Tako je
kretanje opisano jednaCinama

dK =a = i

G = Fo +F, +Fy 3 (16.4)
di:o ——~a — - —a—

ol MO + MO (FA) + M0 (FB). (16.5)

Zadatak nam je da odredimo jednalinu kretanja tela i reakcije veza.Za-
to jednaline (16.4) i (16.5) treba prikazati u vidu skalarnih jednadina. Pri
tome vektore K iL_ odredjujemo preko njihovih projekcija na ose pokretnog
sistema Oxyz. Ovo ¢inimo zato jer se u odnosu na pokretni sistem, sistem Oxyz
vezan za telo, né menjaju vrednosti Koordinata centra masa 1 momenata inercij’e-.
" " Kao $to nam je poznato iz kinematike, apsolutni izvod vektora, odredje-
nog projekcijama na ose pokretngg trijedra, ima dva dela: lokalni i prenosni.Za-
to su apsolutni izvodi vektora K i T @

0
I S S
! . di. dL
. . -3 O+$x_1:
, dt dt 0

tako da jednadine (16.4) i (16.5) piSemo u obliku

dK

c:; - -3 - - .
5 * x K = Fp +F, +Fg, (16.6)
— = M M " »
WX LO o * Mg (FA) +M0 (FB) (16.7)
Kako je
K = le + Ky} + sz
i dﬁ de N dK dKz -
a CTar Ot T@ It Ta ©
a s druge strane je
B ¥ sm % T s T. =-mWy 1
K mVC m X T m(ozk X rC m Ve 1+m0)zxc i

to je ofevidno



dy

d -~ ™ c’(zyC - mwz_ at
dx

c
de - MLEKFme outes

jerje x . = y. =0.

3
EJx E=w'1:x_12=mw 0 o
X

Yc *c

a T m"(zy(l’

m o(_zxc 5

Kk

2. 2 i d
1 =—m(¢)sz 1—mC4.)zyC je
0

(16.9)

Prema definiciji momenta kolidine kretanja imamo

'ﬂo N S(f X ¥)dm =
v v

¥

g (F x @ x Tddm =C-¢3§ (¥.T)dm - g?(ﬁ.f)dm=

v v

=O.)z§ [(x2+y2+2.2)dm -wz J(xz T+ vz  + zz-lz)dm,

v : v

gde je T vektor polozaja tacke tela, a v njena brzina.

L =~ W [xzdm:-
Oox 2

Sada je ocevidno

w3,
z Xz
v
L0 = co jyzdm = - Ct)szz 5
2 2
L wz (x +y + 2z -z)dm wJ 5

tako da su projekcije lokalnog izvoda vektora f



Oz
0x wa 0¥ =L J . (16.10)
dt =- &szz’ dt "(szz’ dt z z
Dalje je
- - z
: : 2 b 2 >
ajx'ﬁo= 0 0 1w, =w, 5, T-w, 7,
J J J (16.11)
xz yZ 3

Pored izvrienih priprema za projiciranje jednaéirlla (16.4) i (16.351() ,(,:.i—
redimo i momente reakcija F. iF. u odnosu na ose sistema Oxyz. Kako

< 5o A B
vektori poloZzaja taCaka A i B
N AL £, %,

to je . _ . .
- _— --_‘-.- . Yj+Zk)=-{XJ+{YA17
M (F )=F xF, ==L Ekx (X i+Y, . Xy .
0V A" T AT AT 2 A N
M (F) =% xF k i+Y j+2K) =+ £Xj LY.
MO(FB) =erFB = ¢ elkx (XBl+YB3+ZBk) + 51 - Y5

Imajuéi u vidu da je W = ‘é I: i L 5‘5 i:, na osnovu dobij?lih projek-
cija (16.8), (16.9), (16.10), (16.11) i (16.12), projekcije jednadina (16.6)
+8); 5 {
i (16.7) moZemo napisati u obliku

_mi%' yC—m¢2xC=X;+XA+XB, .
mZ(;xC -mq’zyc =Y§+YA+YB, (16.13)
0 = z; + 2y + 2y,
-2{3 sz +c;’2 Jyz = Mg - leB+ {ZYA’
_E;,Jyz “(2,2 sz = Mg 4 fIXB"" fzxA ?
. o

Izvedene jednadine (16.13) koristimo za opisivanje obr.tnog kre.t‘anja
krutog tela. Prvih pet jednacina sluZe za odredjivanje nepoznatih reakcija ve-

S jekcij i Z javijaju samo
za, kojih je ukupno sest. Upravo, kako se projekcije ZA i javljaj

B

u trecoj jednaéini,

to je ofevidno da leZiste B mor
ZB = 0. Odredjiv

anju reakcija prethodi refavanje
) -8 a .
C?Jz = Mg, (16.14)

a biti cilindrino, tj. da je
este jednaline

koja na desnoj strani ne sadr¥i hepoznate reakcije veza,
ment aktivnih sila U odnosu na osu obrtanja 0z.
1 drugog zadatka dinam e U sTuda]ju reéSavanja drugog zadatka dinamike pred—
w~.s:i“ei;'ij'é'f("ii"fi.=_-rencijalnu jédnégiflﬁ'c“)b-i‘tnog kretanja krutog tela ok nepokretne
>"odredjuje zakon obrtanja = @P(iY.

ve¢ samo glavni mo-
Ona dozvoljava resavanje prvog




Napomena: Umesto Dalamberovog principa, svi zadaci ovog tipa mogu se jednako
efikasno resiti i kori§éenjem teoreme o kretanju centra mase materijainog sistema i
teoreme o promeni kinetickog momenta materijalnog sistema:

mdg = f}é, )
dLo _ s (1)
dr OR"
Za kruto telo koje se obrée oko ose Oz, vektor ubrzanja centra mase dat je izrazom:
Ge = OX(DXT-)+EXTp. (12)
Posto je:
&=k, =¢k, (13)
projekcije ubrzanja centra mase krutog tela na ose Oxyz iznose:
ey —xc” — Y€
Oy =4 =Y +xcE}. (15)

ac, 0

Projekcije izvoda kinetickog momenta krutog tela dio /dt koje se obrce oko nepomitne
ose date su sledecom matricnom relacijom:

(dLO / dt )x Jo I xy -J xz || Ex
(dL, /dt)), ==l &y =y e
(dLofdt),) |-Jo Iy J, ||¢

0 ~w, o | J, -I, -J, ]|

He 0 -op-J, J, -J,[o
-0, o, 0 __—sz I I, |l
_ koja se, uzimajuéi u obzir {13), svodi na:
(dLo/dt),] | J,0% —T &
(dLo/dt),  =1~J 0" —J L. (17)

(dLy[dt), J£

Skalarne jednacine koje slede iz Dalamberovog principa (4,5), uzimanjem u obzir izraza

(1), ekvivalentne su jednacinama koje slede iz zakona dinamike (11), uzimanjem u obzir
izraza (15) i (17).

/J’ Tablica, sastavljena iz aksijalnih i centrifugalnih
] ’B_ momenata inercije, oblika
\\\ //
B e J -J )
X Xy XZ
AT T 7>~
_F_. A = I =5
NV yx y vz
ot St
b - -J J
//- 3zx Zy z
//

zove se tenzor inercije u datoj tacki, i predstavlja
geometrijsku karakteristiku rasporeda masa sistema
u odnosu na tu tacku.

\s/
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