
ITM – Analiza

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

9. Diferencijalne jednaqine prvog reda

1. Osnovni pojmovi

Diferencijalna jegnaqina je jednaqina po neī̄oznax̄̄oj funkciji, data u obliku veze izme�u funk-
cije, ǌenih izvoda i promenǉive. U svom opxtem obliku to je jednaqina oblika

F
(

x, y, y′, y′′, . . . , y(n)
)

= 0,

gde je x promenǉiva i y = y(x) nepoznata funkcija. Ako je najvixi izvod koji uqestvuje u jednaqini
izvod n-tog reda, kaжemo da je to jegnaqina n-x̄̄o ı̄ rega. Ciǉ rexavaǌa diferencijalne jednaqine
je da se na�e nepoznata funkcija.

U ovom predmetu bavi�emo se samo jednaqinama prvog reda, dakle, onima oblika

F (x, y, y′) = 0, ili (u eksplicitnom obliku) y′ = f(x, y).

Nax prvi susret sa diferencijalnim jednaqima bili su neodre�eni integrali.

Primer 1. (a) Najjednostavnija je diferencijalna jednaqina oblika

y′ = f(x).

ǋeno rexeǌe je, naravno, funkcija y =
∫

f(x) dx+ C.

(b) Malo sloжenije deluje diferencijalna jednaqina

yy′ = f(x).

Ovde nam integracija po dx daje
∫

f(x) dx =
∫

yy′dx =
∫

y dy = 1
2y

2 + const, odakle dobijamo
opxte rexeǌe:

y =

√

2

∫

f(x) dx+ C, gde je C proizvoǉna konstanta.

Oī̄xx̄̄e rexeǌe y date diferencijalne jednaqine prvog reda qini familija funkcija, u zavis-
nosti od konstantnog parametra C. To rexeǌe �emo obiqno dobijati u jednom od tri oblika:

◦ eksī̄licix̄̄nom: y = f(x,C), gde je funkcija f poznata;

◦ imī̄licix̄̄nom: f(x, y, C) = 0, gde je funkcija f poznata;

◦ ī̄aramex̄̄arskom: x = x(t, C) i y = y(t, C), gde su veze vrednosti x i y s parametrom t poznate.

U naxim primerima tre�i sluqaj �emo vi�ati najre�e.

Svaka funkcija koja zadovoǉava datu diferencijalnu jednaqinu zove se ī̄arx̄̄ikularno rexeǌe.
Konkretna vrednost konstante C, kao i ǌome odre�eno partikularno rexeǌe, mogu se odrediti
ako je poznat dodatni uslov za funkciju y, To moжe biti npr. ī̄oqex̄̄ni uslov - vrednost y(x0) u
datoj taqki x0.

Primer 2. Na slici su prikazani grafici rexeǌa diferencijalne jednaqine y′ = x(1 − sin y) za
razne poqetne vrednosti y(0).
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Pod odre�enim pretpostavkama poqetni uslov garantuje jedinstvenost rexeǌa.

IIIvr�eǌe 1 (IIIeorema Pikara). Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu y′ = f(x, y), uz poqetni uslov
y(x0) = y0.

Ako je f neprekidno diferencijabilna funkcija qiji je izvod ograniqen, onda navedena di-
ferencijalna jednaqina ima jedinstveno rexeǌe y u okolini taqke x0. 2

Onda kada pretpostavke teoreme Pikara nisu zadovoǉene, mogu da postoje rexeǌa koja se ne
uklapaju u oblik opxteg rexeǌa ni za jedan izbor konstante C. Takva rexeǌa se zovu sin ı̄ularna
i obiqno ih izgubimo prilikom rexavaǌa jednaqine, npr. kada negde delimo jednaqinu neqim xto
moжe biti nula. Ispitivaǌe singularnih rexeǌa je van okvira ovog predmeta.

Primer 3. Posmatrajmo jednaqinu
y′ = 2

√
y.

Kako je y′ = dy/dx, ǌu moжemo zapisati u obliku dy
2
√
y = dx. Ovde nam je dozvoǉena integracija

obeju strana, daju�i
√
y =

∫

dy
2
√
y =

∫

dx = x+ C. Tako smo dobili opxte rexeǌe:

y = (x+ C)2, gde je C proizvoǉna konstanta.

Me�utim, ova jednaqina ima i jedno singularno rexeǌe: y = 0. Ono ne odgovara nijednoj
vrednosti C. ǋega smo izgubili deǉeǌem jednaqine sa y.

2. Neki tipovi rexivih jednaqina

Uspexnim rexeǌem diferencijalne jednaqine moжemo da smatramo svaki oblik (opxteg) rex-
eǌa koje je kombinacija elementarnih funkcija i integrala. Ipak, relativno malo diferenci-
jalnih jednaqina, qak i prvog reda, rexivo je na ovaj naqin. Razmotri�emo nekoliko osnovnih
tipova diferencijalnih jednaqina koje se mogu rexiti.

(1◦) Jegnaqina sa razgvojenim ī̄romenǉivim.

Ovo je jednaqina oblika
y′ = f(x)g(y),

gde su f i g date funkcije. I ovde i nadaǉe podrazumevamo integrabilnost.

Kako je y′ = dy
dx , ova jednaqina se moжe zapisati u obliku ,,sa razdvojenim promenǉivim” - x

je desno, a y levo:
dy

g(y)
= f(x)dx,

tako da nam integracija obeju strana daje opxte rexeǌe u implicitnom obliku:
∫

dy

g(y)
=

∫

f(x)dx+ C.

Primer 4. Rexiti diferencijlnu jednaqinu
y′ = x2y2.

Rexeǌe. Razdvoji�emo promenǉive: dy
dx = x2y2, tj. dy

y2 = x2dx. Integracijom dobijamo − 1
y =

∫

dy
y2 =

∫

x2dx = x3+C
3 , odakle je

y = − 3

x3 + C
.

(2◦) Homo ı̄ena jegnaqina.

Ovo je jednaqina oblika

y′ = f
(y

x

)

,

gde je f data funkcija.

Uvodimo smenu z = y
x , tako da je y′ = f(z). (Ovako prepoznajemo homogenu jednaqinu: nakon

uvo�eǌa ove smene y′ zavisi samo od z, ne i od x.) Tada je y = zx i (kao izvod proizvoda)
y′ = z + xz′, pa data jednaqina postaje

z + xz′ = f(z), tj. z′ =
dz

dx
=

f(z)− z

x
.

To je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim, a takve umemo da reximo.
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Primer 5. Rexiti diferencijlnu jednaqinu

(x+ y)y′ = y.

Rexeǌe. Uverimo se da je ovo homogena jednaqina: smenom y = xz i y′ = xz′ + z ona postaje

y′ =
y

x+ y
= ✁xz

✁x(z + 1)
, xto zamenom y′ = xz′ + z daje xz′ =

z

z + 1
− z =

−z2

z + 1
.

Razdvajaǌe promenǉivih daje dx
x = − (z+1) dz

z2 , odakle je integracijom ln |x|+ const = 1
z − ln |z| =

x
y − ln | yx |. Odavde sledi

y ln |y| = Cx.

(3◦) Linearna jegnaqina.

Ovo je jednaqina oblika
y′ + P (x)y = Q(x), (1)

gde su P i Q date funkcije po x.

Razmotrimo prvo prostiju jednaqinu: y′ + P (x)y = 0. To je jednaqina sa razdvojenim pro-
menǉivim: dy

y = −P (x) dx. Integracijom nalazimo ln y =
∫

P (x) dx + const, te je ǌeno (jedno)
rexeǌe

y0 = e−
∫
P (x)dx.

Vratimo se jednaqini (1) i potraжimo ǌeno rexeǌe u obliku y = y0 ·z. Tada je y′ = y0z
′+y′0z,

pa (1) postaje

y0z
′ +

(

✘✘✘✘✘✘✿0
y′0 + P (x)y0)z = Q(x).

Odavde deǉeǌem sa y0 i integracijom nalazimo z, a odatle i y = y0z:

y = y0

(

C +

∫

Q(x)

y0
dx

)

= e−
∫
P (x)dx

(

C +

∫

e
∫
P (x)dxQ(x) dx

)

. (2)

Primer 6. Rexiti jednaqinu

(x2 − 1)y′ = x2 + 2y.

Rexeǌe. Zapisa�emo jednaqinu kao y′ − 2
x2−1 · y = x2

x2−1 . U gorǌim oznakama je

P (x) = − 2

x2 − 1
i Q(x) =

x2

x2 − 1
.

Tada je
∫

P (x)dx = ln x+1
x−1 , pa nam formula (2) daje

y =
x− 1

x+ 1

(

C +

∫

x+ 1

x− 1
· x2

x2 − 1
dx

)

=
x− 1

x+ 1

(

C + x− 1

x− 1
+ 2 ln(x− 1)

)

.

(4◦) Bernulijeva jegnaqina.

Ovo je jednaqina oblika
y′ + P (x)y = Q(x)yk, (3)

gde su P i Q date funkcije po x.

Uvex�emo smenu y = zα, pri qemu �emo konstantu α odabrati kasnije. Tada je y′ = αzα−1z′

(po pravilu sloжene funkcije), qime (3) postaje

αzα−1z′ + P (x)zα = Q(x)zkα.

Odabirom

α =
1

1− k
, tj. y = z

1
1−k (4)

bi�e α− 1 = kα, te �e ova jednaqina nakon skra�ivaǌa zα−1 postati linearna, a takve umemo
da reximo:

αz′ + P (x)z = Q(x).

Primer 7. Rexiti jednaqinu

xy′ = y − xy3/2.
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Rexeǌe. Ovo je Bernulijeva jednaqina u kojoj je k = 3
2 , pa koristimo α = 1

1− 3
2

= −2, tj. smenu

y = z−2. Tada je y′ = −2z−3z′, xto datu jednaqinu svodi na

−2xz−3z′ = z−2 − xz−3, tj z′ +
z

2x
=

1

2
.

Ovo je linearna jednaqina (P (x) = 1
2x i Q(x) = 1

2) koju jednostavno rexavamo po formuli (2):

z =
x

3
+

C√
x
, tj. y = z−2 =

9x

(x3/2 + C1)2
(C1 = 3C = const).

3. Jednaqina potpunog diferencijala

Svaka diferencijalna jednaqina oblika ( dydx =) y′ = −A(x,y)
B(x,y) moжe se zapisati u obliku

A(x, y) dx+B(x, y) dy = 0. (5)

Ovakva jednaqina se zove jegnaqina ī̄ox̄̄ī̄uno ı̄ giferencijala ako postoji neprekidno diferencija-
bilna funkcija F (x, y) - ī̄ox̄̄encijal jednaqine - takva da je

F ′
x = A(x, y) i F ′

y = B(x, y), tj. dF = A dx+B dy.

Tada se jednaqina (5) svodi na dF = 0, te je ǌeno rexeǌe

F (x, y) = const.

Neophodan uslov za postojaǌe funkcije F je da vaжi

∂A

∂y
=

∂B

∂x
(= F ′′

xy).

S druge strane, ovo je i dovoǉan uslov. Potencijal F bismo naxli na slede�i naqin.

− Iz jednaqine F ′
x = A(x, y) nalazimo F =

∫

A dx + E(y) - po pretpostavci, E′
x = 0, tj. E je

konstanta po x, ali moжe da zavisi od y.

− Sada je F ′
y = B(x, y) = ∂

∂y

( ∫

A dx
)

+ E′(y), pa je E′(y) = B − ∂
∂y

( ∫

A dx
)

. Odavde nalazimo

funkciju E(y) =
∫ [

B − ∂
∂y

( ∫

A dx
)]

dy, xto nam konaqno odre�uje funkciju F :

F (x, y) =

∫

A dx +

∫
(

B − ∂

∂y

(
∫

A dx

))

dy.

Primer 8. Jednaqina

(ey + yex)dx+
(

ex + (x+ 1)ey
)

dy = 0

je jednaqina potpunog diferencijala. Zaista, kako je A = ey + yex i B = ex + (x+1)ey, vaжi
A′

y = B′
x = ex + ey.

Odredimo potencijal F . Iz F ′
x = ey + yex sledi F =

∫

(ey + yex) dx = xey + yex + E(y). Daǉe,
iz ex + (x+1)ey = F ′

y = xey + ex + E′(y) sledi E′(y) = ey, tj. E(y) = ey + const. Dobili smo

F (x, y) = (x + 1)ey + yex + const.

Prema tome, rexeǌe date diferencijalne jednaqine je (x+ 1)ey + yex = C.

Xta raditi ako jednaqina (5) nije jednaqina potpunog diferencijala? U tom sluqaju moжemo
pokuxati da na�emo inx̄̄e ı̄racioni fakx̄̄or - funkciju µ = µ(x, y) mnoжeǌem sa kojom �e (5) postati
jednaqina potpunog diferencijala. Drugim reqima, funkcija µ mora da bude takva da vaжi

∂(µ ·A)
∂y

=
∂(µ ·B)

∂x
, xto se svodi na (A′

y −B′
x)µ = B · µ′

x −A · µ′
y.

Ovo je parcijalna diferencijalna jednaqina po µ(x, y) koja je u opxtem sluqaju jox teжe rexiva
nego polazna jednaqina. Ipak, funkciju µ qesto moжemo da odredimo ako znamo u kom obliku je
treba traжiti.
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Primer 9. Integracioni faktor jednaqine

(x2 + y2)dx + 2ydy = 0

je oblika µ = f(x). Na�i taj faktor.

Rexeǌe. Vaжi
(

(x2 + y2)f(x)
)′
y
=

(

2yf(x)
)′
x
, tj. 2yf(x) = 2yf ′(x),

odakle je f ′(x) = f(x), tj. df/f = dx. Integracijom dobijamo ln f(x) = x+ const, tj. f(x) = Cex

za neku konstantu C. Prema tome, µ = ex je integracioni faktor.

Zaista, jednaqina
(x2 + y2)ex dx+ 2yexdy = 0

jeste jednaqina potpunog diferencijala.

4. Ortogonalne i izogonalne trajektorije

Neka je K familija krivih datih jednaqinama f(x, y, C) = 0, gde je C slobodna konstanta.
Orx̄̄o ı̄onalna x̄̄rajekx̄̄orija je svaka kriva koja seqe sve krive iz ove familije pod pravim uglom.
Ovakve krive su od interesa u opisivaǌu pravouglih krivolinijskih koordinatnih sistema (se-
timo se npr. sistema polarnih koordinata).

Primer 10. Na slici je prikazana familija elipsi (Cx)2 + y2 = 1, gde je C > 0.

x

y

Sive krive predstavǉaju ortogonalne trajektorije na ovu familiju elipsi. Jedna od orto-
gonalnih trajektorija je i x-osa.

Odre�ivaǌe ortogonalnih trajektorija se po pravilu svodi na diferencijalne jednaqine.
Naime, ako se konstanta C iz jednaqine krive izraжava jednaqinom C = g(x, y), diferenciraǌem
po x ova konstanta nestaje, daju�i diferencijalnu jednaqinu oblika

F (x, y, y′) = 0. (6)

Rexeǌa ove jednaqine su krive familije K.

Posmatrajmo sada ortogonalnu trajektoriju γ. Ona seqe neku krivu ω iz familije K u nekoj
taqki P (x, y). Neka je y′ nagib trajektorije γ u taqki P . Budu�i ortogonalna na γ, kriva ω u
taqki P ima nagib −1/y′, xto po (6) znaqi da taj nagib zadovoǉava jednaqinu

F
(

x, y,− 1
y′

)

= 0. (7)

Prema tome, diferencijalna jednaqina (7) opisuje ortogonalne trajektorije na familiju K.

Primer 11. Na�i ortogonalne trajektorije za familiju K elipsi (Cx)2 + y2 = 1 iz Primera 10.

Rexeǌe. Prvo �emo odrediti diferencijalnu jednaqinu koja opisuje ovu familiju. Imamo C =
1
x

√

1− y2, xto diferenciraǌem po x daje

0 = C′ = − 1

x2

√

1− y2 +
1

x
· y′
√

1− y2
, xto se svodi na F (x, y, y′) = xyy′ − y2 + 1 = 0.

Ortogonalne trajektorije opisuje jednaqina F (x, y,− 1
y′
) = 0, tj. xy/y′ = 1 − y2 = 0, xto je

jednaqina sa razdvojenim promenǉivim: x dx = ( 1y − y) dy. ǋeno opxte rexeǌe dobijamo
integracijom:

x2 = 2 ln y − y2 + C1,

i to je jednaqina ortogonalnih trajektorija.

Izo ı̄onalna x̄̄rajekx̄̄orija je svaka kriva koja seqe sve krive iz familije K pod datim uglom α.
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x

y

P

ϕ
ϕ−α

α
Ortogonalne trajektorije su specijalan sluqaj izo-
gonalnih za ugao α = 90◦.

Izogonalne trajektorije odre�ujemo sliqno kao
ortogonalne. Posmatrajmo izogonalnu trajektoriju
γ i taqku P (x, y) na ǌoj. Tangenta na γ u taqki P
qini sa x-osom ugao ϕ i ima nagib y′ = tg ϕ. Kriva
iz familije K koja prolazi kroz taqku P u toj taqki
ima tangentu koja sa x-osom qini ugao ϕ − α i ima

nagib ỹ′ = tg(ϕ − α) = y′− tg α
1+y′tg α . Prema (6), taj nagib

zadovoǉava jednaqinu F (x, y, ỹ′) = 0, tj.

F
(

x, y, y′− tg α
1+y′tg α

)

= 0. (8)

Prema tome, izogonalne trajektorije na familiju K opisuje diferencijalna jednaqina (8).

Primer 12. Na�i izogonalne trajektorije za familiju K koncentriqnih krugova x2 + y2 = C2 pod
datim uglom α.

Rexeǌe. Diferenciraǌem jednaqine x2+y2 = C2 po x nalazimo diferencijalnu jednaqinu F (x, y, y′)

= x + yy′ = 0. Izogonalne trajektorije opisuje jednaqina F
(

x, y, y′− tg α
1+y′tg α

)

= x + y y′− tg α
1+y′tg α = 0.

Iz ǌe moжemo da izrazimo y′ kao

y′ =
y tg α− x

x tg α+ y
,

xto je homogena jednaqina. Smenom y = xz i y′ = xz′ + z ona postaje x dz
dx = xz′ = z tg α−1

z+tg α − z,

xto se svodi na z+tg α
1+z2 dz = − dx

x . Integracijom dobijamo 1
2 ln(1 + z2) + tg α · arctg z = − lnx, xto

zamenom z = y
x postaje

ln(x2 + y2) + 2 tg α · arctg y

x
= 0.

5. Zadaci

1. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = 1− y − 2y2.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ = ex−y.

3. Na�i rexeǌe diferencijalne jednaqine x2y′ = x2 + xy + y2 uz poqetni uslov y(12 ) = 0.

4. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine xy′ = y + x sin y
x .

5. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (x2 + xy)y′ = x
√

x2 − y2 + xy + y2, a zatim i
partikularno rexeǌe koje zadovoǉava uslov y(1) = 1.

6. Pogodnom smenom svesti jednaqinu oblika y′ = f
(

y+b
x+a

)

na homogenu, gde su a i b konstante.

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ = 2x+y−2
x+2y+1 .

8. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ = y + sin 2x.

9. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x(x+1)y′ = xy+(x+1)2 za x > −1, uz poqetni uslov y(1) = 0.

10. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y′ + y sinx = 2x3 cosx2ecosx.

11. Na�i opxte rexeǌe jednaqine y′(x+ ey) = 1. Ako je y(0) = −2, izraqunati y(2).

12. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ cosx = y sinx+ y4.

13. Na�i partikularno rexeǌe jednaqine y′ + 2
xy =

√
y sinx koje ispuǌava uslov y(π2 ) =

4
π2 .

14. Na�i partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y + (x2y + 1)xy′ = 0 koje zadovoǉava
uslov y(1) = 2.

15. Data je jednaqina z′ = ez−xex+1
(x+1)ez . Smenom y = ex + ez svesti je na linearnu, a zatim je rexiti.
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16. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (x+ x2)y′ + xey = 1. Moжe da se koristi smena y = ln z.

17. Pogodnom smenom svesti slede�e jednaqine na neki od obra�enih tipova (razdvojene promen-
ǉive, homogena, linearna, Bernulijeva):
(a) y′ = ay2 + b

x2 (a, b ∈ R); (b) y′ = p(x)ey + q(x).

18. Postoji li funkcija z(x, y) qiji je totalni diferencijal 2ex sin(x+ y)dx+ ex[ey−x+sin(x+ y)+
cos(x+ y)]dy? Odrediti je ako postoji.

19. Na�i integracioni faktor jednaqine y(4x− 3y − 3)dx− x(4x− 3y − 4)dy = 0, ako je poznato da
je on oblika µ(x, y) = x2f(y).

20. Na�i integracioni faktor jednaqine (x+y2)dx−2xydy, ako je poznato da on ima oblik µ(x, y) =
λ(x). Uz pomo� ǌega rexiti navedenu jednaqinu.

21. Odrediti diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe (a) xey+yex = C, (b) y = Cx3+C3x.

22. Na�i ortogonalne trajektorije familije parabola x2 + 1 = ky (k ∈ R).

23. Na�i ortogonalnu trajektoriju na familiju krivih
√
y −√

x = C (C ∈ R) koja prolazi kroz
taqku (4, 1).

24. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = x+k
x−k (k ∈ R). Zatim na�i ortogo-

nalnu trajektoriju familije krivih y = x+k
x−k koja prolazi kroz taqku (1, 0).

25. Na�i (a) ortogonalne trajektorije; (b) izogonalne trajektorije pod uglom 45◦ familije
krivih y = sin(x+ C).

6. Rexeǌa

1. Ovo je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim. Zaista, dy
dx = 1 − y − 2y2 ⇒ dx = dy

1−y−2y2 .
Integracija obe strane daje

x =

∫

dy

1− y − 2y2
=

∫
(

1

3(1 + y)
+

2

3(1− 2y)

)

dy =
1

3
ln

∣

∣

∣

∣

1 + y

1− 2y

∣

∣

∣

∣

+ C1.

Dobijeno rexeǌe se moжe srediti: e3x = C 1+y
1−2y , gde je C = e3C1sgn 1+y

1−2y , i najzad y = e3x−C
2e3x+C .

Pix̄̄aǌe za razmixǉaǌe: Gde se ovde uklapaju konstantna rexeǌa y ≡ −1 i y ≡ 1
2?

2. Ako jednaqinu zapixemo kao dy
dx = ey

ex , vidimo da je to jednaqina sa razdvojenim promenǉivim:
dy
ey = dx

ex . Integracijom dobijamo e−y = C + e−x, tj. y = − ln(C + e−x).

3. Data jednaqina je homogena: ako stavimo y
x = z, onda y′ = z2 + z+ 1 zavisi samo od z. Tako se

smenom y = xz i y′ = xz′ + z ona svodi na

xz′ + z = z2 + z + 1, tj.
dz

z2 + 1
=

dx

x
.

Integracijom dobijamo arctg z = ln |x|+ C, xto daje y = x tg (ln |x|+ C).

Dodatni uslov y(12 ) = 0 nam odre�uje konstantu C. Zamenom x = 1
2 i y = 0 u dobijeni izraz

za y dobijamo 0 = 1
2 tg (ln 1

2 + C); odatle je C = ln 2, te je y = x tg ln |2x|.

4. Ovo je homogena jednaqina y′ = y
x + sin y

x . Smenom y = xz i y′ = xz′ + z svodi se na xz′ = sin z,

tj. dz
sin z = dx

x . Poxto je

∫

dz

sin z
=
∣

∣

∣

t=cos y
dt=− sin y dy

∣

∣

∣
=

∫

dt

1− t2
=

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

1 + t

1− t

∣

∣

∣

∣

=
1

2
ln

∣

∣

∣

∣

2 cos2 z

2 sin2 z

∣

∣

∣

∣

= ln
∣

∣

∣
tg

z

2

∣

∣

∣
,

integracijom dobijamo ln |tg z
2 | = ln |x|+ C1, tj. y = 2x arctg (Cx).

Pix̄̄aǌe. Da li i izbor C = ∞ daje rexeǌe jednaqine?
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5. Data jednaqina je homogena. Zamenom y = xz dobijamo jednaqinu xz′ =
√
1−z2

1+z , a odatle
∫

1+z√
1−z2

dz = C +
∫

dx
x . Integral s leve strane se moжe rexiti smenom t = arcsin z, qime se

on svodi na
∫

(1 + sin t)dt = t− cos t = arcsin z −
√
1− z2. Sledi da je

arcsin
y

x
−
√

1− y2

x2
= C + ln |x|.

Ako je y(1) = 1, zamenom x = y = 1 dobijamo C = arcsin 1 = π
2 .

6. Ako uvedemo smene ȳ = y + b i x̄ = x + a, onda je dy = dȳ i dx = dx̄, pa tako imamo homogenu
jednaqinu dȳ

dx̄ = f( ȳx̄). Ona se rexava smenom ȳ = z · x̄, tj. y + b = z(x+ a).

7. Potraжimo smenu poput one iz prethodnog zadatka: x̄ = x + a i ȳ = y + b za neke konstante a
i b. Imamo

dȳ

dx̄
= y′ =

2x+ y − 2

x+ 2y + 1
=

2x̄+ ȳ − (2a+b+2)

x̄+ 2ȳ + (1−a−2b)
.

Podesimo zato a i b tako da bude 2a+b+2 = 1−a−2b = 0. Dobijamo a = − 5
3 i b = 4

3 . Polazna

jednaqina postaje dȳ
dx̄ = 2x̄+ȳ

x̄+2ȳ . Smenom ȳ = z · x̄ dobi�emo x̄ dz
dx̄ = z+2

2z+1 − z, xto se svodi na

2z + 1

z2 − 1
dz = −2dx̄

x̄
.

Integracija daje 3
2 ln |z − 1| + 1

2 ln |z + 1| = −2 ln |x̄| + const, xto se moжe zapisati i kao x̄4(z +
1)(z − 1)3 = C, tj. (y + x− 1

3 )(y − x+ 3)3 = C.

8. Ovo je linearna diferencijalna jednaqina u kojoj je P (x) = −1 i Q(x) = sin 2x. Po formuli
(2) je

y0 = e−
∫
P (x)dx = ex i y = y0

(

C +

∫

y−1
0 Q(x)dx

)

= ex
(

C +

∫

e−x sin 2x dx
)

.

Sada I(x) =
∫

e−x sin 2xdx raqunamo parcijalnom integracijom: uz J(x) =
∫

e−x cos 2xdx imamo

I(x) =
∣

∣

∣

u=sin 2x dv=e−x

du=2 cos 2xdx v=−e−x

∣

∣

∣
= −e−x sin 2x+2J(x) =

∣

∣

∣

u=cos 2x dv=e−x

du=−2 sin 2xdx v=−e−x

∣

∣

∣
= −e−x sin 2x−2e−x cos 2x−4I(x),

odakle je I(x) = − 1
5e

−x sin 2x− 2
5e

−x cos 2x. Dakle, y = Cex − 1
5 sin 2x− 2

5 cos 2x.

9. Ovo je linearna jednaqina y′− y
x+1 = x+1

x ; u ǌoj je P (x) = − 1
x+1 i Q(x) = x+1

x , pa je po formuli
(2) opxte rexeǌe

y = e
∫

dx
x+1

(

C +

∫

x+ 1

x
e−

∫
dx
x+1 dx

)

= (x+ 1)(C + lnx).

Ako je y(0) = 2, onda imamo y = 0 = (1 + 1)(C + ln 1), tj. C = 0, pa dobijamo y = (x+ 1) lnx.

10. Opet koristimo formulu (2). Ovde je P (x) = sinx, Q(x) = 2x3 cosx2ecosx i y0 = ecosx, pa imamo

y = ecosx
(

C +

∫

2x3 cosx2dx

)

dx =
∣

∣

∣

t=x2

dt=2xdx

∣

∣

∣
= ecosx

(

C +

∫

t cos t dt

)

.

Preostali integral raqunamo parcijalnom integracijom:
∫

t cos t dt =
∣

∣

u=t v=sin t
du=dt dv=cos tdt

∣

∣=

∫

u dv = uv −
∫

v du = t sin t+ cos t = x2 sinx2 + cosx2,

qime smo dobili konaqno rexeǌe: y = ecosx(C + x2 sinx2 + cosx2).

11. Ako datu jednaqinu zapixemo kao

dy

dx
· (x+ ey) = 1, tj.

dx

dy
= x+ ey,

prepoznajemo linearnu jednaqinu, ali ovde je x funkcija, a y ī̄romenǉiva. Kako je P (y) = −1
i Q(y) = ey, po formuli (2) ǌeno opxte rexeǌe je x = ey(y+C). Poqetni uslov y(0) = −2 nam
daje C = 2, tj.

x = ey(y + 2).

Zamenom x = 2 dobijamo 2e−y = y + 2. U ovoj jednaqini leva strana opada, a desna raste, pa
ona moжe imati najvixe jedno rexeǌe y, a to rexeǌe lako pogodimo: y = y(2) = 0.
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12. Ovo je Bernulijeva jednaqina y′ = y tg x + 1
cos xy

4 u kojoj je k = 4, pa po (4) uvodimo smenu

y = z
1

1−k = z−
1
3 . Dobijamo linearnu jednaqinu

z′ + 3z tg x = − 3

cosx

u kojoj je P (x) = 3 tg x i Q(x) = − 3
cos x , pa po formuli (2) dobijamo y0 = e−3

∫
P (x) dx = cos3 x i

z = cos3 x
(

C − 3
∫

dx
cos4 x

)

. Ostaje samo da se izraquna
∫

dx

cos4 x
=

∣

∣

∣

∣

t=tg x

dx= dt

1+t2

∣

∣

∣

∣

=

∫

(1 + t2)dt =
1

3
tg3 x+ tg x+ const.

Najzad dobijamo z = C cos3 x+ 2 sin3 x− 3 sinx i y =
(

C cos3 x+ 2 sin3 x− 3 sinx
)−1/3

.

13. Ovo je Bernulijeva jednaqina u kojoj je k = 1
2 . Na osnovu (4), ǌu smenom y = z2 svodimo na

linearnu, z′ = − 1
x · z + 1

2 sinx, i rexavamo po formuli (2):

z = e−
∫

dx
x

(

C +
1

2

∫

sinxe
∫

dx
x dx

)

= − 1

x

(

C +
1

2

∫

x sinx dx

)

= −C

x
− sinx

2x
+

cosx

2
.

Sledi da je y =
(

− C
x − sin x

2x + cosx
2

)2
, a iz uslova y(π2 ) =

4
π2 nalazimo 2C+1 = ±2, tj. C ∈ {− 3

2 ,
1
2}.

14. Ako jednaqinu zapixemo kao

(x2y + 1)x · dy
dx

= −2y, tj.
dx

dy
= − (x2y + 1)x

2y
= − 1

2y
·x− 1

2
·x3,

prepoznajemo Bernulijevu jednaqinu po x = x(y) u kojoj je k = 3. Smenom x = z−
1
2 svodimo je

na linearnu, z′ − 1
y · z = 1, koju rexavamo po formuli (2). Nalazimo x−2 = z = y(C + ln |y|).

Zamenom y(1) = 2 nalazimo C = 1
2 − ln 2, te dobijamo rexeǌe u obliku x2y

(

1
2 + ln |y2 |

)

= 1.

15. Diferenciraǌem jednakosti ez = y − ex dobijamo ezz′ = y′ − ex. Tako data jednaqina postaje
linearna:

y′ −✚✚ex =
y✭✭✭✭✭−ex−xex + 1

x+ 1
, tj. y′ =

y + 1

x+ 1
.

ǋeno opxte rexeǌe je y = C(x + 1)− 1, odakle nalazimo i z = ln
(

C(x + 1)− 1− ex
)

.

16. Ako je y = ln z, onda je ey = z i y′ = z′

z , te data jednaqina postaje Bernulijeva:

(x+ x2)z′ − z = −xz2.

Smenom z = u−1 dobijamo linearnu jednaqinu u′+ 1
x+x2u = 1

x+1 , qije je rexeǌe po formuli (2)

u = |x+1
x |(C + ln |x+ 1|+ 1

x+1 ). Kako je u = e−y, sledi

y = ln |x| − ln
∣

∣1 + (x+1)(C + ln |x+1|)
∣

∣.

17. (a) Smenom y = 1
z i y′ = − z′

z2 datu jednaqinu svodimo na homogenu: −z′ = a+ b( zx)
2

(b) Stavimo e−y = z, tj. y = − ln z i y′ = − z′

z . Mnoжeǌem sa z dobijamo linearnu jednaqinu
z′ = −q(x)z − p(x).

18. Ovde je A = 2ex sin(x+y) i B = ey+ex(sin(x+y)+cos(x+y)), i zaista je A′
y = B′

x = 2ex cos(x+y),
xto potvr�uje da funkcija z postoji. Sada dobijamo redom

z′x = A ⇒ z =

∫

A dx = 2

∫

ex sin(x+y) dx = ex
(

sin(x+y)− cos(x+y)
)

+ E(y) ⇒

z′y = ex
(

cos(x+y) + sin(x+y)
)

+ E′(y) = B ⇒ E′(y) = ey.

odavde sledi da je E(y) = ey + C, tako da je z = ex
(

sin(x+y)− cos(x+y)
)

+ ey + C.

19. Ispitajmo pod kojim uslovom je Adx+Bdy potpuni diferencijal, gde su A = x2y(4x−3y−3)f(y)
i B = −x3(4x−3y−4)f(y): vaжi

A′
y = x2y(4x− 3y − 3)f ′(y) + x2(4x− 6y − 3)f(y),

B′
x = x2(−16x+ 9y + 12)f(y),

pa se uslov A′
y = B′

x svodi na x2y(4x−3y−3)f ′(y)+5x2(4x−3y−3)f(y) = 0, tj. yf ′(y)+5f(y) = 0,
qije je rexeǌe f(y) = Cy−5. Prema tome, µ(x, y) = x2y−5 je integracioni faktor.
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20. Jednaqina A dx + B dy, gde su A = (x + y2)λ(x) i B = −2xyλ(x), je potpuni diferencijal ako
vaжi

A′
y = B′

x, tj. 2yλ(x) = −2yλ(x)− 2xyλ′(x).

Dobili smo diferencijalnu jednaqinu 2λ(x) + xλ′(x) = 0 qije je opxte rexeǌe λ(x) = C
x2 .

Mnoжeǌem sa λ(x) = 1
x2 data jednaqina postaje jednaqina potpunog diferencijala, tj.

dz =
x+ y2

x2
dx− 2y

x
dy = 0.

Odredimo funkciju z: iz z′x = x+y2

x2 sledi z =
∫

x+y2

x2 dx = ln |x| − y2

x + E(y). Zatim iz uslova

z′y = − 2y
x + E′(y) nalazimo E′(y) = 0, tj. E(y) = C = const.

Sledi da je ln |x|− y2

x +C = 0 za neku konstantu C, xto nam daje opxte rexeǌe y2 = x(C+ln |x|).

21. (a) Diferenciraǌe po x daje ey + yex + y′ex = C′ = 0, tj. y′ = −y − ey−x.

(b) Diferenciraǌe daje y′ = 3Cx2 + C3, pa vra�aǌem C3 = y′ − 3Cx2 u polaznu jednaqinu

dobijamo y = Cx3+(y′−3Cx2)x, odakle izraжavamo C = xy′−y
2x3 . Sada polazna jednaqina postaje

y = Cx3 + C3x =
xy′ − y

2
+

(xy′ − y)3

8x8
.

22. Diferencijalnu jednaqinu date familije krivih nalazimo diferenciraǌem konstante k =
x2+1

y :
0 =

∂

∂x

(

x2 + 1

y

)

=
2xy − (x2 + 1)y′

y2
, dakle y′ =

2xy

x2 + 1
.

Po (7), diferencijalna jednaqina ortogonalnih trajektorija je − 1
y′

= 2xy
x2+1 . To je jednaqina sa

razdvojenim promenǉivim − (x2+1)dx
x = 2ydy, qijom integracijom dobijamo y2 = C − 1

2x
2 − ln(x).

23. Diferencijalnu jednaqinu date familije krivih dobijamo diferenciraǌem konstante C: 0 =
∂
∂x

(√
y −√

x
)

= y′

2
√
y − 1

2
√
x
, tj. y′ =

√
y√
x
. Ortogonalne trajektorije tada opisuje jednaqina

− 1

y′
=

√
y√
x

⇔ dy

dx
= −

√
x√
y

⇔
√
x dx+

√
y dy = 0.

Integracijom dobijamo jednaqinu trajektorija: x3/2 + y3/2 = C1. Konstantu C1 nalazimo iz
pripadnosti taqke (4, 1): C1 = 43/2 + 13/2 = 9.

24. Na�imo diferencijalnu jednaqinu koja opisuje date krive. Iz x + k = y(x − k) izraжavamo
k = xy−x

y+1 , pa diferenciraǌe daje

0 =
(xy′ + y − 1)(y + 1)− (xy − x)y′

(y + 1)2
=

2xy′ + y2 − 1

(y + 1)2
i odatle 2xy′ + y2 − 1 = 0.

Ortogonalne trajektorije opisuje jednaqina − 2x
y′

+ y2 − 1 = 0, tj. 2x dx = (y2 − 1) dy, odakle je

x2 =

∫

2xdx =

∫

(y2 − 1)dy =
1

3
y3 − y + C.

Zamenom (x, y) = (1, 0) dobijamo C = 1, pa je traжena ortogonalna trajektorija x2 = 1
3y

3−y+1.

25. Na�imo prvo diferencijalnu jednaqinu koja odre�uje ove krive: kako je y′ = cos(x+C), imamo

y′2 + y2 = sin2(x+ C) + cos2(x+ C) = 1, tj. y′ = ±
√

1− y2.

(a) Ortogonalne trajektorije zadovoǉavaju jednaqinu 1
y′

= ±
√

1− y2, tj. ±dx =
√

1− y2 dy.
Integracijom nalazimo

±2x = y
√

1− y2 + arcsin y.

(b) Po (8), izogonalne trajektorije pod uglom 45◦ zadovoǉavaju jednaqinu 1+y′

1−y′
= ±

√

1− y2. Iz

ǌe nalazimo
(
√

1−y2±1)dy√
1−y2∓1

= dx, odakle integracijom dobijamo x = y+ 2
y ±2

(

√
1−y2

y +arcsiny
)

+C.

::::::::::::::::
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