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Mogucée su greske u reSavanju i pisanju samih reSenja zadataka. Na osnovu ovih
resenja je prof. dr Slobodan Radojevié pregledao zadatke sa pismenog ispita, te

ona vaze samo za studente koji su kod njega i slusali nastavu.

1. Resiti i diskutovati sistem jednacina u zavisnosti od realnog parametra a:

ar + Y zZ =a
% r 4+ (2a—-1)y + z =1
+ y + (Ba—2)z =1

ResSenje

Koristiéemo teoremu Kramera. Nadimo determinantu sistemas:

a 1 1 -1 a 1 1 a 1 1
D=1 2a—-1 1 1+ =1—a 2a-—2 0 :(1—a)1 —2 0
1 1 3a— 2 1 1 3a — 2 1 1 3a-—-2

Iskoris¢ene su dve osobine determinanti. Prva je, da se vrednost determinante ne menja ako se
nekoj vrsti (koloni) doda neka druga vrsta (kolona) pomnozena sa nekoom konstantom. Druga
je, da se determinatna mnozi konstantom tako $to joj se samo jedna vrsta (kolona) pomnozi

tom konstantom. Sli¢no, kao u prethodnom:

a 1 1 +
D = (1-a)|l -2 0 ]
1 1 3a-—2 -1

a—1 0 3—3a
= (1-a)| 1 -2 0
1 1 3a—2

1 0 -3
= —(@a-1%*1 -2 0
1 1 3a—2

= (a—1)"(6a+5)

Za D = 0 dobijamo vrednosti za a € R koje su potencijalni kandidati za diskusiju. Kako

se determinante koje odgovaraju promenljivama dobijaju od D zamenom odgovarajuce kolone



sa kolonom slobodnih ¢lanova, jednostavno se vidi da je D = D,. IskoriS¢avanjem osobine

determinanti, determinanta jednaka nuli ako su joj dve vrste (kolone) jednake, tada je:

a 1 1 a a 1 a 1 1
D,=|1 2a—-1 1 =D, D,=|11 1 =0, D,=11 2a—1 1| =0
1 1 3a — 2 1 1 3a—2 1 1 1
Resenja sistema X su:
5
a) Akojea#lia#—étadaje:
D D D 0 D 0
“p~p~ " YD~ D~ " “TDD

Sistem je saglasan i ima jedinstveno resenje:

R(%) = {(1,0,0)|aeR\ {1—2}}

b) Ako je a = 1 sistem se svodi na jednu jednacinu:
Y oz +y + z =1
Uz pretpostaku da je y = a i z = § gde su «, § € R sistema je saglasan sa viSe reSenja:

R(E)={(1-a-80a/7)|aBeR}

5
c) Ako je a = ~5 sistem se svodi na:
5 n . 5
——z z =—=
0 169 0
by r - Ey + z = 1
+ 27 1
x - =z =
Y7 %
odnosno na:
-5z + 6y + 6z =-5 j+
Y ¢ 3z — 8y + [32] = 3 J2 3
2c + 2y — 9z = 2 J+
Posle prvog koraka Gausovog postupka dobijamo novi sistem:
—1lz 4+ 22y = -—11
? e — 22y = 11

odnosno jednacinu:

Yo 1 ox—2y=1



2
Ako je y = a € R, sledi x = 1 4 2, odnosno z = 3% Sistem je saglasan i ima viSe reSenja:

R(%) = {(1+2a,a,§a) \aeR}

2. Nadi pravu © koja je presek ravni II : x 4+ y = 2 i ravni ¥ odredenoj sa tackom A (1,2, —1)

i pravom:
—2 1
p.r-2_ytl_:
2 -1 1

Resenje

|

{8}=¥nII

Prava I' odredena tackom Iy (2,—1,0) i vektorom T' = (2,—1,1). Vektor ravni ¥ normalan
je na vektor f, jer prava pripada ravni X, i normalan je na bilo koji vektor koji se nalazi u

samoj ravni. Tacke A i I'g pripadaju ravni ¥, sledi da je vektor ravni ¥ normalan na vektor



Fo—zzl = (1,-3,1). Iz prethodnog sledi:

i J ok
% = =
Y=TxTyA=12 -1 1|=(2,—-1,-5)
1 -3 1
Kako je ¥ = (A, i) trazena jednacina ravni je jednaka:
Y :2(x-1)—(y—2)—5(:z+1)=0=2r—y—52—5=0

Prava © dobija se kao presek ravni ¥ i ravni II. Odnosno {©} = X N 1L

o2 —5z:5

r + oy =2+
.. : .. : . 7T 3 .
Dobija se jednacina 3z — 5z = 7 koja za x = t daje z = —54—575. Kako je:
y=2r—52—-5=20+7-3t—-5=2—-1

mozemo napisati parametarski oblik jednacine prave, ali i kanonski:

vz t z—i—z
e :y = 2 - t:@;zzy_Qz 5
T3 -1 3

— t T

: 5 T3 5

3. Ispitati tok funkcije f (z) =In (x2 — 24 xvax? — 4) i skicirati njen grafik.

ResSenje

1.

Posmatrajmo nejednacinu 22 — 2 4+ 2v/22 —4 > 0 gdeje |z |> 2. Zaz >2je 2> -2 >0, ai
koren je pozitivan, sledi da je nejednacina tacna. Ako je z < 2 tada je 22 — 2 > 0 dok je drugi

deo nejednacine, xv/x? — 4, negativan. Proverimo da li je i tada:

=24 avVr2—4>0 = 22—2>—avr2—4
2
= ($2 — 2)2 > (—:r\/x2 - 4)

= x4—4:z:2+4>x2(:1:2—4)
= 2t — 42?44 > 2" — 42
= 4>0

= T

Sledi da je Dy = (—o0, —2] U [2, +00).



2.
Kako je f(—x) = 2> — 2 — zv/2%2 — 4 # £ f (x) funkcija nije ni parna ni neparna. Nadimo nule

funkcije:

=24+ avar2—4=1

f(z)=0 =
= x2—3:—x\/mAx§—2
= (x2—3)2: <—x\/m>2Ax§—2
= 2622 +9=2' -4’ N2 <=2
= 20 —9=0Az< -2
= x:—i%—2.12

>

Funkcija ne sece y osu zbog prirode Dy.

3.

Potrebno je ispitati ponasanje funkcije na krajevima oblasti definisanosti. Funkcija nema
vertikalne asimptote, ali zbog crtanja grafika pogodno je izracunati f(2) = In2 ~ 0.69, i
f(=2) = In2 =~ 0.69. Ponasanje funkcije u na krajevima oblasti definisanosti podrazumeva

nalazenje slede¢ih grani¢nih vrednosti:

lim f(x)= lim ln<m2—2+x\/m>:ln(lim <x2—2+x\/m>)

r—r-+00 Tr—-+00 r—r—+00

Ovo je moguce uraditi jer je elementarna funkcija Inx neprekidna. Izraz pod grani¢nom

vrednoséu je ekvikonvergentan, ponasa se isto kao, ? za > 2. Tada je:

ln( lim (x2—2+xm)) :ln< lim :c2> = In (+00) = +00

T—r+00 T—r+00

Nesto slozenija je druga grani¢na vrednost:

lim f(z)= lim ln<$2—2+xm>:1n<lim <x2—2+xm)>

T——00 T—r—00 T—r—00

Za x < —2 izraz pod grani¢nom vrednoséu je ekvikonvergentan z% + z | z |. Tada je:

T—r—00

ln( lim (x2—2+:z:\/x2—4>) :1n< lim (x2+x|x|)) =In0=—-c0
T——00

4.

U nalazenju izvoda, potrebno je primeniti vise puta, pravilo o nalazenju slozenog izvoda:

f(z) = <ln <x2 -2 —1—3:\/9527—4))/

1 9 !
= Nz —2+:E\/:I:2—4>
22 =2+ —4 (




1 1
"(2) = 2:C—|—\/x2—4+:c—2x>
/(@) x2—2+37\/m2—4( 2vVx?2 —4

1 x?
— x2_2+xm(2x+\/x2—4+—m>
1 2012 — 4+ a2 — 4 + 22
22— 2+ V22 —4 Va? —4
1 22— 2+ v —4

9.
2 -2+ a2 —4 Vaz—4
2

2 —4

Sledi da je za sve vrednosti iz Dy prvi izvod f'(z) # 01 da je f'(x) > 0. Posledica je da
funkcija nema ekstrema i rastuca je. Problem diferencijabilnosti se ne pojavljuje.

5.

-1 1 —2x
26 = ———
(\/x2—4)22v372—4 (x2—4)%
Funkcija je konveksna za x < —2, dok je konkavna za x > 2.

6.

Kosih asimptota nema jer:

[ (x) =2

®
1§

7.

Grafik funkcije je dat sledeé¢im crtezom.

Slika 1: Grafik funkcije f (z) = In (.252 — 24 axva? — 4).



4. Razviti funkciju f (z) = zarctgz u Maklorenov red stepena 4 i pomocu njega priblizno
izracunati arctg 5
Resenje

Dovoljno je razviti funkciju g (z) = arctg x u Maklorenov polinom 3 stepena. Tada je:

g©)  ¢"0) 5, ¢"(0)
g(z) ~g(0)+ TR z? + 3 7
Kako je:
9(0) =0
1
/ /
py - 1
90 = 75 =90
"(0) = ——5-20=4"(0)=0
9" (0) 1722 9" (0)
2 —
///0 :—.2x2+ ///0__2
O = 0 g 220" 0
razvitak funkcije g (z) jednak je:
1 -2 1
Funkcija f () u razvijenom obliku jednaka je:
1
(@) =a* - 5ot

1 1 1
Iz f (5) =% arctgg sledi:

1 1 1 1\ 1/1\* 1 175-1 1 74
f 5 :5arctg5: 5] "33 = arctg - = -——— = arctg - = ——



