
1. kolokvijum iz Matematike 2 (smene 3 i 4) 8.4.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Primenom definicije odre�enog integrala izraqunati∫ 2

0

x3dx.

Rexeǌe. Podelimo segment [0, 2] na n jednakih delova pomo�u

taqaka xi = 0 + ih = ih, 0 ≤ i ≤ n, gde je h =
2− 0

n
=

2

n
. Za

istaknute taqke izaberimo desne krajeve tako dobijenih delova,

tj. ξi = ih = i · 2
n
, 1 ≤ i ≤ n. Tada integralne sume imaju oblik

σ =
n∑
i=1

f(ξi)h =
n∑
i=1

(
i · 2
n

)3

· 2
n
=

(
2

n

)4 n∑
i=1

i3 =

(
2

n

)4 (
13 + 23 + · · ·+ n3

)
,

a dati integral je jednak

lim
n→∞

[(
2

n

)4 (
13 + 23 + · · ·+ n3

)]
= 24 lim

n→∞

13 + 23 + · · ·+ n3

n4
= 24 · 1

4
= 4.

2. Odrediti ∫
x4 + 1

x4 − x3 + x2 − x
dx.

Rexeǌe. Neka je

I =

∫
x4 + 1

x4 − x3 + x2 − x
dx.

Kako je stepen polinoma u brojiocu (ve�i ili) jednak stepenu
polinoma u imeniocu, prvo treba podeliti polinom u brojiocu
polinomom u imeniocu:

(x4 + 1) : (x4 − x3 + x2 − x) = 1 +
x3 − x2 + x+ 1

x4 − x3 + x2 − x
,

pa je

I =

∫ (
1 +

x3 − x2 + x+ 1

x4 − x3 + x2 − x

)
dx.



Razlomak u ovako dobijenom podintegralnom izrazu predstavǉa
pravu racionalnu funkciju i va�i

x3 − x2 + x+ 1

x4 − x3 + x2 − x
=

x3 − x2 + x+ 1

x(x− 1)(x2 + 1)
=
A

x
+

B

x− 1
+
Cx+D

x2 + 1
.

Mno�eǌem prethodnog izraza sa x(x− 1)(x2 + 1) dobijamo

x3 − x2 + x+ 1 = A(x− 1)(x2 + 1) +Bx(x2 + 1) + (Cx+D)x(x− 1)

= (A+B + C)x3 + (−A− C +D)x2

+(A+B −D)x− A.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz odgovaraju�e stepene dobijamo
sistem

A+B + C = 1

−A− C +D = −1
A+B −D = 1

−A = 1,

qije je rexeǌe

A = −1, B = 1, C = 1, D = −1,

pa je

I =

∫ (
1− 1

x
+

1

x− 1
+

x− 1

x2 + 1

)
dx

=

∫ (
1− 1

x
+

1

x− 1
+

1

2
· 2x

x2 + 1
− 1

x2 + 1

)
dx

= x− ln |x|+ ln |x− 1|+ 1

2
ln(x2 + 1)− arctanx+ c

= x+ ln

(∣∣∣∣x− 1

x

∣∣∣∣√x2 + 1

)
− arctanx+ c.

3. Odrediti ∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

.



Rexeǌe. Neka je

I =

∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

.

Kako je u izrazu pod korenom koeficijent uz x2 ve�i od 0 (a = 1),
mo�emo koristiti Ojlerovu smenu

√
x2 + x+ 1 = t− x.

Nakon kvadriraǌa prethodnog izraza dobijamo

x2 + x+ 1 = t2 − 2tx+ x2,

odakle sledi

x+ 1 = t2 − 2tx,

odnosno

x(1 + 2t) = t2 − 1,

pa je

x =
t2 − 1

2t+ 1
.

Ako diferenciramo ovaj izraz imamo

dx =
2t(2t+ 1)− 2(t2 − 1)

(2t+ 1)2
dt =

4t2 + 2t− 2t2 + 2

(2t+ 1)2
dt =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt.

Primetimo jox da iz Ojlerove smene imamo

x+
√
x2 + x+ 1 = t.

Kad zamenimo dobijeno u dati integral bi�e

I =

∫ 2(t2+t+1)
(2t+1)2

dt

t
= 2

∫
t2 + t+ 1

t(2t+ 1)2
dt,

qime smo dobili integral prave racionalne funkcije. Daǉe va�i

t2 + t+ 1

t(2t+ 1)2
=
A

t
+

B

2t+ 1
+

C

(2t+ 1)2
.

Mno�eǌem prethodnog izraza sa t(2t+ 1)2 dobijamo



t2 + t+ 1 = A(2t+ 1)2 +Bt(2t+ 1) + Ct

= A(4t2 + 4t+ 1) +B(2t2 + t) + Ct

= (4A+ 2B)t2 + (4A+B + C)t+ A.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz odgovaraju�e stepene dobijamo
sistem

4A+ 2B = 1

4A+B + C = 1

A = 1,

qije je rexeǌe

A = 1, B = −3

2
, C = −3

2
,

pa je

I = 2

∫ (
1

t
− 3

2
· 1

2t+ 1
− 3

2
· 1

(2t+ 1)2

)
dt =

{
smena 2t+ 1 = s

2dt = ds

}

= 2

(
ln |t| − 3

2

∫ 1
2
ds

s
− 3

2

∫ 1
2
ds

s2

)
= 2

(
ln |t| − 3

4
ln |s|+ 3

4
· 1
s

)
+ c

= 2 ln |t| − 3

2
ln |2t+ 1|+ 3

2
· 1

2t+ 1
+ c

= 2 ln
∣∣∣x+√x2 + x+ 1

∣∣∣− 3

2
ln
∣∣∣2(x+√x2 + x+ 1

)
+ 1
∣∣∣

+
3

2

1

2
(
x+
√
x2 + x+ 1

)
+ 1

+ c.

4. Na�i odgovaraju�u rekurentnu formulu, a zatim izraqunati∫ π
2

0

cos20 xdx.

Rexeǌe. Prvo tra�imo odgovaraju�u rekurentnu formulu. Ima-
mo



In =

∫ π
2

0

cosn xdx =

∫ π
2

0

cosn−1 x cosxdx

=

{
u = cosn−1 x, dv = cosxdx

du = (n− 1) cosn−2 x(− sinx)dx, v = sinx

}

=
[
cosn−1 x sinx

]∣∣π2
0
+ (n− 1)

∫ π
2

0

cosn−2 x sin2 xdx

= 0 + (n− 1)

∫ π
2

0

cosn−2 x(1− cos2 x)dx

= (n− 1)

(∫ π
2

0

cosn−2 xdx−
∫ π

2

0

cosn xdx

)
= (n− 1)(In−2 − In),

odakle sledi

In =
n− 1

n
In−2.

Ako nastavimo da primeǌujemo ovako dobijenu rekurentnu for-
mulu imamo

In =
n− 1

n
In−2 =

n− 1

n
· n− 3

n− 2
In−4 =

n− 1

n
· n− 3

n− 2
· n− 5

n− 4
In−6 = · · ·

=

{
n−1
n
· n−3
n−2 · · ·

2
3
I1, n neparno

n−1
n
· n−3
n−2 · · ·

4
3
I2, n parno.

Izraqunajmo integrale

I1 =

∫ π
2

0

cosxdx = [sinx]|
π
2
0 = sin

π

2
− sin 0 = 1− 0 = 1

i

I2 =

∫ π
2

0

cos2 xdx =

∫ π
2

0

1 + cos 2x

2
=

1

2

[
x+

1

2
sin 2x

]∣∣∣∣π2
0

=
1

2

(π
2
− 0 + sin π − sin 0

)
=

1

2

(π
2
− 0 + 0− 0

)
=

1

2
· π
2
.

Odavde je



In =

{
n−1
n
· n−3
n−2 · · ·

2
3
· 1, n neparno

n−1
n
· n−3
n−2 · · ·

4
3
· 1
2
· π
2
, n parno

=

{
(n−1)!!
n!!

, n neparno
(n−1)!!
n!!
· π
2
, n parno.

Na osnovu dobijenog je∫ π
2

0

cos20 xdx =
(20− 1)!!

20!!
· π
2
=

(19)!!

20!!
· π
2
.



1. kolokvijum iz Matematike 2 (smene 3 i 4) 8.4.2015.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Primenom definicije odre�enog integrala izraqunati∫ 3

0

x2dx.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 1. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija ∫ 3

0

x2dx = 9.

2. Odrediti ∫
x4 + 1

x4 + x3 + x2 + x
dx.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 2. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija

∫
x4 + 1

x4 + x3 + x2 + x
dx = x− ln

(∣∣∣∣x+ 1

x

∣∣∣∣√x2 + 1

)
− arctanx+ c.

3. Odrediti ∫
dx

x−
√
x2 + 2x+ 4

.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 3. zadatku grupe 1. Na
kraju se dobija

∫
dx

x−
√
x2 + 2x+ 4

= 2 ln
∣∣∣√x2 + 2x+ 4− x

∣∣∣
−3

2
ln
∣∣∣√x2 + 2x+ 4− x− 1

∣∣∣
−3

2
· 1√

x2 + 2x+ 4− x− 1
+ c.

4. Na�i odgovaraju�u rekurentnu formulu, a zatim izraqunati∫ π
2

0

sin20 xdx.



Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 4. zadatku grupe 1.
Odgovaraju�a rekurentna formula glasi∫ π

2

0

sinn xdx =

{
(n−1)!!
n!!

, n neparno
(n−1)!!
n!!
· π
2
, n parno,

a dati integral je jednak∫ π
2

0

sin20 xdx =
(19)!!

20!!
· π
2
.


