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Ubrzanje tacke

Kinematicka veli¢ina koja karakteriSe promenu vektora brzine tacke naziva se
ubrzanje tacke.

Vektorski nacin odredivanja ubrzanja tacke

Neka se uocena tacka M krece po putanji ab. Uocavaju se dva bliska polozaja
posmatrane tacke: polozaj taCke M odreden vektorom polozaja r(t) u kome se tacka

nade u trenutku t i kada ima brzinu V i polozaj tacke u kome se ona nade u trenutku
t, =t+At, kada ima brzinu V, =V(t, )=V +AV .

2 Odnos priraitaja vektora brzine AV i njemu
odgovarajueg prirastaja vremena Al naziva se
” 7 7 . . » :
= srednje ubrzanje taCke za interval vremena At,
° 7N odnosno
(L) AV N 7 7 _ 7
AN 5 AV _Vi-V
TOAt -t
sy a 1
0

Grani¢nim prelazom, kada se At smanjuje i tezi nuli,
vektor srednjeg ubrzanja &, tezi nekoj granicnoj
vrednosti, koja se naziva ubrzanje tacke u datom trenutku (ubrzanje tacke) i odredeno
je sa

d=lima, = im &Y V¢
At—0 at—0 At t

Dimenzija kojom se izrazava intenzitet ubrzanja je odnos duzine i kvadrata vremena
[a] =[LT ], ajedinice za merenje su: ms >, cms >, kmh™, itd.

Analiticki (koordinatni) nacin odredivanja ubrzanja tacke

z A Odredivanje ubrzanja tacke u Dekartovim

i B 71‘ pravouglim koordinatama

a=r=x +yj+2,

a=,a’+a, +a,’ ,cosa =", cosﬁzl, cosy =—.
a a a

Ako se tacka kreée u ravni, tada je
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ax = X. b ay = y 2
a=4%+y, COSa:g, cosﬂzg,
a u slucaju pravolinijskog kretanja tacke je
A-ai=xi=V,i, a=[a]=[x.
Odredivanje ubrzanja tacke u polarno -

cilindarskim koordinatama

" = (F=rg" )T, + (r+2r @) p, + 2K ,

d=af, +a,p, +a,k,

a =F-rg’, a,=rp+2fp,a,=1,

- 8, -radijalno, a,-poprecno (cirkularno, transverzalno) i a, -aksijalno ubrzanje tacke.

a a a
a=,a’+a,’ +a,’, cosp, =—", cosp,=—", cosB,=-L.
a a a
Kada se tacka krece u ravni , tada je
8 =f-rg’, a=(F-rg? ) +(rj+2fg) ,cosf, =2, cospp, = 2
a, =rp+2tg, T Al " a
Izraz za poprecno ubrzanje moze pisati i u obliku
1d, . 1d
a,=—— (re), a,=—-(25,),
P rdt( ?)s 3 rdt( )

gde je sa S, oznacena projekcija sektorske brzine tacke na osu Oz, odakle sledi da
kada je sektorska brzina konstantna, vazi
a,=0.
p

Prirodni nacin odredivanja ubrzanja tacke
Prirodni trijedar u tacki prostorne Kkrive

Neka se posmatra kretanje tatke M po poznatoj putanji ab. Uocavaju se dva bliska
polozaja tacke M na putanji: polozaj u kome je
jedini¢ni vektor tangente na putanju Ti polozaj u
kome je jedini¢ni vektor tangente na putanju
1:1 =T + AT .Grani¢ni polozaj ravni koju formiraju

ova dva vektora, kada tacka M, tezi tacki M,
naziva se oskulatorna ravan prirodnog trijedra u
tacki M prostorne krive koja predstavlja
trajektoriju posmatrane tacke.

oskulatorna
ravan

=)

Upravno na jedini¢ni vektor tangente T nalazi se

0

Par

normalno
ravan

0

3t

Y

rektifikaciona
ravan

fs

normalna ravan prirodnog trijedra u tacki M.
Presek oskulatorne i normalne ravni odreduje
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pravac glavne normale ¢iji je jedini¢ni vektor N i koji je usmeren na konkavnu stranu
krive. Upravno na ove dve ravni nalazi se tangencijalna (rektifikaciona) ravan
prirodnog trijedra u tacki M krive. Presek normalne i tangencijalne ravni odreduje

pravac binormale &iji je jedini¢ni vektor B upravan na ostala dva jedini¢na vektora
prirodnog trijedra, a orijentisan je tako da vektori T, N i B obrazuju desni trijedar.

Vektor krivine krive

Pri kretanju tatke M po poznatoj putanji ab mogu se uoditi dva bliska polozaja tacke
M: polozaj u kome se tacka nade u trenutku t, koji je odreden lu¢nom koordinatom

s=95(t)= OIA M , kada je jedini¢ni vektor tangente na putanju T i poloZaj u kome se
tacka nade u trenutku t,, koji je odreden lu¢nom
koordinatom s, =s(t) = OTM1 =S+As, i kada
je jedini¢ni vektor tangente na putanju
T =T +AT.

Promenom lu¢ne koordinate As=s, —S menja

se 1 jedini¢ni vektor tangente T zbog Cega se
moze pisati da je
T=T(s)

Vektor
;AT
s
naziva se srednja krivina krive na delu MM , - Grani¢nim prelazom, kada tacka M tezi
tacki M, , dobija se vektor krivine krive u tatki M
K = lim AT 9T
As—>0 AS ds

Za odredivanje intenziteta vektora krivine K koristi se jednakokraki trougao MAB iz
koga sledi da je

‘Aﬂ = AB= 2sin%,
jer je "I:‘ = "I:l‘ =1. Ugao A8 koji zaklapaju jedini¢ni vektori tangente Ti 'Ii u tacki M

naziva se ugao zakrivljenja (kontigencije) krive na delu MM -

_ . AG . AO . AO
_ ‘AT‘ - 2sin—— _ sln7 Y sin——
Sag TEm a0 AN TAe M WA T
2 2
K = lim 22 99
As—0 AS ds
Iz diferencijalne geometrije je poznato da vazi
. A1
lim—=—,
As—0 AS RK

gde je Ry - poluprecnik krivine krive o datoj tacki, ds = R, dé, tako da je



Masinski fakultet, Beograd — Osnove mehanike 2 — Predavanje 2 4

c_do_ 1 1

T ds R, R’

Grani¢nim postupkom kada tatka M, teZi tacki M, dolazi do obrtanja ravni MABD

b

oko vektora T i kao grani¢ni poloZaj dobija se oskulatorna ravan. Pri tome , vektor
srednje krivine Ksr sve vreme ostaje u ravni MABD i grani¢nim postupkom prelazi u

vektor krivine K. Dakle, vektor krivine krive K pripada oskulatornoj ravni. Ugao
koji vektor Ksr zaklapa sa jedinicnim vektorom tangente T odreden sa
r-AG L _F A8

=7 - 5 = 5 - + 5
4 4 4 5 4 D)

(As — 0,A0 — 0) Igm Q= % , §to znati da je vektor krivine K upravan na jediniéni
AO—0

vektor tangente T u tacki M.
U slucaju kada je As >0, prirastaj jedini¢nog
vektora AT usmeren je na "unutra$nju" stranu

krive, a u slucaju kada je As<0, vektor AT
orijjentisan je na "spoljasnju" stranu krive.

Medutim, vektor AA—T koji je jednak K,
S

usmeren je na "unutrasnju" stranu krive zbog
znaka skalara As. Iz svega prethodnog
proizilazi da vektor krivine krive ima pravac i

smer jedini¢nog vektora normale N u tacki M krive, zbog &ega se mozZe pisati da je

K=KN=_"N.
RK

Tangencijalno i normalno ubrzanje tacke

U slucaju kada se tacka kre¢e po poznatoj putanji, i kada je njeno kretanje zadato
zakonom kretanja tacke po putanji S =S(t), tada na osnovu definicije ubrzanja sledi

= d - d -
a=V=—(V,T)=—(sT),
5T =5 5T)

d=8T+5T,
0T Toek-SN, acst+ N
ds Ry R
Kako je
« M @G VT d=aT+a,N+a,B,
TG T sledi da je
wy ~ a, =85=V,, aNzi:ﬁ, a, =0,
a R¢ Rk
N gde je a;-tangencijalno, ay-normalno 1 ag-
i binormalno ubrzanje tacke.

a a
aZVaT2+aN2> COSﬂT:;T’ COS'BNZ?N.
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Odredivanje poluprecnika krivine putanje tacke

. av V?
a, =a-T, a = , ay=ya’-a , R =—.
v, a,

Konkretno, kada je kretanje tacke zadato u odnosu na Dekartov pravougli
koordinatni sistem, diferenciranjem izraza za intenzitet brzine tacke, dolazi se do

relacije |2VaT| = |2XX +2yy+277

, 1z koje sledi izraz za intenzitet tangencijalnog i
normalnog ubrzanja tacke
X%+ yy + 2] Q- VO = YR)? + (X2 - 2%)* +(y2 - 27 )’

D . . 2 N D . . 2
Xy +2? Xy 42t

V2

a’-a,’

jar| =

paje
Ry =



