UzBop: Jean-Philippe Grivet, “Nonlinear population dynamics in the chemostat “, Computing in
science & engineering, IEEE 2001; muuk: http://users.mat.unimi.it/users/naldi/chemostat.pdf

Ha cn.1 je mpencraB/beH OCHOBHH MOJEN XEMOCTAaTa — PEAKTOp ca KOHCTAHTHHM HHUBOOM U
XOMOTEHHM pacTBOPOM Koju ce o00e30ehyje memamurioMm. ['ycThHa MHKpoopraHm3ama y TOCYAX
3ampeMuHe V je O3HaueHa ca X (Opoj opraHmzamMa WM rpaMa OHoMace MO jeIWHUIM 3alpeMUHE).
[IpernocTaBiba ce na mocrojame OakTepuja 3aBUCH OJf KOHCTAHTHOT JOTOKA jeJJHE BPCTE XPaHJbUBUX
MaTepHja Koje ce HazuBajy cyncmpam (niojuiora). [lymma koja HUje TpeAcTaB/beHA HA CIUIM AOCTAaBIba
XEMOCTaTy MEINjyM KOjH CaApXKH cyncmpam KOHIEHTpaldje Sp IPU KOHCTAHTHOM 3alPEeMHUHCKOM
notoky f. McToBpemeHo ce M3 XxeMocTara ykiama caapikaj, ykibydyjyhu Oakrepuje, HEUCKOpHUIIheHH
CyICTpaT, yKJbydyjyhu Moryhe ycrmyTHe mpoayKTe MeTadoIn3Ma HCTUM MTPOTOKOM UCTHUIama f.

Cnl. Wema xemocTtaTa. R je pesepsoap; S mewanuua; C
XemocTaT uaum peaktop, O NPOTOK UcTMLama . [loToK u
VNCTULLAHE CY j& KOHCTaHTHU

V —  3ampeMuHa mocyje

X — TyCTHHa MHKPOOpPraHH3aMa y IOCYIu

Sp = const — KOHIIEHTpaluja cyrcrpara (XpaH/bUBHX MaTepHja, IMOIOTE)

f — 3anpeMHHCKH MPOTOK JOTOKA M UCTHIAkha (HUBO TEUHOCTH y CYIy CONSt)

D= {—7 cTereH pa3Onaxema: MpeAcTaBba Opoj, KOJMYMHY HOBOCTBOPEHE MaTepHje Y jeIUHHULIN
BpEMEHa.



[TomTo ce mpermocTaBspa qa Memanua 06e30e3l)yje XoMoreH pacTBOp, 4ecTUIla KyAType Koja ce
y3raja (XpaHjpMBe MaTepuje wian OakTepuje) mMa BepoBaTHOhy D na HamycTH XeMocTaT y jeAMHUIH

.1 .
BpemeHa. OOpHYTO, BepoBaTHOhA /1a YeCcTHIa OCTaHE y PEaKTOpPY je > Tae je D ympaBspadka BeTHYMHA.

Crora je cTeneH HCIMPamba OpraHu3aMa;

dx __p 1
dtw_ X ()

(13

(yjen. (1) je 3Hak ,—* momTo je D BepoBaTHOhA Aa YecTHLIA KYATYpe KOja Ce y3raja HaIyCTH XeMOCTar)

Ipupact 6akrepuja nobujeHnx heamjckom 1eo60M ce Mema 1Mo eKCIIOHEHIIN]alTHOM 3aKOHY WIIN
EKBUBAJICHTHO T (. jen.:

dx @
dtly
r7e je Y criennUIHA CTENeH NMpUpacTa (M3pakeH PEIUIIPOYHOM BPEIHOCTHA BpEMEHa; OOMYHO ce
m3paxkapa y cAtuma, y oncery 0,1 — 1 h™! ). OxHocu ce Ha BpeMe yABOCTydYaBama HOMyJalije tg =
In(2)/p. Ha nasbe Moxe Ja ce Hamuile KOMIUICTHA je[JHAYMHA I'YCTHHE OpraHu3aMa y Xxemocrtary (Win
KOHIIeHTpaluja Ouomace) cabupajyhu jen. (1) u (2):

dx

EZ(H—D)X 3)

Konnenrpamuja cyncmpama S (y rpaMuMa HIM MOJIOBUMA TI0 jeJI. 3allpEMHHE) MEHka ce 300T
JIOTOKA, UCTIHPakha U UCXPAHOM OpraHu3ama. YTHI] JIOTOKA Sk M HCIHpama S OMUCaH je jeHAYNHOM
CIIMYHOM jef. 2:

[ToxazaHo je aa cy pact OakTepyja U KopuIIhewe cyncmpama  OOMYHO TPONOLUOHATHY jETHO
JOpyroM, Makap KajJa ce KOPHCTH caMo je/lHa XpaHsbKBa Mareprja. OBO MOKe J1a ce 3amuile y oOJInKy:

dx ds
| (5)

dtl, dt

g

IMapametap Y je 6e3MMMEH3MOHA KOHCTAHTA MPHHOCA, a 3HAK MHHYC C€ OJHOCH Ha YHEHCHUILY J1a
Ce CyICTpaT KOPHCTH TOKOM pacTa. 3a BehuHy Mukpoopranusama BpenHocTH 3a Y ¢y y oncery 0,05-0,2.
dopmupajyhu ds/dt kao 30up BpeasocTn u3 jen. (4) u (5) nobuja ce:

=>ds 1dx| @2)>
dtl,  vdel,” 7

(5)




L -9 -E (o
dt Y
Jemnaunne (3) u (6) Ou mpepcTaBibaje CUCTEM JIMHEApHUX MUd. jel. 1a HeMa BENIWYHHE |l Koja
3aBHCH O]l KOHIICHTpaIMje cyncmpama M Koja TpeJICTaBiba HeluHeapHocT. [IpeTnocTaBiba ce 1a je 3a
XEeMOCTaT ca jeTHOM XPaHJbUBOM MAaTEPHjOM CIIeNU()UIHH CTETeH IIPHpacTa |l iMa OOJIHK:

S
W= tm s @)

r7e je W,, MakcuMaiHa Moryha BpeTHOCT KOja ce IMOCTIDKE ca OeCKOHAYHOM BpeTHOIINY KOHIICHTpaIHje
XpaHJbUBHUX MaTepuja (U, 3aBHCH 01 (U3NUKUX TapaMeTapa MeIrjyMa Kao MTo ¢y TeMnpeparypa u pH).
Bennunna k ce Ha3uBa KoHCTaHTa 3aculieba U jelHaKa je BPEIHOCTH S 32 KOjy je [ Ha MOJIOBUHU CBOje
MakcuManHe BpeaHocTH. Bpeanoct 3a k ce kpehe y oncery 107* - 1073 gl=1 (rne je gl™! rpam no
JHUTPY).

Jennauune (1) — (7) onmcyjy moHamame XeMOCTaTa ca jeJIHOM BPCTOM KOja C€ y3raja U jeIHOM
BPCTOM cyncmpamd, TAe Cy My, K, m Y KOHCTaHTe KapaKTepHUCTHKa OpraHu3Ma (3a Jare CHOJbHE
napameTpe); MoIeIbUBY MapameTpu cy Sou D.

PaBHOTEKHO cTame

Veputhyjyhu y jen. (1)-(7): dx/dt = ds/dt = 0 u o3HauaBajyhu ca TUIZIOM PaBHOTEKHA CTamba,
nobujajy ce Bese (3aHeMapyjyhu TpuBHjanHa pemema x = 0, s = sg):

B)= @@E-D)x=0 = jgi=D

(6) > X =Y(sg— %) 9
N =>i= :—’_ﬁ (10)

Kako ctemnen pazonaxewa D pacte of Hyse, KOHLEHTpalKja XpaHJbUBUX MaTepHja y XeMOCTaTy
pacTe 10K KOHIIEHTpallija OpraHu3ama naza cse oK pazonaxeme D He TOCTUTHE KPUTHYHY BpeAHOCT D¢
IPH KOjOj je KOHIIEHTpaIlrja CyIcTpara Sy U Taja ce ryou cBa buomaca. U3 jen. (8) cienn:

SR Um

D, = 11
¢ k + sp an

[Ipu Behum BpenHocTuma D, Gakrepuje ce HCIIUPAjy U3 peakTopa Op:kKe Hero IITo ce pa3BHjajy U
HE MOXeE JIa Ce YCIIOCTaBH PAaBHOTEKHO cTame 0e3 003upa Ha moyeTHe yciaoBe. Y Cilydajy Ja je He3aBHCHA
BEJIMYMHA Sy TPEBUILE MaJla, HE MOXKE J1a c€ OJPKH PaBHOTEKHO CTame oxpeheHo BennuuHaBa S, X 1 M.
Tana je HEONXOHO A2 je UCIYH-EH YCIIOB J1a Sp > S.



Iloceonu orpannyaBajyhu ycion
Ananmsupa ce rmoce0aH ciry4aj Kaja He IOCTOjU JOTOK U OTHIIAFhE:
(7) = (3) yHocehu D = 0: Cana cy jenHaunHe 00JIHKa:

dx sx ds Um SX

@ Emrs N=0O= ="V irs

(12)

=>ds_ 1dx=>dx+yds_0 d FYS) =0
Frini it il i G O

YBoxehu modeTHe BpeJHOCTH KOHIIEHTpAIHja Y peakTopy Xg U S Jobwuja ce:
x+Ys=xy+Ysy =C( (13)

OBa jenHauuMHa TPEJCTaB/ba jEAHOCTABAH 3AKOH 0O0pcarba. OaKTepUje KOPUCTE OPraHCKY
MaTepHujy Koja HecTaje Aa OM CTBOpHIe MHKpoOe ca mMpruHOCOM Y.

AKO ce MPETIOCTaBH Jia je KOHIICHTpallKja CYICTpara JajeKo of 3acuhicmha WU J1a je S Majo y
omHOCy Ha k, jeHaYMHA KOja OMKCYje IPOMEHY X MOCTaje:

d m
(13) = (12) = d—’; - ’;—Yx(c0 — %) (14)

IITO MPECTaBJba A00PO MO3HATY jeIHAYHNHY, Ca TapaMeTpOM pacTta U, Co/kY u kananutetom C,. 3a 0Baj
MOJIe]T pa3Boja je KapaKTEPUCTHUYHO Jia je TpH Majoj T'YCTHHHM CTEleH pa3Boja IMPOMOPIMOHATIAH
MOMyJIAIMjH U J]a TEXKH eKCIIOHEHIIMOHATHOM pacTy. Mnak, HacTyna Mamak XpaHe, a CpeiiHa 3arylieHa.
Oga mojaBa ce obmuHO Mojenyje nmomohy (akropa Cy — x. PacT mpecraje kaga x mocturae C,. Omer
rmocroje 1Be (UKCHE Tauke: TpuBHjaiaH ciy4aj X = (0 u paBHOTEXHO cTame X = (.

Onurn cayyaj

3a ananusy jenHaumHa (1)-(7) xoje omucyjy xemoctar morogHo je mpehu Ha Ge3auMeH3HOHE
BesimunHe. JleduHunry ce mpoMeHsbHBe:

T=Dt; S=s/sp; X =x/Ysg (15)

u dhopmupajy aud. jea. y o0nuky

, ds MSX
. dX MSX

VBone ce peaykoBanu napametpu M = p,, /D u K = k/sp n nebunumy necue crpane jen. (16) u (17)
kao ¢pynkuuje F u G.

VYouaBa ce a y ONIITEM CIy4ajy M JaJbe BKW 3aKOH OJPKama, CIMYHO Ka0 M MPETXOJIHOM
usBohemwy. Cabupajyhu jen. (16) u (17), mobuja ce S'+X' =1—-S —X. Yepuwhyjyhu dX/dt =
dS/dt = 0 nobuja ce paBHOTEIKHO CTambE!

(So+Xp)e t+1 (18)



Perreme je acHMITOTCKH CTAOWITHO TIOIITO tlim $S+Xx)=1.
—00

Cucrem nar jen.(16) u (17) uma nse dukcue tauke: {X; = 0,S; = 1} u

~ K - K
Se=y—7 X=l-y—3 (19)
KOj€ Mpe/CTaBibajy TpaHcaanujy y oesaumensuone Bennunne jer. (8)-(10). Yiory Bemuununne D je cana
npey3ena BenuuuHa M. [omro je koHueHTpanuja no3utiBHa, M > 1 (umu D < p,,). Y KOJIHKO OB3j
YCJIOB HUj€ UCIYHEH HE TIOCTOjH PaBHOTEKHO CTalkbe ca KOHAYHUM BPEITHOCTHMA TOIyJandje OakTepHu;ja;
TO je cioy4aj ucmupama koju je Beh ommcan. Taxolhe mopa ma 6yme ucnymen ycnoB K < M — 1. Osgaj

YCIIOB 3a Sk je Beh CIIoMeHyT 1 MOKe /1a ce MOTBpau KopuinhemeM neduHunmja BeamauHa M u K.

Hymepuuka cumysanuja xemocrara

Jen.16 u 17 npencrapipajy cucteM ox aBe Aud. jeqx mpBor pexa. Ha ci.2 je mat on3uB cructema 3a
BpenHoCTH mapamerapa: Y = 0,53; u,, = 0,85h71;k = 0,0123g17%; s = 2,5g171. OBa mnpomena y

(ha3zHoj paBHU je maTa Ha CI.3.
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BpEmMe
Cn.3. NpomeHa ca cA.2 y $a3Hoj paBHU. yHa AMHMja ce OJHOCU Ha jea, 16 n 17, a

Cn2. MpomeHa KOHUEHTpaumje TOKOM BpemeHa npema jea. 16 n 17 - (nyHa anuunja) n
VCNpPeKnaaHa Ha jeg,. 22 v 23

jed. 22 v 23 (McnpeknaaHa AMHKja). S - cyncTpaT, X - MUKpoBu

VYouaBajy ce cinudyHe MPOMEHE 3a CBE OUYEKHWBaHE BPEJHOCTH mapaMerapa. ['yctuna hemmja pacre
CKOpPO CKCIIOHEHIMjaJTHO a 3aTUM Harjio yclopaBa pacT, JIOK KOHIIEHTpalHja CyNcTpaTa pacTe JIo
MaKCUMaJlHe BPEJHOCTH, a 3aTUM Taja Ha Many BpenHocT. OBakBO MoHalIame ynyhyje J1a Moxe J1a ce

W3BEIC jeIHOCTAaBHA alIPOKCHMAIIMja KOja MOXKe Jla CUMYJHpa MOYETHH pa3Boj brnomace.

[IpernoctaBmajyhu na S >> K Hanasu ce ga jen.l6 m 17 mpakTMuHO Kao Aa BHIIE HUCY
CIIpETHYTE:
S'=1-S-MX (22)

X' =MX-X (23)



Pemema 0BUX T0jeIHOCTABILCHHX jeTHAYNHA CY AaTa UCIPEKUIaHNM JInHUjama Ha ci1.2 u 3. OHe
MPENICTaBIbajy MPHWINYHO T00PY alpOKCUMAIIH]y CBE JIOK je S BEJIMKO y oiHOCY Ha K.

Moryhe je ma ce mpoBepu CTaOMITHOCT PaBHOTEKHOT CTakba HyMEpHWYKH Ha cienehw HadWH:
jennaumnne (16) u (17) ce uHTerpase Ha JOBOJHHO IYrOM BPEMEHCKOM MEPHUOIY TAaKO Jla CUCTEM mpule
PaBHOTEKHOM CTamy, a 3aTUM ce yHece nopeMehaj Harmum cmamemeM 20% BpemTHOCTH Sp(TpeMa Tome
IITa MPECTaB/ba Sy Kao jeAMHUILy KOHIIEHTpauuje, To oAaroapa nosehamy 3a 20% Benuuunna X, S u K).
Cmuka 4. mokaszyje ma ce cucteM Bpaha y MPETXOJHO CTame MO eKCIIOCHIIWjalHOj KPHBOj. YodaBa ce
CIIMYHO MOHAIIAKE U TIOCJIE HarJie TpOMeHe BenuunHe D.
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Cn.4 Npukas epexTa cMmarbarba A0TOKa 33 20%. MyHa AnHKja npeacTaB/ba
KOHLeHTpauujy 6akTepuja, a ucnpekuaaHa cyncrpat

IHopehemwe ca exkcnepumMeHTOM

Mogen mnpencrtaBibed jed. (1)-(7) okBUpPHO oOmmMCyje KapaKTEpUCTHKE J00pPO IMO3HATOT
eKCIIepuMeHTa y3roja Oaktepuja. JleTasbHa MCTpakMBama paja XeMOCTaTa MOKa3zyjy Ja 3a HEeKe pajiHe
YCIIOBE, XEMOCTAT MOXE J1a HCKa)XKe HEeKe M0jaBe KapaKTepUCTHYHE 32 HETMHEAPHE CUCTEME: OCIIMIIAIM]je
u xucrepesuc. Ilokasahe ce ma Heke jeaHocraBHe m3meHe y jen.(16) m (17) mory ma nosemy 10
OCITUJIAIH]ja 33 HEKe BPEHOCTH Mapamerapa.

KonuenT onpxama eHepruje y3uma y o03Mp UYME-CHHIY Ja henuje He3aBHCHO Of] pacTa TpOoIle
€HEepTujy M CYICTpaT 3a OAp>KaBame IpajlijeHTa joHa Kpo3 MeMOpaHy, 3a kpeTame uta. OBo MOXe J1a ce
OIHIIE:

ds_ ds
dt  dt

+ds
Foodt

ds

ux
+ —| =D(sg—s)— ——nx (24)
g dt

m Y

Yob6uuajeHo je ma cy BpenHocts koepummjenta Ny oncery 0,01-0,5 ht. Jexnauuna 22 ce 3amemyje ca:

S,_ds_1 S MSX NX =F(S,X) 25
Tdt K+S T (25)



rae je N = nY/D. JakoOujaH CONCTBEHUX BPEIHOCTH MOCTaje KOMIUTUKOBaH u3pa3 ca N, M u K u Guino
Ou 3aMeTHO Ja ce nohe 10 aHaTUTHYKOT 001MKa edeKTa opiKama eHeprije Ha momynamnujy 6akrepuja. C
Ipyre CTpaHe, jeIHOCTaBHO je Nla ce OBe jeaHaunHe pemre Hymepmukd. [lokasyje ce ma ce 3a cBe
npuxBatibuBe BpeaHocTH N jaBiba Malld IPECKOK MO S M X HEMOCPEIHO Mpe OCTH3ama PABHOTEKHOT
cTama ITo ynyhyje a concTBeHe BpeJHOCTH Ai U A; IMajy Malld UMarvHapHH J€0.

Hpyro jenHoctaBHO yrpomhaBame Mojena ynyhyje Ha To qa Ou npuHoc Y TpeOaJio 1a 3aBUCH OJ1
KOHILICHTpAIHje cyncTpara Sy peakropy. OOMYHO ce MpeTnocTaBiba jeJHOCTaBHA JINHEApHa Be3a o0JInKa:

Y = a + bs. 3a Heke BpenHOCcTH & U b Mory z1a ce mojaBe ocumalmje OKO paBHOTEKHOT cTama. Ci.5 nmaje
pesynTare HyMepuuke cumyianuje. be3aumensnona npomensbuBa X = Xx/Sp-Y Kkoja je medunncana
paHuje OBIe HHje 01 KOpHCTH;, O00sbM H300p je X" = x/xp wim Kopumiheme Oe3IMMEH3UOHATHUX
npoMensbuBUX. CI.5 mOKa3yje a KOHIEHTpalLuje CylncTpaTta 1 MUKpoOa OCHIIYjy CIMYHO Kao BaH Jep
ITonoB ocuunarop.
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Ci.5. Ocuuiaunje KouUENTPAUUje Kaila IIPUIOC 3aBUCH Ol KOLLELTpaLuje
cyucrpara: Y=0,01+0,03s. Ocraum uapamerpu ¢y D=0,14h" ; py,=0,3h"; k=
1,75gl"; Sg=35gl". Ilyna nunuja ce oaHOCH HA CYNCTPAT, 8 UCHPEKWAANA HA
DakTepuje.



