OTIIOPHOCT MATEPUJAJIA

7. AEOOPMAIINJE HOCAYA IIPU CABUJABY
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Enacmuuna nunuja

Paean oejcmsa momenma My

Cnuxa 7.1 Enacmuuna nunuja npocme epede

[TocmaTpajmo mpocty rpeny AB ca ciuke 7.1 ontepeheny cuiom Ha cpeaunu. Ilon nejcTBoM Te cuiie
rpena ce nedopmrcanna, ali Tako Ja HeKa BIAKHA HUCY ITPOMEHMIIA JyXHHY. TakBa BIakHA Ha3UBajy ce
HEYTPaJIHUM BJIaKHHMa, OHa YMHE HEYTPAIHHU CJIO0j HOCaya, a MPOjeKIHja HeyTPAIHOr CJI0ja HAa paBaH
MOMEHTA CaBHjarba Ha3uBa ce eJacTHYHA JIMHMja Hocaya. Ja Ou ce oxpeania BenmurHa Jedopmanyje,
300r yBEJCHHMX IMPETIOCTABKH, AOBOJBHO j€ OJPEIUTH CaMO MOMEpama HEYTPAIHOr CJI0ja, OJHOCHO
noTpeOHO je neduHICcaTH eTacTUYHY JTUHH]Y HOcaJa.
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Pasan oejcmea momenma My

Cnuka 7.2 Ernacmuuna nunuja, yeud nocaua
YoOuuajeHo je na ce enacTUYHAa JIMHUja HOocada JeQHUHUIIE MOMONYy KOOpPAWHATHOT cucteMa (uz)
npuKa3zaHor Ha ciauuu 7.2. Yrub u mpeacTaBiba MOMEpame Tadyaka elacTUYHE JIMHHjE Y OJHOCY Ha

MOYETHU T10JI0%kKaj. YTHO MpeceKka Ha MPOU3BOJFHOM MECTY HOcaua o0eliexkaBa ce Kao u=u(z).

Jla 6u ce u3pauyHao yrud Hocaua 1mojia3u ce 0J1 U3BSICHOT U3pasa 3a HalloH

EKIx=Mx:>O'Z:EKy:AI4xy

X

O4aKIJIC je KpUBHHA KPpUBC U3pAKCHA IIPEKO MOMCHTA CaBI/Ija}La

K(z)="22, (7.1)
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KpuBuHa kpuBe nuHHje u=u(z) U3 MaTeMaTHKe ce oapehyje mpumeHnom cueacher n3pasa

K@yn—lﬁgl—- (7.2)

HITO /1aje TauHy AuQepeHUjalHy jeIHaYMHY eIacTUYHe TUHUje

) M) .

3 EI

[1+ ()P

[Tomro cy yBeneHe npernocraBke u3 OTIIOPHOCTH MaTepHjajia Jia je pell BelIuuuHe aedopmaiuje oko 1-
2 mpoMmIIa, MOXE C€ YCBOJHUTH Ja j€

1+ (u'(z))2 ~1.

3aro je y TeXHWYKO] mpakcu yoOudajeHo na ce yrubd onpelyje momohy mpubikHe mudepeHImjamHe
jeIHaurHe eJacTUYHE JUHH]e Koja nMa 00K

u"(z) =— . (7.4)

3nak muHyC y (7.4) je nonat na O ce yCKIJIAJAWIN YCBOjeHH TO3UTUBHU CMEPOBH 32 MHCAKE MOMEHATa
caBMjama U yruba. YCBOjEHO je Ja je IO3UTUBaH yrubd y cMepy Ha Ji0Jie, 3aTO LITO je TO CMep JIejCTBa
CUJIC TpaBHTAIIH]eC.

[IpBu u3Box cBake (pyHKIMjE MpEACTaBIba HeH HArub, Tako 1a je 3a GyHKuujy u=u(z) mpBU U3BOJ u'(2)
Haru0 TaHTEHTE eNacTHyYHEe JUHHUje. Y cllydajy Majux Jaedopmaiivja Baxu ¢ ~1gg = u'(z), Tako naa je
Haru0® TPUOIMKHO jeTHAK YIIy KOJjU y TpeceKy z 3akjarna TaHreHTa Ha eJNACTU4YHY JUHHUJY Y
onrepeheHOM cTamy, Ca TAHIEHTOM Y TIOYETHOM - HeonTepheHOM CTamy.

yeub u=u(z)

.~ onmepehere

Haeuob ( yeao) ¢ = tgp=u'(z)

Cnuxa 7.3 Yeub u nacub eracmuune nunuje epeoe

Jla 6u ce monaszehu on audepenuujanne jenHaunne (7.4), noOuia jenHaynHa €IacTHYHE JIMHHjE, 3a
HOCAaYe KOHCTAHTHOT TIONPEYHOI IIpeceKa IMOTPeOHO je TPBO HAMUCATH H3pa3 3a MOMEHT Y
NIPOM3BOJHHOM TIPECEKY, a 3aTHUM M3BPLIMTH UHTErpalujy nBa nyra (Heonpehenu unterpanu). [Ipu Tome
ce no6ujajay u nBe nHTerpanuone koucrante C; u Cs koje ce onpelyjy Ha OCHOBY ycliOBa OCIamama:
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w(z)= - Me2)

EI,
u'(z)=—L M (z)dz+C, = (7.5)
EI,
u(z):f L M (2)dz+C, |dz+C, = —LI(J.MX(Z)dZ)dZ-I- Cz+C,
EI, El,
VYcioBu ocnamama rpejie Bujie ce ca ciuka 7.3 u 7.4:
- Yrub ocnoHua 4 jeHak je Hylau — us=u(z=0)=0 u
- ¥Yrub ociioHna B jeqHak je Hynm — up=u(z=[)=0.

yeub fxk=u(zx)

U nazub a=u'(z=0) Haeuo f=u'(z=l)

Cnuxa 7.4 Yeub u kapakmepucmuyHu Ha2ubu npocme 2peoe

YobuuajeHo je na ce yrub Heke Tauke (mpeceka) K ca KoopauHaTOM zx obenexana kao fx. Kox mpocrte
rpeie KapakTepUCTHYHA Cy JBa Harmba, U TO Harubw Hax ocioHnuMa. Harub® Hax neBuM ocioHieM A
o0eJiexxaBa ce O3HAKOM ¢ M YCBOJEHO j€ Jia TMO3UTHBAH cMep Harmba o OJroBapa caBHjamy Ha JIOJE.
Haru6 koj mecHor ocnonia B obenexana ce Kao £ v MO3UTUBAH je npu aedopmanuju Ha rope (cir. 7.4).

VYcioBu ocnamama KOH30JIHOT HOcada riiace:
- Yrub ocnoHua 4 jeHak je HyJlIu — us=u(z=0)=0 u
- Harub ocnonna 4 jegHak je Hynu — u'sy=u'(z=0)=0.

Jledopmarija KOH30JHOT HOcaya MpUKa3aHa je Ha ciunu 7.5. JloroBopeHo je Aa ce Harub HeKe Tauke
(mpeceka) K KOH30JIHOT HOcaya 00esiekaBa 03HAKOM )k, @ IOMEPAbE TE TAYKEe 03HAKOM fx.

VKewmerbe onmepehere

-

Hazuo ( yego) Y= u'(z)

Ciuka 7.5 Yeub u nazub xownzone

Yrubu u HaruOuW MpocTe Ipeiie U KOH30JIE MOJ JICJCTBOM PA3IMYUTUX onrtepehema JIaTh Cy y CBUM
ta0nuIamMa U3 OTIIOPHOCTH MaTepujaia.
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Jedopmaumnje Ha rpeam ca mpemnycruma

3a rpeny ca mpenycTHMa MpUKa3aHy Ha ciauiu 7.6 Baxke cienehe o3Hake: JeBU OcioHAI A, IECHU
ocloHan B, pacrojame m3Mmely ocnmonama /, gykuHa JICBOT MpEnycTa g, Ty)KWHA JIECHOT mpemnycra b.
JlenoBu rpene cy Hajuenthe HampaB/beHH OJf MCTOT MaTepujajia W Taja je Moayo elacTHYHOCTH
E=E>=FE;=E. YTunaj BenuunHe u OOJMKa MOMPEYHUX MpeceKa y3uMa Cce MPEKO M3HOCA aKCHjaTHUX
MOMEHATa WHEPIIHje 3a IVIABHY OCY OKO KOj€ CE BPIIIH CaBHjambe.

Q& neso = O decno ﬂ ne6o — ﬁ decho

A B
a, E;, L [, E5 I b, Es, I3

Cnuka 7.6 I peoa ca npenycmuma

Baxan ycioB 3a pasymeBame Jedopmainuja Ha rpeid ca MPEnyCcTHMa je YCJIIOB KOHTHHYAIHOCTH;
nedopmaije cy elacTMYHe W HE JOJIa3H JIO Harjux MpOMeHa TeoMeTpHje. 3aTo je HaruO enacTUYHE
JUHH]e HOCaya ca je/IHE U ca JIPyre CTpaHe OCJIOHAIA HCTH, TIa BAXKHU: Olieso = Oldecno VI Preso = Poecno-

pasHa-npaea 1uHuja -

pxb

Kpuea nunuja

Crnuxa 7.7 Eracmuuna aunuja - Onmepehere usmehy ocionaya

Hexka je rpena ontepehena camo m3mely ocnmonama (ciuka 7.7). Taj meo Hocawa he ce medopmucaru
(uckpuBuTH) U mojaBuhe ce Harubu a u f Hax ocioHMMa. CrioJballkbu JEJIOBU HOcauda-mpenyctu he
OCTaTu paBHU, alu he ce 3a0KpEeHyTHU:

- Kaja ce JICBU IPEMyCT 3a0KPEHE 3a yrao o HEeroB Kpaj he ce mMOMEpHUTH 3a aXa U TO: Kadd je yeao a

Ha dose (no3umusarn) nomepare je na cope (He2camusHo) u 0OpHymo,
- KaJa ce JCCHH IMPEIyCT 3a0KPEeHE 3a Yrao £ \meroB Kpaj he ce momepuTH 3a fXb u T0: kada je yeao i

Ha 0oJie (Hecamuean) nomeparse je Ha 2ope (He2amusHo) u oopHymo.
Ca ycBojeHHM 3HalMMa 3a yruOe u Harube, Momepame JIEBOT MpEenycTa je YBeK CYNPOTHOT 3HaKa O]l

3HaKa Haruoa o, 0K je MOMepame JSCHOT MPEIyCcTa UCTOT 3HaKa Kao 3HaK yria f. 3aTo cy momepama
KpajeBa npemnycta: (-a)*Xa u (+f)xb.
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- Kpusa nunuja
pasna-npasa IuHuja A" P
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Cmuxa 7.8 Enacmuuna aunuja - Onmepehere na jeonom npenycmy

Hexka crarnuka cuna F' jieiyje Ha Kpajy JECHOT IMperycTa Kao MTO je MpuKa3zaHo Ha ciumm 7.8. Cuia
NIOBJIAYM JICCHU MPEMYCT Ha JI0JIe, a MOIITO je rpeja KOHTHHYaJ Ha M 3rJI00HO Be3aHa y OCJIOHIY B, J1eo
rpene uzmely ocionarna ce aedopmuiiie Ha HAYUH MPUKA3aH Ha CIIMIMU, TAKO JIa CE CTBapajy HaruOu o u
S. lomro ce mojaBro HaruO HaJl OCIOHIIEM A JICBH MPEIyCT ce 3a0kpehe 3a yrao o M 0cTaje paBaH, TaKoO
Ja je TIoMepame HErOBOT Kpaja -aXa. JlecHW mpermycT ce momMepa ycien Haruba ff U TO MoMepame
W3HOCH A%b, allM Ce U KPMBH 3aTO IITO Ha HheMy Jeiyje ontepeheme u 1o je momepame f 20" Harnbu
HaJ ocloHIMMA ce oapelyjy Tako mTo ce onrepeheme ca mpenycra peaykyje y (Hajoymke) OcIoHIe, a
no0ujeHru MOMEHTH aedunuiny Harube.

Jla O6u ce m3pauyyHana rmoMepama IpeceKka HEeKe IPOU3BOJBHO onTepeheHe rpene ca mpemycTuma, Ta
rpeia mpBO MOpa Jia ce MOJIENI Ha MPOCTY IpeAy U aBe KoH3oie. CBa onrepehema ca mpemycra Mopajy
U Jla ce peaykyjy y Hajommxe ocionue. Ca Tako JOOMjeHHMX clMKa MOTy Ja ce oapene cBe Beh
o0jamrmeHe KOMIIOHCHTE ToMepama W jJa ce cabepy Ha oaroBapajyhm Hauwmd. Ileo moctymak je
NpUKa3aH Ha CIUIH 7.9.

Hocrynak ogpehuBama nomepama y o3HayeHuMm npeceuuma Ki, K; u K;

1. Hocau ce monenu Ha mpoCTy Tpeiy | JBE KOH30JIE; HAL[PTajy Ce CBa TPU Jiesia IIOCEOHO

2. Ontepeheme ce mozeny Ha TPU JieNa: Ha JIEBOj KOH304HM - ontepeheme 1, m3mely ocnonama -
onrepeheme 2 1 Ha IECHO] KOH30JIU - onTepeheme 3

3. IIpBo ce cBa onTepeheme npelprajy Ha oaroBapajyhuM npoctum HocaunMma; 3aTuM ce ontepeheme 1
penykyje y ocioHar 4 U yupra MOMeHT M, Ha mpoctoj rpeau AB, a ontepeheme 3 ce peaykyje y
oclioHal B 1 MoMeHT M3 ce yupTta Ha rpenu AB

4. I[Tomohy Tabnuiia ce mpouynTajy 1MojenHauHe KOMIIOHEHTE ITOMEpama:

- Caxonsone AK| ogpenu ce f; ,flo”z ox ontepehema 1

- Cakownsone BKs oapenu ce f, ,é‘;’”z on onrrepehema 3

- Ca npocre tpene AB onpene ce HaruOm o U f, Kao M MoMepame mnpeceka K> ox onrepehema 2 u
mMomenarta My u Mp: a=o(opt.2)+a(Ma)+a(Ms) u f=f(opt.2)+p(M.4)+H(Ms)
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5. Onpene ce noMmepama npema uspazuma (7.6)

Sk, = ,g”"z(opt.l)—a~a(0pt.2,MA,MB) (7.6a)
fry = [ (opt.3)+b- Blopt.2,M ;.M ) (7.66)
T, = Ik, (Opt'Q"MA’MB) (7.6B)

Onmepeheme 1 Onmepeherve 2 Onmepﬁhe}be s
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Cnuxa 7.9 Ilocmynak oopehusara nomeparba

3anarak

® Ha nmcMeHOM KOJOKBHjyMy — 3ajara je TIpelga ca ImpernycTuMa Hu ontepehema Ha HOj
(koHTHHYaJIHO omnTepehemhe W/WIM KOHIEHTPUCAHA CUJIa W/WIM KOHIEHTPUCAHW MOMEHT).
[ToTpebHO je oapenaWTH MOMEpama KpajeBa Mpenycra, Kao U IMOMepame Ipeceka Ha CPeArHH
pacriona u3Mmely ociioHama. 3a 3aJaTd mpecek Hocaya oxapel)yjy ce W MakcHMaiHM HaroHU
(IpeTX0IHO TOTIIABIBE).
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Ilpumep 1
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Cnuxka 7.10 Ilpumep 1
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Ilpumep 2
M=Fl=ql’>  EI# const.
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Cnuxa 7.11 Ilpumep 2
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