tavljanja kvadratne

- matrice. Ovaj odeljak posvédga N
cema 1.2.1. Ako su sve detefminante
all ® o o alk
Ak = E " (k=l’ooo'n-l) s
k1 %kk
ra?llélte od nule, matrica A = [aijjnxn moZe se predstaviti u:
“cbliku d
:
. 2.1) A = LR,

gde je L donja i R gornja trougaona matrica.

" S spm o o RS (o IR g 1 s

Trougaone matrice L i R reda n, imaju oblike:
1 (102-2) L = ["Q'ij]nxn (lij = O e ak J)I
2. 3) R = [rij]nxn . (rij = 0 <= =" e
\V/// Razlaganje (1.2.1), poznatogkae+LR faktorigacija (dek Qi* 7
pozicija), nije jedinstveno, s obzirom na jednakost uf‘f

IR = (cL) (iR) (Ve #0) .

tim, ako se dijagonalnim elementima matrice R (ili L) fik

vrednosti od kojih nijedna nije jedraka nu{},ﬂrazlg»‘
§ ui

sbzirom na (1.2.2) i (1.2.3) 4 imajuéi u'viae
e pminiied) FY e

e ":Lk kj mmé*




(i=,2'ooo[n);

%yxTxil”

zikrkj) (1=2; oee 1IN
(j=i+l, ccc ,v)

by L)

Sliéno bismo mogli iskazati i rekurzivni postupak za od-

redjivanje elemenata matrica L i R ako su unapred dati brojevi
zii (#0) (i=l' e o o ,n) °

U primenama, najle3ce se uzima r..=1(i=1,...,n) ili

pyg = 1(i=1,...,n). i
—-—?’*‘ o

o
.

Primer 1.2.1. RazloZimo matricu

11




_' ~al

0 1
0 0
0 0
1 -2 -3 2 0 0 0 1
Polazeéi od Y l (i=1,...,4), imamo redom
(1) iy = 2,
(2) r22--1,

‘vrlo Zesto se javljaju Viéefdijag@ﬁa@
su elementi razliZiti od nule




- ] 4 - 4 I .
E AN y e - e -’ f'- i
b - E _r_ - ' . ) - - .
+ &5 E RS | - } F
= ol pa\i W ki = x X " _,._-‘ "n _- ;.-' ,|::'- .. L ! ;
ik i ; s ] .'._. &)
Somd ! L % - 2
- e S
- . . - - 4 I J:In' o __...-1-.‘I 2
A" ako osto i aka ar X €C takav
B L N b ™ il e o
- e I i 3

k - l | S a‘mo a O e T I A s i sl R BURP  r — mm"“‘w
o ko j

det (A - AI)

Il
O

Definicija 1.3.2. Ako je A kvadratna matrica, polinom
M‘*P()\)j =

det (A - AI) naziva se njen karakterlstlcnl pollnom, a

ClEgiaas

odgovarajuéa jednacina P(A) =0 njena karakterlstlcna jednac1na.

]

1]

Neka je A= [a.
‘predstaviti u obliku

S s Karakteristi¢ni polinom moZ¥e se




JF me:sto karakteri sti¢nog
kteristiéni polinom H, de finisan pomoéu

hhh

n-2 y_ 33 R
H(A) = (_1)DP(A) = An_Pll +P2A -, ast{ 1) Pno

nule polinoma P)

Sopstvene vrednosti matrice A (t]J.

A1(i=1~--:n) oznacdavademo sa li(A).

Definicija 1.3.3. Skup svih sopstvenih vrednosti kvadratne ma-
trice A naziva se spektrom te matrice i oznacava se Sa Sp (A) . '

_@w Spektralni radijus P (A) kvadratne matrice A
je broj

p(a) = max|?ti(A) ¥
b

\ Teorema 1.3.1,) Svaka matrica je, u matri&nom smislu, nula svog

karakteristi¢nog polinoma.

Ova teorema je poznata kao Cayley-Hamiltonova teorema.

VTeorema 1.3.2. Neka su 4,,.. "}‘n SOpstvene vrednosti matrice A
; reda n i neka je x»Q(x) skalarni polinom stepena m.

Tada su
QA1) seees QX))

sopstvene vrednosti matrice Q(A).

4 C ' i o oo A e o o
Sgena 1.3, Ty » A SOpstvene vrednosti regularne

matrice A reda n. Tada su




5@hija se rekurzivnim postupkom

()‘ = (A=b,)H = ;
Hy ) ( k) k=1 M q-1%%-18xo (1) (k=2,...,n),

su Ho(3)=l i Hy (A)=Xx-b,.

) jnicija 1.3.5. Za matricu B kaZe se da je sli¢na matrici A
gh;postoji bar jedna regularna matrica C, takva da je
) e e

Teorema 1.3. 6. Sli¥ne matrice imaju identi&ne karakteristicne

polnmmw, a samim tim i iste sopstvene vrednosti.
4

4.1.4. Specijalne matrice i njihove osobine

Neka je A=[aij]m§n faifeC). Sa A oznalicdemo konjugovanu

matricu matrici A, tj. A= i3
Nadalje, matricu

o T ~ .
dok demo sa A oznacavati

7
=T >
A’ oznadavadéemo sa A*.

transponovanu matricu od A.
Lako se uodavaju sledece osobine

(A+B)* = A*+B*, (AB)*=B*A%, (Br )2 =R,

Lo

(A*A)*=p*A, detA*=deth, e
_ ; g b »
si3a 1.4.1. Ako za kvadratnu matricu A va¥i jednakost A=A,

A se naziva simetricna matrica.

1.4.2. Ako za kvadratnu matricu A vaZi A=A*, matrica

a hermitska matrica.

.3. Ako za kvadratnu matvicu A va¥i A==ARE matrica

;:ohermitska matrica.
vadratnﬁ matricu A V

azi A*A=I (I j



e
) =¥ = 12-1 X;¥y0

hermitsku matricu (A = A*) moZe se€ predstavi
.

\/ \ (A%,Y) = (X,AY) Wx,y €C Y.
(A = =A*) mozZe

sli&no se uslov za kosohermitsku matricu

predstaviti u obliku

(aX%,3) + (X,Ay) =0 wx,7ech.

Definicija 1.4.6. Hermitska matrica A naziva se pozitivno defi= |

nitna ako je za svako x#ﬁﬁ isPunjen uslov
. 1 05, 0

f1edal)
” ko je A= [ag ] 1 (1.4.1) moZe se
o predstaviti u obliku ;
.' . n.‘ B H
N n S
b R .\/ CAx,x) = , §—1 a; %% > 0e

. 1@ zakljuéujemo da je a;; > 0 R A, el

Simetri&na pozitivno definitna ma




M AEIALENR . o bolasen svonabuet
8 ""“ " Sy 3 ;l“k‘ " ey

LN

4.3. Sve sopstvene vrednosti hermitske matrice su re-

eV
Vde
. ‘;

w

¢ K,Ji;u;Al.»SVQ sopstvene vrednosti pozitivno definitne mat-
Pr,i;f-f“poditivni brojevi.

1 ok

o Teorema 1.4.5.) sve sopstvene vrednosti koso-hermitske matrice
' £isto imaginarni brojevi.

Teorema 1.4.6. Ako je A hermitska matrica, tada je
i aAa) . = 2 (a)2,
o
\/2 )‘min(A) (—12,?{) & (A;,—;;) s )\max(A) (;';).

Znaci jednakosti u 2° se postiZu za sopstvene vektore koji odgo-
varaju sqpstvenim vrednostima A (R) 1 AmaX(A).

r;Ll. Jordanov kanoni¢ki oblik

Minicga 1.5.1. Kvadratna matrica reda r

| Jan) =[2] . =1,
- B 0l 0 ... 0 0]
F Jy
a1l 0 0
0.0 a1
' k
0
0




4. NUMERITK] METODI U L INEARNOJ ALGEBR!

. naziva se Jordanova matrica.

Jordanova matrica Gesto se predstavlja i u obliku

(1-5.3)

e S O );... £33 00 ) :
J Jrl(xl)+ e, 2 e .

Pod Jordanovim kanoni&kim oblikom matrice A podrazumeva
e sli¥na matrici A i njena egzi-

-8

se ona Jordanova matrica koja j
stencija sleduje iz sledece teoreme (videti, na primer, [42]).‘1

o

Teorema 1.5.1. Svaka klasa sli&nih matrica sadrZi bar jednu Jor- 9

danovu matricu.

Napomenimo, da je broj Jordanovih blokova u (1.5.2), tj,’?
(1.5.3), jednak broju linearno nezavisnih vektora matrice A.
Primetimo, takodje, da je Ay sopstvena vrednost matrica
-‘__—;—"—L_\—-——-———_; — | - > - ————
Jr.“‘i)' —
i
; X k k-1 X .
Primedba 1.5.1. Neka je xP Q(x) =a x +a;x +t...tay skalarni

polinom i Jr(x) Jordanov blok (1.5.1). Tada je

[e) o'o0 Fomn .. ey o= 1) )]

' 1 (B2
Q () Q08 TT=2)T Q (2)

L@, 0)) =

0 0 0 Q(2r)

StaviSe, ako je J Jordanova matrica, imamo

AHINE='0 (T (x } i }
Q rl( 1))+Q(Jr2(A2)) +...-+Q(er(xm)).

Teorema 1.5.2. Za proizvoljnu hermitsku matricu A, postojiuni:‘

tarna matrica S, takva da je S*AS dijagonalna matrica, tj.

A
S*AS =

5 (0}
0 A
Dve vaZne posledice ove teoreme su:
i




‘Neka je X xeglnm proc&oz RP (kmmp&eksaah o
a-vektorom 0(=[0...0]T). za vekter‘i(-[xi...ggg‘ _
.@ norma saglasno gefiniciji 1.2.1 (odeljak. 2.1, 2).49&;
ué¢ih normi vektora od interesa su norme oblika g

l/p
(1.6m1) . ||x||p ( |xi|p ) (1 spisitt =)
U graniénom sludaju, kada p++we, iz (1.6.1) sleduje

(1.6.2) Il§||m= maxlxi‘.
st

U prakti¢nim ra¢unanjima, pored norme (1.6.2), koriste se
i norme koje se iz (1.6.1) dobijaju za p=1 i p=2, tj.

]
I~
»
o

| et 603) 1E3IN
l : i 1/2 f
\ - > 0 2 i
| \ (1.6.4) HXHZ"HXI@==< e | 284 ) 4
i=1

Py | Norma (1l.6.4) poznata je kao Euklidska norma. Primetimo :
| 4 ._j
da je ||%|) = G0 /? = JED . ]

primetiti da za proizvoljno %X € X va’e nejedna-

““ "—Nij'e tesko

kosti .
%1 < ol
151l < /Al E

fia

1311,
%11,
LRl < ¥ < 1L -

fin

linearan realan ili kompleksan prostor kvadz:

Neka je Xy
: n, sa

- ,Pod normom matrice AexM podriiu‘




2 lloall = [cl-IAll  (homogenosel,

||A+B||<||A||+||B|| (relacija trougla), 2
g i

gde su A,BEX, i c€C.

Napomenimo da se norma ||a]| moZe razmatrati i kao no
Eperatora A koji se primenjuje na vektore iz prostora X. o

Sada dajemo definicije saglasnosti i pot&injenosti nof

me matrice sa normom vektora.

\ﬁefinicija 1.6.2. Norma ||A|| saglasna je sa normom ||X||, ako je

x| (YAEX, ANVXEX)

||2B]| < - ||B]| (VA BEX

] ' ;l
‘Definicija 1.6.3. Neka je norma ||A|| saglasna sa normom ||X||. Ako
se za svako AexM moZe naci 52(#3) , takvo da je HASE” = |

za normu ||A|| kaZe se da je potdinjena normi [1%1]-

Za svaku normu matrica, potd&injenu normi vektora, vaZi

V |1z ; g9de je I jedinidna matrica.
MoZe se dokazati (videti, na primer, [14]) da zai svakull
normu vektora || x| postoji bar jedna potcﬁj@ﬁmrmg‘ﬂ?&‘]‘["l‘la.

primer, norma matrice A, definisana pomocu

d i

| (aners) Al = max ||a%|| = max \RAZll
18] =1 %0 IR

potéinjena je upotrebl;eno; normi vektora.

e b

' Na osnovu (1.6.5) moZemo, na primer, nadi potéinjenu
matrice, za Euklidsku normu vektora. Tako imamo

': J‘;I .;]'- ‘ L5 E TR nrwv“‘A“ = ITIAXHE
e ’ q >~ Mh Ny V x#% | ”E

ST




“euin, pe a-vnw,‘ o AT
e 4 Cﬂw °g§) =Nx o +/max) (A*2) .

'1§§£ iﬁ‘lﬁtralnu normu vake siédeéi rezultati:

ok WS O

2 l

/  Teorema 1.6.l. Ako je matrica A regularna, tada je

w i+ 1 1 / ’
e LDtV Emimean e \/

‘Teorema 1.6.23 Spektralni radijus p (A) matrice A nije veéi od e

njene spektralne norme, tj. va¥i o (A) < 0(A). Ako je matrica
rmitska, tada je o (A) =0 (A).

|

1

| Teorema 1.6.3. Spektralna norma matrice je pot&injena Euklid- \///// Ly

| 3

T skoj normi vektora.

1 \//kigorema'l.6;4ﬂ Neka je A hermitska matrica. Tada spektral =

W—’—"‘ e et

W ma ¢ (A) ima najmanju vrednost.od svih moguénih normi ||All,-sagla=
,_._——.———-‘"""'—-——-— =7

3 snih sa nekom normom vektora.

Pored spektralne norme u upotrebi su i sledeée norme ma-

trice A = [aij]nxn:

1° llall

[}
3
(S )
"
T
(R l=)
'—l
V)
H
)
Y

2° liall

]
™
s
]
T
.—l
~13
|
'—I
[s)
‘-l
(1]
[N)
S
5
(o]
1
=]
o
0
% v
H-
;§
'

0
o
3 ”Al max z la l).
l : <j=l ij
0 ,0 ; 3° yaje sledede teoreme:

t&injena je normi



a. = lim X 1 &1, 008
- k> <4+

> (k)
}keN
a vektor a na21vamo graniénom vrednoZéu niza {X

kaZemo da niz (X konvergira ka vektoru a = [a;.-.a ]T
= (k)

Yken'
Slidno definiSemo i konvergenciju niza matrica {A

(k)
g un] k

gde je A Lo

_.-.»:*r

Definicija 1.7.2. Ako postoje konadne granidne vrednosti

. k :
= 1lim ( ) (1,311 7078 5 s

ij k>4 lj

(k)

kazemo da niz {A }keN konvergira ka matrici A = [a ]

i3 neng
Matriqu A nazivamo graniénom vrednoidéu niza {A(k)}keNil

Mogu se dati

elzg?m’i]a PO normi). Naime, mi ka¥emo da % 'X)- 2 (k->+m)
f 3I +0, kada ko+ «. Sli¢no, ka¥emo da A(k) A (kﬁ?-‘

. "A“ >0, kada k++«. Mo¥e se, medjutim, pokazati d

B ”"rgencije PO normi ekvivalentna prethodnoj dal




Je J Jordanova matrica (videti odeljak 4.1.5), imamo, za sva~
&N,

A% « cr%c*l,

4 2
‘_‘ﬂﬁ'lci ako 1 samo ako niz J

28) ka nula matrici.
Beka BU )y .0, O (WD) med jusobno razlilite sopestvens

D SREROStl matrice A (matrice J). Kako na osnovu primedbe 1.5.1
I . ew 'lk) vaZe ekvivalencije

konvergira (ne konvergira) ka

R KEN konvergira (ne RKOoavergi-

1im I ()% = 0 e |2 <)
. .

Kot o

0

m daje dovoljan uslov sa koavergeaciie u— i

-

2 1.‘3__ ' _jlr- 2 ;I . h :
. . = - . ._..:'_' . " il 2h . II‘TF ) : :




o &2 i 3

— - ) gl X, T
kako je po pretpostavei [[A |l <1, imamo [[AT][> 0 (kste),

b § p! A - Bt \:
- R T R
b L . i A - - o by
1 e . . R | e r
- 3 : i . E
Tt s T N s
i ’ . = » = ' i 3 5 R
k P assanaTm I ALY A 'y P
N | T _ B ' bl " n ; | . B e
5 A . I L I P ™ g [ ] . 1 & " & s L PPRT e
B - B " iy <,
Sty f £ PSR S ool ¥ 12 ] S EE ——

e

sl
Ovim je dokaz zavrsen. ;

Sada femo dokazati jedan vazZan rezultat koji je y
sa teoremama 1.6.2. i 1.6.4. @w

. | N
‘: u .'. "r. 4
% ],I-j-

s *_' e el
s hi":-
s
. £
'--l 9

‘/ Spektralni radijus trice A nije vedi od

bilo koje njene no

Dokaz. Za proizvoljan pozitivan broj e definiZemo matrii
cu B pomodu -

-r'

: 1 1

Kako 'e J:= 1 : J
gl W"‘—&".“A”“lr 12 teoreme 1.7.2 sleduje Bk+0 (Kt ) k.

S druge Strane |
v Na OSnovu teoreme 1.7.1 : - :

> L] 2 zakl 1
SOpstvene vrednosti m Jucujemo da su &ve

b i L i G atrice B po moduluy manje od jedinice, tj.
” ; Ai (A) oznadimo Proizvoljnu so
matrice A, tada je pstvenu vre

dnost
f: ;_,i ;

A .
| ; (B)] =




£d

U dal
’ Jem tekstu dademo potrebne i dovolijne uslove za
mg.nc ju matri®ne geometrijske progresije

4

gy e2) E A" =T + A+ a4 .. R
m=0 " %

je A kvadratna matrica reda n. Ovde je B(m) =A" m=0,1,.0.)s

lhor 1 7.5\ Matrléni red (l 7 2) konvergira ako i samo ako je
g ——————————————————

e —
B

.

(1.7.3) lim poy - O-
Ka4+om .
StaviSe, tada je
e |
2 n -d J
(1b7¢4) L * A T A > s ™ (I-A) - { &

matriéni red (1.7.2) konvergira.
vazi (1.7.3).

pretpostavimo da je ispunjen uslov (1.7. 3). Ta-
sve sopstvene vrednosti matrice
Ili(A)|<l (i=1,...,n). Ka-

. Dokaz. Pretpostavimo da
# Tada, na osnovu teoreme 1.7.4,

Obrnuto,
da su, na osnovu teoreme 1l. y '
I'"“;Eu,ﬁaulu:nanje od jedinice, ti.




- -1 : E .5 .
I+A+A2+... +ak = (I-A) " —A (I=3) "

odakle sleduje
l.1im Ak+1 (I - A)'l

2 K s:(I"A)-
lim (I +A+A + ... *AT) e

K+4w

= (I "A) -lr

tj. (1.7.4), &ime je dokaz teoreme zavrsen.

S obzirom na tvrdjenje teoreme 1.7.1, prvi deo teoOreme '

1.7.5 se moZe formulisati i na slededéi nacin:

\/Teorema 1.7.6. Matricni red (1.7.2) konvergira ako i samo ako

sSu sve sopstvene vrednosti matrice A po modulu manje od jedi-
nice,

4.2. DIREKTNI METODI

Numeric¢ki problemi u linearnoj algebri mogu se klasifi- '
kovati u nekoliko grupa: -

Reéavanje Sistema linearnih algebarskih jedna&ina

-)
b




ul."' .

g‘_ i g ajcaV postupak J
ﬁ

5,?5““-'-‘ 1
e reda n>5.

* ‘ﬂf ~ Neka je dat sistem linearnih jednacina
a;1%y + a; X%, - b +a1nxn=bl,

T X b
ey © 0%y v An*n
anlxl + anzx2 -l

kKoji ima jedinstveno resenje. Za resavanje ovog sistema, tj.

—

(2.2.2) _ A o= 1—;'

_ i : .
gde su A,b,x dati pomocu (2.1.1), postoji w¢ 1+ki broj direktnih
metoda. Jedan od najpogodnijih je svakako Gaussov re. eliminas=
cije, koji ima vide varijanata. U suftini Gaussov metod se zas-

niva na redukciji sistema (2.2.2), primenom elementarnih tran-
- sformacija, na trougaoni sistem jedna&ina

=5
C




(2.2.2), tj. (2.2.3) ima jedinstveno reSenje. s ile obh DN

pokazademo sada kako se sistem (2.2.1) mo¥e redukovati

ekvivalentan sistem sa trougaonom matricom.

pod pretpostavkom da je a4 # 0, izracunajmo najpre fak-

il
m. = (i=2'---'n)'
1 ayq E
a zatim mnozenjem prve jednacine u sigstemu (2.2.1) sa M.q i :
1 jedna-

oduzimanjem od 1i-te jednacCine, dobijamo sistem od n-=

: - ¢gina
_J., | s (2055 = 3 2
22 2 -+ s ¢ ® + a2n n bz

. TR MMWW

e R 2 # ok prlmenjuju

vkom da Je an?2 d
(2)/a(2) (i=3700¢¢0) dobijamo sis-

=) W




B . 2 a2 v Al
~r1r;@>kqﬁf"11@3lllz i”!;lllgjn-;tifg_év--n.

_ 3
1.527x) + 4.333x, - 2.204x, = 3550,

2.304x1 g 1.213x2 + 2.441x, = 1.201,
-0.9998x, - 5.357x3 =-18.07,

2
- 31.36x3 ==94.07,

| odakle dobijamo redom x. = 3,000, x. = 1.999, = 0.9995. Fak-

3 2
tori.mij, u ovom slucaju, su

e |

m21 = 3,799, M., = 6.628, m,, = =5 1384

; Napomenimo, da su ta¢na resSenja datog sistema x, =1, x. =2,

_ 1 2
x3==3.

S obzirom na numericki postupak za trougaonu redukciju

i proces zaokrugljivanja medjurezultata, javicde se gresSka u ele-

BT L e

mentima matrice R i vektora c. Naime, umesto sistema (2.2.3) do-

bijamo sistem RO§€=EO, gde su R. =R + AR i 3O==3 + AC. ReSenije

ovog sistema bicde §0 = X + AX, gde je X taéno refenje sistema

(2.2.3). Nije te3ko ustanoviti -da ée gredka biti veda, &to dje
B (k)

manji po modulu od preostalih elemenata ma

i

glavni element a

jedan interesantan primer koi

f'i : ,."‘i ? o 1
i

- ; " f 71

om eliminacije re3imo sistem jed-

e

?Ijh.

8.3323147
0.476625
01625675

[ S

0 2352&@%*
o e Jd Jb& &
a . {
\ Reailieg. = i J-f" i
\ by 'IT\T- _'-f ) ,{ "' B e - .
" r S L] Rk c 1% L
S
s B i Frhg )
T 1 | - I

_..-._ : ”'I ...._—':TJ-. "TI. : -
|‘r*_ f! _';'t:J"‘ L N = 3
. T

g —
i -
b4
-
e
-
.



