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Dokaz teoreme 3.2.1. Na osnovu (3.2.2) matematid&kom in- \////
' E

‘dukcijom lako dokazujemo jednakost

wﬁﬁwié‘“}
/‘\\ o
(3.2.9) 2k _ gk2(0) o (qipe.. 485 )T 0l (kenw).
1 ‘*,«
Kako je || B|| < 1, imamo ( ';“*\
\ ol
: k
1im || 85| =0, ti. 1imB® =0 e
k>4 ko4 i o
i {
- -1
e . 85T, 2 1amy L.
k>4
fada, 1z (3.2.9) sleduje
1im %) = 1in B*%(®) 4 1im (I+B+...+Bk'l)E = (I-B)'IE,

s Pra k++» k>4 k++w

@aklju&ujemo da niz {x(k)} konvergira ka reenju jednadine
‘ 5

3 2 % Iz jednakosti

=1 + B + B2+ ...
R sgﬁ

e




e ¢ ®

8

voljan podetni vektor. Poti »

1 2(0) _oi
|Neka je X genciju iterativnog procesa

,voljan uslov za konver E
3 : tvene vrednosti matrice B poO modu].n#‘wbl
2.2) je da su sve SOpPStv : ‘

manje od jedinice.

gl L ]
"D‘okaz.l Kako za iterativ

HEE2.9), t3.

ni proces (3.2.2) vaZi jednakost

&2 12) Sc’(k)=Bk5<’(°) + (I+B+...+Bk_l)'§ (k=1,2, asds

zakljudujemo da je proces (3.2.2) ekvikonvergentan sa matricnim

redom

We2% 1 3) R

. S druge strane, kako su potrebni i dovolijni uslovi za
konvergenciju reda (3.2.13) {videts odelijak 4.1 7)

(3o2:.14) 12, (B) <1 @S . an)

dokaz teoreme 3.2.6 je zavrSen. N

P'ril:n‘egba 3.2.3. Pod uslovima (35234 14) ey

ek
R e i im i k-1
h F*ﬁ“'v‘ . K>+co ( B+...+n )

i

k>(0) .
L T AT s S

Q‘! ‘ , : LD
“‘_' ‘ i ,;“- e




awdet (B=)I)

nl

po modulu manje od jedinice

Znadaj uslova (3.2.14) u teorijskim razmatranjima je ¥§ﬁ.*ﬁ
vrlo veliki. Medjutim, za prakti&nu primenu oni nisu pogodni, 1 éﬂmu
jer je problem nalaZenja sopstvenih vrednosti matrice dosta te-
$ak. Uslov ||B|| <1, u teoremi 3.2.1, je sa stanovi¥ta prakti&ne f”}

primene vrlo pogodan za ispitivanje konvergencije. Nazalost, ovaj

.

uslov je samo dovoljan, ali ne i potreban.

U‘V‘Primer 3.2.2.]Posmatrajmo metod proste iteracije
T

G IR (k)
= A 5 ¥ Hgh

8. 2.45)

(k) ok (k=1) . 3 (k-l) 4

gde je B2, .. -

Na osnovu posledice 3.2.1, ni%ta ne moZemo zakljuditi

o konvergenciji procesa (352:15)s~)C% nijedan od uslova (a), (blg

Qc) za matricu
/3 -1/9




ene vrednosti matrice B su \) 5 =
o 13 tivni proces
n za proizvoljne vrednosti x ot

-
#

e
.&?75?3;2-14) mogu se zameniti uslovom

lfllﬁﬂ o (B) spektralni radijus matrice B. Za iterativnu matricu

B se u ovom slufaju kaZe da je[konvergentng  (videti [28]).

Kao kriterijum za brzinu konvergencije iterativnog pro-
&gﬁica uzima se veli&ina p (B). Naime,

iterativni proces konvergi- k
i . i ~»’_
- ra br¥e, ukoliko J€ o (B) bli¥e nuli.| Broj koji karakteri¥e brzi- :
i € definisan Jje kao
;‘.) s §
B ' v(B) = -logp (B).

Pri ovome, za ispunjenje uslovalli(k)—§1!< EH§(O)-§|L
gde je ¢ dovoljno mali pozitivan broj i 5 (B)

‘ itii?cija je pribli%no dat sa
. 9 |

’,’ \

# 0, potreban broj
k ¥ -loge/v (B).

J‘Pored brzine konvergenciije jednog itera

tivnog procesa
je bitan i broj aritmeticd&kih i logi&kih o

POstizanje taénosti

m smislu) pribli¥ne dat sa




?japétijim iteratlvnl
»%@ [7, str. str. 352-363].

e : : : adin
. Na kraju ovog odeljka, izlo%icemo jedan praktican nac
W‘iranje lMetoda proste iteracije. B
t"h

Neka je dat sistem jednadina AX = b, gde je A"[aj_j]nxn 8
> = [b by...b, 1 i neka je

o

rall o 0
0 a 0
Sdiag(a) = : 44
; }_0 P ann_J
:

Fggula rnal matrica.
A valentnom Obliky
BB tdgy. . ;

Tada se ovaj sistenm moZe Predstaviti u ekvi-

X = D'l(D—Ah? +p 1,

Napomenimo da je odgovarajuéi skalarni Oblik

=y a a' .
e ”"'51% xz"Elé e - ilﬂ % e 22
il * 11 a]_l n all'

a b .» "hy.i.&‘_q:‘,z;‘ €3 s

.y W 2
—
o “xi'l f-"e Y
2% .,zg,§ a
;...\u 3 zz




e J' :
%

» u literaturi poznat kao|Jacobiey metod. |

Kako je karakteristi&ni polinom matrice D-I(D-k ‘;".gifﬁ¢d
. PO = det(D™'(D-2) 4)1) = -det(p"tyaet (10 F GEDIT -
( 3.2.6 sleduje da Jacobiev iterativni proces konv.t’q-' A
W&u—sv—i——kegen.i_jednaﬂg_e__
)‘all a7 v a5,

azl xa22 a2n

%n1 an2

po modulu manji od jedinice.

4.8.8. Gauss—Seidelov metod

Gauss-Seidelov metod se dobija‘ii\odi‘fi_,}_cgq}jom_ﬂ\netoda pro-

ste iteracije. Kao 35to smo ranije videli, kod mvi;.c):da proste ite-
K >

racije, vrednost i-te komponente ﬁ ) vektora X izradunava se

ol k=1) (k=1) :
. na osnovu vrednosti x{ PEERYE r 3

x) . % (k=1) 4 g (121, 0eeenf K®1,20003)8
e w {b X i

1 ,~P14%9

I=1

#to bi se za isra-
od moZe se modifikovati na taj nadin ‘k) "

n osti “1k, koristile vrednoSti Xg= ps..eXy s
A

sl

vl 9 i Al ! ' ‘ e il
b, é,_’ul&‘ * bljiiak“*!*‘ (‘.loqu ol

o U




b2l 0

l_ nl bn2

n,n—l 4

Tada (2/53.. 1) Postaje

(k=1,2

,o-o)-

PO modulu maniji od jedinice,

Kako je det(I-B )=]

8 (3.3.2) moZe ge dobi ti ekvivale
Naime, i £9.0.2) sleduje

4 iy

= (2-8)"1g g(k-1)




‘ ,7-’k’] |

L

g ¥ h R
B = i »

‘ ‘ » .-l ’ b & A
St (1-8,) 'det[By-(1-8) 2] eis SHSNNESINE

e Xako je det(I-B)) =1, poslednja jednaina se svod
Bsdaation (3.3.3), &ime je dokazana teorema 3.3.1. |
jedna¥ina A% =B u obliku (3.220.

Posmatrajmo sada sistem

! Ako stavimo
‘ - =
' A-D C1+C2,
' gde su
! K
A o 0 a;, --° °1n1
' 8y O Bl 0o 0 B
‘ By = . N c2= A
Lanl %n2 an,n—lo_ 0 0 0 _i

mo¥e se obrazovati Gauss-Seidelov proces kao
N (3.3.4) ?z“"=-o‘lcli“"-n‘lczi“““w'ls (k = 1,20 52008 .
-Seidelovog metoda ponekad se ne na-

ova varijanta Gauss {iu
ziva metod (videti [46])-
® : 4

Iz teoreme 3.3.1 sleduje sledeéa teorema:
™ A

om vektoru %(0)  jterativni proces

R 3.2. Pri proizvoljn
ako su svi koreni jedna&ine i, 2

Teorema
amo

(3.3.4) xonvergira ako i s

33

c,+(D+Cy) ¥




anije
‘*%éﬁégfﬁﬁiﬁ Proces

a, na%alost, nemaju ve

Sisten Jednaging sa matricom, %;55&22-
azao Sledeéi rezultat.

>
B _realna i s;;;:;IEHE\i neka su

Ozitivnj, Iterativni Proces

°ar za jedno ier je |a

reSavanije Sistema
Lo




SRR g A= 108y

|
>
gw &

lajal + lagsl =

585’ S

+ Ja

o laz,| 2 = lay| 23l =

|a33| = 10>s3 = |a3l| + |a32| =3

i kako A ne sadrZi nula-submatricu tipa 1x2 ili tipa 2x1, za-
kljudujemo da su uslovi 1° i 22 u teoremi 3.3.4 ispunjeni. Da-
kle, iterativni proces (3.3.4) primenjen na reSavanje sistema o

BRBRi5) v konvergirat s
/
Polazeéi od ShOl g = [2.2 0N6 1.3]T,‘na osnovu P
y g
I, | AT (k-1) (k-1)
> e 0..3x2 +().1x3 31028,
e Doz ! 0.2 OGS

(k)

()= al (k)
X3 = 0.1x:L 0.2x2 + 1.3,

gde je k=1,2,..., dobijamo niz

e %(1) _ [1.1500000 1.0900000 0.9670000]",
%(2) _ [0.9697000 0.9873400 1.0055620]%, .

%(3) = [1.0043542 1.0019832 0.9991680] ",
%(4) = [0.9993219 0.9996979 1.0001283] T,

B MR ot
. Primetimo da je ta¥no reSenje sistema (3.3.5)

e
i

g ik s ol

DY, oo SEREe



