
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

9. Tri integralne teoreme

9.1. Uvod uz osvrt na ozbiǉniju matematiku

U ovoj glavi obradi�emo tri korisna tvr�eǌa iz vektorske analize. Sva tri tvr�eǌa su
zapravo specijalni sluqajevi jednog istog tvr�eǌa o integraciji po mno ı̄osx̄̄rukosx̄̄ima. Poxto
smo ovde ograniqeni na tri dimenzije, za nas su ,,mnogostrukosti” krive, povrxi ili prostorne
oblasti. Opxte tvr�eǌe je poznato kao uoī̄xx̄̄ena Sx̄̄oksova6 x̄̄eorema i kaжe slede�e:

• Ako je Ω orijentabilna mnogostrukost i ∂Ω ǌena granica, onda je integral giferencijalne
forme ω po ∂Ω jednak integralu ǌenog sī̄oǉno ı̄ izvoga dω po celom Ω:

∫

∂Ω

ω =

∫

Ω

dω.

U ovom tvr�eǌu ima nekoliko pojmova koje ne razumemo. Pokuxa�u da ih objasnim samo in-
formativno. Uvodimo oznaku dx ∧ dy = −dy ∧ dx = dxdy.

− Orijenx̄̄abilne mno ı̄osx̄̄rukosx̄̄i su npr. sve krive (imaju dva smera kretaǌa) i dvostrane
povrxi (znamo i za jednu koja to nije - Mebijusovu traku).

− Diferencijalna forma je nexto poput P dx+Q dy +R dz ili P dydz +Q dzdx+R dxdy.

− ǋen sī̄oǉni izvog je neka diferencijalna forma reda vixeg za jedan i zadovoǉava pravila
d(ω dx) = dω ∧ dx i d(dx) = 0. Dakle, u tri dimenzije za P = P (x, y, z) dobi�emo ovo:

d(P ) = dP = potpuni diferencijal funkcije P,

d(P dx) = dP ∧ dx = (P ′
x dx+ P ′

y dy + P ′
z dz) ∧ dx = P ′

y dy ∧ dx+ P ′
z dz ∧ dx = −P ′

y dxdy + P ′
z dzdx,

d(P dxdy) = d(P dx) ∧ dy = (−P ′
y dxdy + P ′

z dzdx) ∧ dy = P ′
z dzdxdy = −P ′

z dxdzdy = P ′
z dxdydz.

Teoreme koje su tema ove glave su sluqajevi uopxtene Stoksove kada je

(1) Ω oblast u ravni, ∂Ω kriva kojom je ona ome�ena i ω = P dx+Q dy;

(2) Ω oblast u prostoru, ∂Ω povrx kojom je ona ome�ena i ω = P dydz +Q dzdx+R dxdy;

(3) Ω povrx u prostoru, ∂Ω kriva koja qini ǌenu granicu i ω = P dx+Q dy +R dz.

U ovim sluqajevima spoǉni izvod dω izgleda�e ovako:

d(P dx+Q dy) = (Q′
x − P ′

y) dxdy,

d(P dx+Q dy +R dz) = (R′
y −Q′

z) dydz + (P ′
z −R′

x) dzdx+ (Q′
x − P ′

y) dxdy,

d(P dydz +Q dzdx+R dxdy) = (P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz.

Zapaжamo rotor (u drugoj jednakosti) i divergenciju vektorskog poǉa ~A = (P,Q,R) (u tre�oj).

9.2. Grinova teorema

D

γNeka je γ zatvorena pozitivno orijentisana kriva u xy-ravni,
deo-po-deo glatka i bez samopreseka, a D oblast ome�ena ǌome.
Tada za proizvoǉne neprekidno diferencijabilne funkcije P =
P (x, y) i Q = Q(x, y) vaжi slede�e tvr�eǌe.

6George Gabriel Stokes (1819-1903), englesko-irski fiziqar i matematiqar
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Tvr�eǌe 9.1 (Grinova7 x̄̄eorema).

∮

γ

P dx+Q dy =
x

D

(Q′
x − P ′

y) dxdy.

Dokaz. Dokaza�emo da je ∮

γ

Q dy =
x

D

Q′
x dxdy.

Sliqno vaжi i
∮

P dx = −
s

D
P ′
y dxdy.

Ispitajmo xta predstavǉa veliqina I =
s

D
Q′

x dxdy.

(1◦) Ako se γ sastoji samo od krivih x = x1(y) i x = x2(y) za a 6 y 6 b (x1 6 x2) i segmenata
na pravim y = a i y = b (leva slika), vaжi

∫

γ

Qdy =

∫ b

a

Q(x2(y), y)dx−
∫ b

a

Q(x1(y), y)dx =

∫ b

a

(

Q(x2, y)−Q(x1, y)
)

dy =

∫ b

a

dy

∫ x2

x1

Q′
xdx =

x

D

Q′
xdxdy.

D
γ

γ γ+
+

+
−

leva slika desna slika

(2◦) U sluqaju maxtovitije krive γ desna slika prikazuje xta predstavǉa integral I. In-
tegral

s

D Q′
x dxdy se raquna po svim osenqenim oblastima, sa naznaqenim znakom.

Primer 9.1. Za P = 0 i Q = x u Grinovoj teoremi sledi da se povrxina oblasti D moжe raqunati
kao

P =

∮

γ

x dy, jer je

∮

γ

x dy =
x

D

(∂x

∂x
− ∂0

∂y

)

=
x

D

1 dxdy.

Primer 9.2. Izraqunati integral

∮

γ

(

2 sin(2x+ y)+xy2
)

dx+
(

sin(2x+ y)−xy2
)

dy, gde je γ kruжnica

x2 + y2 = 1.

Rexeǌe. Ovde je P = 2 sin(2x+ y) + xy2 i Q = sin(2x+ y)− xy2. Po Grinovoj teoremi je
∮

γ

Pdx+Qdy =
x

D

(Q′
x−P ′

y)dxdy =
x

D

(

(✭✭✭✭✭✭2 cos(2x+y)−y2)−(✭✭✭✭✭✭2 cos(2x+y)+2xy)
)

dxdy =
x

D

(2xy+y2)dxdy,

gde je D unutraxǌost kruga γ. Uvo�eǌem polarnih koordinata x = r cosϕ i y = r sinϕ za
D′ : {0 6 r 6 1, 0 6 ϕ 6 2π} ovaj integral postaje

x

D′

r2(2 cosϕ sinϕ+ sin2 ϕ) · r drdϕ =

∫ 1

0

r3 dr

∫ 2π

0

(✘✘✘✘✘✘✿0
2 cosϕ sinϕ+✟✟✟✯π

sin2 ϕ) dϕ = π

∫ 1

0

r3 dr =
π

4
.

9.3. Teorema Gausa i Ostrogradskog

V

Tvr�eǌe koje sledi je trodimenzionalna verzija Grinove teo-
reme.

Neka je Π zatvorena povrx u prostoru, deo-po-deo glatka, a V
deo prostora unutar ǌe. Tada za proizvoǉne neprekidno difer-
encijabilne funkcije P , Q i R po x, y, z vaжi

Tvr�eǌe 9.2 (Teorema Gausa8 i Osx̄̄ro ı̄ragsko ı̄9).
{

Π

P dydz +Q dzdx+R dxdy =
y

V

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz.

7George Green (1793-1841), engleski fiziqar
8Carl Friedrich Gauß (1777-1855), nemaqki matematiqar
9Mihail Vasilьeviq Ostrogradski� (1801-1862), ruski matematiqar i fiziqar
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Drugim reqima, protok vektorskog poǉa ~A = (P,Q,R) kroz spoǉnu stranu zatvorene povrxi Π
jednak je koliqini divergencije unutar povrxi:

{

Π

~A · ~n dΠ =
y

V

div ~A dxdydx.

Ovo tvr�eǌe se dokazuje sliqno Grinovoj: pokazuje se da je
y

V

R′
z dxdydz =

{

Π+

R dxdy i analogno za preostala dva sabirka.

Zaista, u prostom sluqaju kada je oblast V data uslovima z1(x, y) 6 z 6 z2(x, y) za (x, y) ∈ D (tako
da se povrx Π sastoji od povrxi z = z1 i z = z2) imamo

y

V

R′
z dxdydz =

x

D

dxdy

∫ z2

z1

R′
z dz =

x

D

(

R(z2(x, y))−R(z1(x, y))
)

dxdy =
x

Π+

R dxdy.

Primer 9.3. Izraqunati integral I =
{

Π+

ex+y(x dx − x dy − z dz), gde je Π+ spoǉna granica vaǉka

datog uslovima x2 + y2 6 1, 0 6 z 6 1.

Rexeǌe. Ovde je P = xex+y, Q = −xex+y i R = −zex+y, a oblast V je dati vaǉak. Po teoremi Gausa
i Ostrogradskog je

I =
y

V

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz =

y

V

(

(x+ 1)ex+y − xex+y − ex+y
)

dxdydz =
y

V

0 dxdydz = 0.

9.4. Stoksova teorema

~n

Π+

γ

Slede�e tvr�eǌe je uopxteǌe Grinove teoreme na trodi-
menzionalne krive. Sada je γ usmerena (tj. orijentisana) zat-
vorena kriva u prostoru, a Π povrx qija je granica kriva γ.
Funkcije P , Q i R su neprekidno diferencijabilne.

Tvr�eǌe 9.3 (Sx̄̄oksova x̄̄eorema).
∮

γ

P dx+Q dy +R dz =
x

Π+

(R′
y−Q′

z) dydz + (P ′
z−R′

x) dzdx+ (Q′
x−P ′

y) dydz,

gde je Π+ ona strana povrxi koja ostaje s leve sx̄̄rane prilikom kretaǌa duж krive.

Drugim reqima, cirkulacija vektorskog poǉa ~A = (P,Q,R) duж usmerene krive γ jednaka je
protoku rotora kroz ,,levu” stranu povrxi Π+:

∮

γ

~A · d~r =
x

Π+

rot ~A · ~n dΠ.

Specijalno, ako je rotor vektorskog poǉa ~A nula (tj. ako je ono potencijalno), onda je inte-
gral tog poǉa duж svake zatvorene krive jednak nuli. Odatle sledi da integral potencijalnog
vektorskog poǉa ne zavisi od puta. Toga se se�amo iz glave 4 (nezavisnosx̄̄ og ī̄ux̄̄a). Iz Stoksove
teoreme u stvari zakǉuqujemo da samo potencijalna vektorska poǉa imaju tu osobinu.

Primer 9.4. Izraqunajmo integral I =

∮

γ

z dx+ x dy+ y dz po krivoj γ u preseku povrxi x2 + y2 = 1

i z = x2, orijentisanoj u pozitivnom smeru gledano odozgo.

Kriva γ se moжe parametrizovati jednaqinama

(x, y, z) = ~r(t) = (cos t, sin t, cos2 t), 0 6 t 6 2π.

Pozitivna orijentacija krive znaqi da t ide od 0 do 2π, tako da je
x

y

z

−1
1−1

1

1

O

I =

∫ 2π

0

(z · x′
t + x · y′t + y · z′t) dt =

∫ 2π

0

(

✘✘✘✘✘✘✘✘✿0
cos2 t · (− sin t) + cos t · cos t+

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✿0

sin t · (−2 cos t sin t)
)

dt. = π.

Isti integral se moжe izraqunati i primenom Stoksove teoreme. Za povrx Π moжe se uzeti
deo povrxi z = x2 za D : x2 + y2 6 1. Kretaǌem duж krive γ u pozitivnom smeru, sleva ostaje
ı̄orǌa strana povrxi Π. Imamo ~A = (z, x, y) i rot ~A = (1, 1, 1), pa je
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I =
x

Π+

rot ~A · ~n dΠ =
x

Π+

dydz + dzdx+ dxdy =
x

D

(−z′x − z′y + 1) dxdy =
x

D

(1− 2x) dxdy

=
∣

∣

x=r cosϕ

y=r sinϕ

∣

∣=
x

D

(1− 2r cosϕ) · r drdϕ =

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

(1 − 2r cosϕ)r dϕ =

∫ 1

0

2πr dr = π.

9.5. Zadaci

1. Izraqunati I =
x

σ

x dydz + 2y dzdx+ 3z dxdy, gde je σ spoǉna granica kocke V : 0 6 x, y, z 6 1.

2. Izraqunati I =

∮

γ+

y dx√
x+ 2

+ 2(
√
x+ 1 +

√
x+ 2) dy, gde je γ+ pozitivno orijentisan krug

x2 + y2 = 1.

3. Ako je γ polukrug y =
√
1− x2 u pozitivnom smeru, odrediti I =

∫

γ

ln(2−x+y)
(

(x−2)dx−y dy
)

.

4. Izraqunati integral I =
x

Π−

(ez+xyz)dydz+(ex+xyz)dzdx+(ey+xyz)dxdy, gde je Π− unutraxǌa

strana sfere (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 1.

5. Neka je S spoǉna granica tela V odre�enog konusom z = 4−
√

x2 + y2 i ravni z = 3. Izraqu-

nati integral
x

S

z2x dydz + x2y dzdx+ y2z dxdy.

6. Na�i protok vektorskog poǉa ~A = (cos x, y sinx, z2) kroz spoǉnu granicu tela V odre�enog
konusom z2 = x2 + y2 i ravni y − 2z + 2 = 0.

7. Izraqunati I =
x

S

z3 dydz+x3 dzdx+y3 dxdy, gde je S gorǌa strana polusfere z =
√

y−x2−y2.

9.6. Rexeǌa

1. Korix�eǌem teoreme Gausa-Ostrogradskog dobijamo

I =
y

V

(

(x)′x + (2y)′y + (3z)′z
)

dxdydz =
y

V

6 dxdydz = 6 · (zapremina kocke) = 6.

2. Oznaqimo P = y/
√
x+ 2 i Q = 2(

√
x+ 1 +

√
x+ 2). Na osnovu Grinove teoreme,

I =

∮

γ+

P dx+Q dy =
x

D

(Q′
x − P ′

y) dxdy =
x

D

( 1√
x+1

+
1√
x+2

− 1√
x+2

)

dxdy =
x

D

dxdy√
1 + x

,

gde je D : {x2+ y2 6 1} disk obuhva�en krivom γ+. Uvo�eǌem polarnih koordinata x = r cosϕ,
y = r sinϕ za 0 6 r 6 1 i −π 6 ϕ 6 π ovaj integral postaje

I =

∫ π

−π

dϕ

∫ 1

0

r dr√
1 + r cosϕ

=

∫ π

−π

2(r cosϕ− 2)
√
1 + r cosϕ

3 cos2 ϕ

∣

∣

∣

r=1

r=0
dϕ =

2

3

∫ π

−π

2− (2− cosϕ)
√

2 cos2 ϕ
2

cos2 ϕ
dϕ

=
∣

∣

t=ϕ
2

dt= dϕ
2

∣

∣=
4
√
2

3

∫ π
2

−π
2

√
2− (2− cos 2t) cos t

cos2 2t
dt =

4
√
2

3
· sin t(

√
2 cos t− 1)

cos 2t

∣

∣

∣

π
2

−π
2

=
8
√
2

3
.

3. Oznaqimo P = (x − 2) ln(2 − x + y) i Q = −y ln(2 − x + y). Grinovu teoremu ne moжemo da
primenimo na otvorenu krivu γ, pa �emo je prvo zatvoriti segmentom AB, gde je A(−1, 0) i
B(1, 0). Oblast koju obuhvata zatvorena kriva γ ∪ AB zva�emo D. Imamo

I0 =

∫

γ∪AB

P dx+Q dy =
x

D

(Q′
x − P ′

y) dxdy =
x

D

( y

2−x+y
− x− 2

2−x+y

)

dxdy =
x

D

dxdy =
π

2
,

xto je povrxina oblasti D. Ostaje da oduzmemo ,,vixak” - integral I1 =
∫

AB P dx+Q dy:

I1 =

∫ 1

−1

(

P · 1 +Q · 0
)

dx =

∫ 1

−1

(x− 2) ln(2− x) dx =
( (2−x)2 ln(2−x)

2
+

(x−1)(3−x)
4

)
∣

∣

∣

1

−1
= 2− 9 ln 3

2
.

Prema tome, I = I0 − I1 = π
2 + 9

2 ln 3− 2.
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4. Integral po unutraxǌoj strani je I, a po spoǉnoj −I. Po teoremi Gausa-Ostrogradskog je

−I =
y

V

(

(ez + xyz)′x + (ex + xyz)′y + (ey + xyz)′z
)

dxdydz =
y

V

(xy + yz + zx) dxdydz,

gde je V unutraxǌost sfere. Uvo�eǌem sfernih koordinata x = 1+sin θ cosϕ, y = 1+sin θ sinϕ
i z = 1 + cos θ za 0 6 r 6 1, 0 6 θ 6 π i 0 6 ϕ 6 2π ima�emo dxdydz = r2 sin θ drdθdϕ i

I = −
∫ 1

0

dr

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

r2
(

3+2 cos θ + (2 sin θ+sin θ cos θ)✘✘✘✘✘✘✘✿0
(cosϕ+sinϕ) +✘✘✘✘✘✘✘✘✿0

sin2 θ sinϕ cosϕ
)

· r2 sin θ dϕ

= −
∫ 1

0

r4 dr

∫ π

0

2π(3 + 2 cos θ) sin θ dθ = −12

5
π.

5. Oznaqimo P = z2x, Q = x2y i R = y2z. Po teoremi Gausa-Ostrogradskog je

I =
y

V

(P ′
x +Q′

y +R′
z) dxdydz =

y

V

(x2 + y2 + z2) dxdydz.

U cilindriqnim koordinatama x = r cosϕ, y = r sinϕ i z = z telo V je odre�eno uslovima
V ′ : 3 6 z 6 4− r i 0 6 r 6 1. Poxto je dxdydz = r drdϕdz, dobijamo

I =

∫

V ′

(r2 + z2) · r drdϕdz =

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

dr

∫ 4−r

3

(r3 + rz2) dz

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

1

3

(

3(1− r)r3 + r((4 − r)3 − 27)
)

dr =
2π

3

∫ 1

0

(37r − 48r2 + 15r3 − 4r4) dr =
109

30
π.

6. Projekcija datog tela na xy-ravan je elipsa D : x2 + y2 6 (y+2
2 )2, tj. 12x2 + (3y − 2)2 6 16.

Po teoremi Gausa-Ostrogradskog protok poǉa ~A kroz spoǉnu granicu jednak je koliqini
divergencije div ~A = − sinx+ sinx+ 2z = 2z u unutraxǌosti:

I =
y

V

2zdxdydz =
x

D

dxdy

∫
y+2

2

√
x2+y2

2zdz =
x

D

(

(y+2

2

)2

− (x2+y2)

)

dxdy =
x

D

16−12x2−(3y−2)2
12

dxdy

xto se uvo�eǌem polarnih koordinata x = r cosϕ√
12

i y = r sinϕ+2
3 za D′ : 0 6 r 6 4, 0 6 ϕ 6 2π

svodi na

I =
x

D′

16− r2

12
· r drdϕ

6
√
3

=
1

72
√
3

∫ 2π

0

dϕ

∫ 4

0

(16− r2) dr =
32π

27
√
3
.

7. Poxto teorema Gaus-Ostrogradskog zahteva da povrx bude zatvorena, povrx S zatvori�emo
doǌom stranom D− diska D : x2 + y2 6 y, tj. x2 + (y− 1

2 )
2 6 1

4 u xy-ravni (sa D+ oznaqava�emo
gorǌu stranu). Povrx S ∩D uokviruje poluloptu V i vaжi

x

S∪D−

z3 dydz + x3 dzdx+ y3 dxdy =
y

V

(

(z3)′x + (x3)′y + (y3)′z
)

dxdydz = 0.

Dakle,
s

S
∗ = −

s

D− ∗ =
s

D+ ∗. Sledi da je, uz prelazak na polarne koordinate
∣

∣

x=r cosϕ

y= 1
2
+r sinϕ

∣

∣,

I =
x

D+

✘✘✘✘✿0
z3 dydz +✘✘✘✘✿0

x3 dzdx+ y3 dxdy =
x

D

y3 dxdy

=

∫ 1/2

0

dr

∫ 2π

0

(1

8
+

3

4
✘✘✘✿0
r sinϕ+

3

2
r2 sin2 ϕ+✘✘✘✘✿0

r3 sin3ϕ
)

dϕ =

∫ 1/2

0

(π

4
+

3π

2
r2
)

dr =
5

16
π.
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