
Zavrxni kolokvijum iz Matematike 2 (smene 3 i 4)
10.6.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Ispitati konvergenciju i ako konvergira izraqunati∫ 2

0

x−3dx.

Rexeǌe. Kako je podintegralna funkcija neograniqena za x = 0,
to je dati integral nesvojstven. Va�i

I =

∫ 2

0

x−3dx = lim
ε→0+
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1

ε2
= +∞,

xto znaqi da I (odre�eno) divergira.
2. Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure

Φ =

{
(x, y) | x ≤ 3

2
− y2 ∧ x ≥ 1 + y2

}
oko y-ose.

Rexeǌe. Figura Φ ome�ena je parabolama x =
3

2
− y2 (“gorǌa”

kriva) i x = 1 + y2 (“doǌa” kriva).

Granice za y dobijamo iz taqaka preseka ovih dveju parabola, koje
nalazimo rexavaǌem sistema

x =
3

2
− y2

x = 1 + y2.



Odavde je
3

2
− y2 = 1 + y2, odnosno 2y2 =

1

2
, pa je y2 =

1

4
, odakle

sledi y = ±1

2
. Tra�ena zapremina iznosi

Vy = π

∫ 1
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{
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= π · 2
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)
dy = 2π
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3. Napisati jednaqinu tangentne ravni i normale na povrx

z = x2 − y2

2

u taqki (1, 0, 1).
Rexeǌe. Parcijalni izvodi funkcije z = z(x, y) u proizvoǉnoj
taqki su

∂z

∂x
= 2x,

∂z

∂y
= −y,

pa je

∂z

∂x
(1, 0) = 2,

∂z

∂y
(1, 0) = 0.

Kako jednaqina tangentne ravni u taqki (x0, y0, z0) glasi

z − z0 =
∂z

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂z

∂y
(x0, y0) · (y − y0),

to je u ovom zadatku

z − 1 = 2 · (x− 1) + 0 · (y − 0),

odnosno

z = 2x− 1

je tra�ena jednaqina tangentne ravni.
Kako jednaqina normale na povrx u taqki (x0, y0, z0) glasi



x− x0
∂z

∂x
(x0, y0)

=
y − y0

∂z

∂y
(x0, y0)

=
z − z0
−1

,

to je u ovom zadatku

x− 1

2
=
y − 0

0
=
z − 1

−1
,

odnosno

x− 1

2
=
y

0
=
z − 1

−1

je tra�ena jednaqina normale na povrx.
4. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′ = −2

x
y +
√
y sinx

koje ispuǌava uslov y
(π

2

)
=

4

π2
.

Rexeǌe. Data jednaqina je Bernulijeva. Zapiximo je u obliku

y′ +
2

x
y = (sinx)y1/2.

Prvo tra�imo ǌeno opxte rexeǌe. Deǉeǌem prethodnog izraza
sa y1/2 dobijamo

y−1/2y′ +
2

x
y1/2 = sinx. (1)

Uvedimo smenu
z = y1/2,

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija. Diferenciraǌem dobi-
jamo

z′ =
1

2
y−1/2y′,

pa kad to uvrstimo u (1), imamo

2z′ +
2

x
z = sinx,

odnosno

z′ +
1

x
z =

sinx

2
,



xto predstavǉa linearnu diferencijalnu jednaqinu, qije je opxte
rexeǌe

z = e−
∫
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∫
e
∫
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)
,

gde je p(x) =
1

x
, q(x) =

sinx

2
. Dakle,
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∫
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∫
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∫
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=
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)
=

{
u = x dv = sinx

du = dx v = − cosx

}
=
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∫
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− cosx

2
+
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2x
=

2c− x cosx+ sinx

2x
,

pa nakon vra�aǌa smene dobijamo opxte rexeǌe polazne jednaqine

y1/2 =
2c− x cosx+ sinx

2x
.

Kada u opxte rexeǌe uvrstimo uslov y
(π

2

)
=

4

π2
sledi
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4
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=
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π
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2
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,

odakle je

c =
1

2
,

pa kad to vratimo u opxte rexeǌe dobijamo

y1/2 =
1− x cosx+ sinx

2x
,

xto predstavǉa tre�eno partikularno rexeǌe.



Zavrxni kolokvijum iz Matematike 2 (smene 3 i 4)
10.6.2015.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Ispitati konvergenciju i ako konvergira izraqunati∫ 3

0

x−2dx.

Rexeǌe. Kako je podintegralna funkcija neograniqena za x = 0,
to je dati integral nesvojstven. Va�i

I =

∫ 3

0

x−2dx = lim
ε→0+

∫ 3

ε

x−2dx = lim
ε→0+

[
x−1

−1

]∣∣∣∣3
ε

= − lim
ε→0+

(
1

3
− 1

ε

)
= −1

3
+ lim

ε→0+

1

ε
= +∞,

xto znaqi da I (odre�eno) divergira.
2. Izraqunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure

Φ =

{
(x, y) | x ≥ 2

3
+ y2 ∧ x ≤ 1− y2

}
oko y-ose.

Rexeǌe. Figura Φ ome�ena je parabolama x =
2

3
+ y2 (“doǌa”

kriva) i x = 1− y2 (“gorǌa” kriva).

Granice za y dobijamo iz taqaka preseka ovih dveju parabola, koje
nalazimo rexavaǌem sistema

x =
2

3
+ y2

x = 1− y2.



Odavde je
2

3
+ y2 = 1 − y2, odnosno 2y2 =

1

3
, pa je y2 =

1

6
, odakle

sledi y = ± 1√
6
. Tra�ena zapremina iznosi

Vy = π

∫ 1√
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}
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3. Napisati jednaqinu tangentne ravni i normale na povrx

z =
x2

2
+ y2

u taqki (0, 1, 1).
Rexeǌe. Parcijalni izvodi funkcije z = z(x, y) u proizvoǉnoj
taqki su

∂z

∂x
= x,

∂z

∂y
= 2y,

pa je

∂z

∂x
(0, 1) = 0,

∂z

∂y
(0, 1) = 2.

Kako jednaqina tangentne ravni u taqki (x0, y0, z0) glasi

z − z0 =
∂z

∂x
(x0, y0) · (x− x0) +

∂z

∂y
(x0, y0) · (y − y0),

to je u ovom zadatku

z − 1 = 0 · (x− 0) + 2 · (y − 1),

odnosno

z = 2y − 1

je tra�ena jednaqina tangentne ravni.



Kako jednaqina normale na povrx u taqki (x0, y0, z0) glasi

x− x0
∂z

∂x
(x0, y0)

=
y − y0

∂z

∂y
(x0, y0)

=
z − z0
−1

,

to je u ovom zadatku

x− 0

0
=
y − 1

2
=
z − 1

−1
,

odnosno

x

0
=
y − 1

2
=
z − 1

−1

je tra�ena jednaqina normale na povrx.
4. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′ = −2

x
y −√y cosx

koje ispuǌava uslov y (π) =
1

4π2
.

Rexeǌe. Data jednaqina je Bernulijeva. Zapiximo je u obliku

y′ +
2

x
y = (− cosx)y1/2.

Prvo tra�imo ǌeno opxte rexeǌe. Deǉeǌem prethodnog izraza
sa y1/2 dobijamo

y−1/2y′ +
2

x
y1/2 = − cosx. (2)

Uvedimo smenu
z = y1/2,

gde je z = z(x) nova nepoznata funkcija. Diferenciraǌem dobi-
jamo

z′ =
1

2
y−1/2y′,

pa kad to uvrstimo u (2), imamo

2z′ +
2

x
z = − cosx,

odnosno

z′ +
1

x
z = −cosx

2
,



xto predstavǉa linearnu diferencijalnu jednaqinu, qije je opxte
rexeǌe

z = e−
∫
p(x)dx

(
c+

∫
e
∫
p(x)dxq(x)dx

)
,

gde je p(x) =
1

x
, q(x) = −cosx

2
. Dakle,

z = e−
∫

1
x
dx

(
c+

∫
e
∫

1
x
dx ·
(
−cosx

2

)
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)
= e− ln |x|

(
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2

∫
eln |x| cosxdx

)
=

1

x

(
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2

∫
x cosxdx

)
=

{
u = x dv = cosx
du = dx v = sinx

}
=

1

x

[
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(
x sinx−

∫
sinxdx

)]
=

1

x

(
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2
x sinx− 1

2
cosx

)
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c

x
− sinx

2
− cosx

2x

=
2c− x sinx− cosx

2x
,

pa nakon vra�aǌa smene dobijamo opxte rexeǌe polazne jednaqine

y1/2 =
2c− x sinx− cosx

2x
.

Kada u opxte rexeǌe uvrstimo uslov y (π) =
1

4π2
sledi(

1

4π2

)1/2

=
2c− π sin π − cos π

2π
,

odakle je

c = 0,

pa kad to vratimo u opxte rexeǌe dobijamo

y1/2 = −x sinx+ cosx

2x
,

xto predstavǉa tre�eno partikularno rexeǌe.


