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Dinamika krutog tela

Diferencijalne jednacine kretanja krutog tela

Slobodno telo ima Sest stepeni slobode: tri koordinate pola translacije i tri Ojlerova
ugla. U dinamici tela pogodno je da se za pol translacije uzeti centar masa C. Za
reSavanje osnovnih zadataka dinamike potrebno je napisati Sest jednaCina koje
povezuju nezavisne parametre i sile koje deluju na telo. Te jednacine su

K=mV, =F;, ma,=F;, L.=M¢. (A)
Diferencijalne jednacine translatornog kretanja tela
Ako se u tacki O tela (OC =r_.), koje se krece translatorno, postavi Dekartov

koordinatni sistem OXyz, koriste¢i diferencijalnu jednacinu kretanja srediSta masa,
dobija se

m¥. =Xgp, mMy.=Ys, mi.=Z;.
Kako kod translatornog kretanja tela vazi da je: @=0, I:C = Mé , 1 kako je
L., = Jo,@,, sledi da je M =0. Na osnovu toga je M, =0, Mg, =0 i Mg, =0.
Ove jednacine nazivaju se uslovima kompatibilnosti i sluze da se odrede nepoznate
sile koje deluju na telo, da bi kretanje bilo translatorno.
Diferencijalne jednacine obrtanja tela oko nepokretne ose
Telo koje se obrée oko nepokretne ose ima jedan

stepen slobode 1 njegov polozaj odreden je uglom
obrtanja ¢ . Diferencijalne jednacine kretanja tela

AFB

jo/a
<

suma, =F; i I:A =M 2 - Ove jednacine pogodno

je projektovati na ose pokretnog koordinatnog
sistema A&nd, jer se polozaj centra masa i

vrednosti momenata inercije tela, ne menjaju.
h  Neka na telo deluje sistem od n aktivnih sila

( lf1 ,Ifz ,...,lfn ) ireakcije veza
Ry =RuA+R,, fi+R, ¥ i Ry =Ry A+Ry, ii.
Izvod vektora, koji je odreden u odnosu na ose

pokretnog trijedra, ima dva ¢lana, relativni
L) (lokalni) 1 prenosni, pa je

K K . - L L, . -
K _d +oxK, at, _diL, AtaoxL,.
dt dt dt
Sada vektorske diferencijalne jednacine obrtanja tela oko nepokretne ose postaju

drK+c?)xK:|f§+I§A+§B, diLy
dt dt
Polazeci od

+aoxL,=M2+ MA(ﬁA)+ MA(ﬁB).

. d K dK.. dK dK
K=K A+K i+K.v, "~ =—< 3+ "1y *y,
¢ TRV Ty dt at 47 dt
A n v

K=mV, =m(&xF.)=m0 0 o,|=-monl+moj,

Sc Me G
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, _d.K - L o
dobija se da je ?=—m82ncft +me, &, jer je & =1 =0. Drugi ¢lan je

i 5 v
cT)xIZ:a)ZVxK:a)zﬁxm(c?)xfc):ma)zﬁx(—a)anZ—i-a)jcﬁ):ma)f 0 0 1
¢ ¢ O

ox K =-ma?é 1 -ma’n.ji.
Koriste¢i definiciju momenta koli¢ine kretanja, za kruto telo koje se obrée oko
nepokretne ose Je

j( xv)dm jr dm a)J. dm J‘ r- a) dm
L —a)vj.(f +nt+ 7 )dm wj( §/1+77g71+§ v)dm
Ag =—w If;dm— o, g, LAU =— Iné’dm— a)ang,

Ag_a)jg 1+ ./;)dm 0.,

pa su lokalni izvodi

L. =—-¢,J L, =-&,J LAgng

4 27 ¢g 7 z7ng > AN
1
A [l v
x L, 0 0 o, —a)ZJnC}t ;. J.

—0d, -wJ, 0],

Momenti reakcija veza, za tatku A, su

ioa v
M A (R,)=0, M,(Ry)=FyxRy=| 0 0 h/=—hRy I+hRy,ji.
Re, Ry, 0

Kako je o=w,v=¢Vv,1 & =¢,V =@V, skalarne diferencijalne jednacine obrtanja
tela oko nepokretne ose su
—-men. — m§b2§c = FRag + RA§ + RB§3

m@se — m§b2770 = FRaq + RAq + qua
0=Fg +R,.,
.. .2 a
W+, =My —hRg
. %) a
@, =9 =My, +hRg,,
Jé«@:Mz;

(B)

Koriste¢i jednagine (A) (md, =F¢, L, =M3), kao i jednadine koje izrazavaju
Dalamberov princip za materijalni sistem (Fg+Fy' =0, M3 +M} =0), skalarne
diferencijalne jednacine obrtanja tela oko nepokretne ose mogu se napisati u obliku
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Fe: + Ry + Ry, + Fat =0,

Fay + Ra, +Re, + Fay =0,

Fa + Ry, +Fgr =0,

M, —hRg, + Mg, =0,

M, +hRg, + Mg, =0,

My, +Mg, =0.

Poredenjem jednacina (B) 1 (C), projekcije glavnog vektora 1 glavnog momenta sila

inercije, tela koje se obrée oko nepokretne ose, na ose pokretnog koordinatnog
sistema su

©

FF\I’; = m¢77C +m¢2§C 9 FF\:':] = _m¢§c + m(bzﬂc , FF;E :0’
Ml =@ =073, My, =@, +07 3, Mi=-J.0.

Odredivanje reakcija u leziStima tela koje se obrée oko nepokretne ose
Reakcije u lezistima tela koje se obrée oko nepokretne ose, koje su odredene iz prvih
pet jednacina u (B) i (C), mogu se prikazati i na sledeci na¢in
5 _pst.pd B _pBst, pd
R,=Ry+R,, Ry =Rj +Rg,
d d d
Ra: =R +Ry:» Ry, =RA, + Ry, Ry =RA +Ry,,
d d
Rs: = Ra: +Rg:, Rs, = Rs, +Rg, -
Staticke reakcije bi se pojavile i onda kada veze ne dozvoljavaju obrtanje, a

dinamiCke reakcije su posledica obrtanja tela. Jednacine pomocu kojih se mogu
odrediti staticke i dinamicke reakcije veza su

Fg: + R +Ra; =0, Ri: +Ra; +m@ne +me?s. =0,
Fs, +Ra, +Ra, =0, R, + Rg, ~M@Es +mep’ne =0,
Fe + R =0, RE, =0,
M:: —hRg, =0, —hRg, +@., —¢°J, . =0,
M7, +hRg. =0. hRg; + @, +¢*J., =0.

Oslovi dinamicke uravnoteZenosti tela koje se obrce oko nepokretne ose
Telo koje se obrée oko nepokretne ose bi¢e dinamicki uravnotezeno ako su dinamicke
reakcije veza jednake nuli, tj.
Rp: =Ry, =Rg: =Rg§, =0.

Koriste¢i prethodne jednacine, dobijaju se dva para linearnih homogenih algebarskih
jednacina

¢77c+¢2§c =0, (ch;_(bz‘]% =0, ¢2§c+¢77c =0, ¢2J§§+¢‘]n§ =0,
_¢§c+¢277c:0: (P‘]qg+¢2J§;=0, _¢§c+¢277c =0, _@§g+(p2‘]q;:0>
gde su nepoznate &¢, 77c, J, 1 J,, . Determinanta oba sistema jednacina je
¢ P
~p ¢
pa sistemi jednacina nemaju drugih reSenja, osim trivijalnog, tj.

Sc=1c=0 ‘]54 =‘Jn§ =0.

=¢'+¢" 20,
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To znaci, da bi telo koje se obrée oko nepokretne ose bilo dinamicki uravnotezeno,
treba da se centar masa tela nalazi na osi obrtanja i da osa obrtanja bude glavna osa
inercije, pa odatle sledi da ta osa treba da bude glavna centralna osa. Prakti¢na
realizacija dinamicke uravnotezenosti postize se dodavanjem ili oduzimanjem masa.

Diferencijalne jednacine ravnog kretanja tela

Telo koje vrsi ravno kretanje ima tri stepena slobode.
Razlazu¢i ravno kretanje na translatorno i1 obrtno, moze
se re¢i da se ovo kretanje sastoji od translatornog sa
polom translacije u centru masa C i obrtnog kretanja
oko ose koja prolazi kroz pol C, a upravna je na ravnu
figuru. Koriste¢i osnovne jednacine kretanja tela

ma, =FS, L. =M¢,
skalarne diferencijalne jednacine ravnog kretanja tela

su

mX. = X5,  myc =Yg, J =M

S

ce o
koje omogucavaju reSavanje oba zadatka dinamike.

U nekim slucajevima, kada je poznata putanja centra masa C, pogodno je koristiti ose
prirodnog trijedra. Tada su skalarne diferencijalne jednacine ravnog kretanja tela date
sa

dv . A . s
mdtC:FRt’ mng;n» ch”:Mc;'

Diferencijalne jednacine obrtanja tela oko nepokretne tacke

Neka se telo obrée oko nepokretne tacke O. U ovom slucaju, diferencijalne jednacine
dobijaju se primenom teoreme o promeni momenta koli¢ine kretanja za nepokretni
pol. Zakon o kretanju centra masa ovde se moze iskoristiti za odredivanje reakcija
veza u nepokretnom polu. Diferencijalna jednacina je

dly =6
el Mg .
Za dobijanje skalarnih diferencijalnih jednacina najpogodnije je koristiti pokretni
koordinatni sistem O¢&7¢ , kruto vezan za telo, jer se za te ose ne menjaju momenti
inercije tela. U tom slucaju je
Lo = Loz A + Lo, i+ Lo, ¥,

- dLof-. dLo _ dLogﬁ = - kX
L, = " A+ dt”y+ o Vit Losd + Lo, sl + Lo,V

s db,. -~ dL dL,
Lo = d?é d?n Ht ?C v+ Log(wx’i)jL Lo”(a)x,u)+ Log(wx‘/)’
s dby, -~ dL,, . dLg. . (. =\ (- o\ (= -
0~ d?i ! don M <t>¢ v +(a)>< '—oM)Jr (@x LOn/“‘)JF(“)X LOév)’
= dLO§ — dLO - dl—o; - - g — —
L, = it A+ dt”y+ m v+a)x(LO§/1+Lo,]y+LO§v),
. db,, - dL dL .
Lg=—= A+ — 2 i+ —2 v+ ox L,

dt dt dt
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y) 7 %
Ii _ dL, I db,, . dig, _

= + V4o w o, |,
° dt a < " ¢

LO§ I‘O n LO{

- dL.. - dL dL
Lg=—2 l+— i+ —2 4
dt dt dt

/i(wn Lo, — o, LOn)+ [‘(“’4 Loz — o, Log)“’(“)g on Og*l

[, [dL 7, |dL
dﬁ:{&Jr(a’nLo;_w{Lm)}%{ d$]7+(a’§|-0¢_wél‘0¢)ﬁ+

dt dt

dL Lo
+{ d;w +(a)§LO,7 —a)ﬂLogy)}v =Mg.

Odavde sledi
dLO§ s
at +(a)rzLOé“ _a)ql-o;;): Mo,
dL,, .
dt7 +(a’¢|-05 _‘%Loc): Mo,
dL

d‘;? +(0,Ly, — @, Lo )= M.

Ako suose O&, On 1 O glavne ose inercije tela, skalarne diferencijalne jednacine
obrtanja tela oko nepokretne tacke su

dw M
Jo‘;’d_thr(Jog_‘]oﬂ)“nwg o¢ s

do
JOnT (05 oc)w§w¢ oy

dw
‘]OQ’T ( op ~ og)a’a’f o;a

koje se nazivaju Ojlerove dinamiCke jednaine obrtanja tela oko nepokretne tacke.
One predstavljaju sistem od tri nelinearne spregnute jednacine po w,, @, i @, .

Ukoliko je moguce resiti prethodni sistem jednacina i odrediti
o, = a)(:(t), o, = a),l(t), o, = a)é«(t),
tada se koriS¢enjem Ojlerovih kinematickih jednacina
=ysin@sing + Ocos @,
o, =y sinfcosp — Osing,
=y cosf+ ¢,
u nekim slucajevima, uz zadate pocetne uslove kretanja, mogu odrediti konacne
jednacine obrtanja tela oko nepokretne ose
p=9(t). v=wp(t)., 0=00).
Ovde je razmatran opsti slucaj delovanja spoljasnjih sila. U tom slucaju ne postoje
opsti integrali prethodnih diferencijalnih jednacina. Ako je telo teSko i tezina tela

jedina aktivna sila postoje Ojlerov, Lagranzev i slu¢aj Kovalevske, u kojima se mogu
odrediti reSenja diferencijalnih jednacina obrtanja tela oko nepokretne tacke.



Diferencijalne jednacine opSteg kretanja tela
Koriste¢i osnovne jednacine kretanja tela

ma, =Fs, L. =M;
prve tri skalarne diferencijalne jednacine kretanja tela su

m. = X3, my.=Ys, mi.=Z;,
a ako su ose O&, O i O glavne ose inercije tela, slede
¥
.v‘
4
V
S

tri Ojlerove jednacine

dw
¢ s
JOéFJF(Joq _Joﬂ)a)ﬂa)§ =Mg;.,

w'

do
JO'IF (Oe: 04)0’5“’4 on'

do
Jog? ( onp ~ 05)0) w; = o;e

Ove jednacine predstavljaju sistem od Sest diferencijalnih jednacina koje opisuju
opste kretanje tela. Prvim integraljenjem ovog sistema jednacina dobija se

Xe = X¢ (t), o, :a)g(t),
yC = yC (t)’ C!)]] = (0,7 (t)’
Zo =1 (t), o, = a){(t).

Koris¢enjem Ojlerovih kinematickih jednacina
. =ysinfdsing+6cosy,
o, =ysinfcosp — Osing,
=y cosf+ ¢,

mogu se (u nekim sli¢ajevima) dobiti reSenja

Xe =Xc (t), V= ‘//(t)’
Ve = Yelt) 0=0(t),
Ic =1¢ (t), ®= (”(t)-



