Pismeni ispit iz Numerickih metoda, I grupa

1. Koristeéi Weierstreissov kriterijum uniformne konvergenvije pokazati da
je funkcionalni red
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uniformno konvergentan za = € R.

Resenje. Kako je
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sledi uniformna konvergencija funkcionalnog reda.

Kako je
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k2
zaklju¢ujemo da je brojni red konvergentan, pa je funkcionalni red uni-

formno konvergentan
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2. Ispitati konvergenciju iterativnog procesa
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U slucaju da je proces konvergentan, oceniti poveéanje broja znacajnih
cifara u iteraciji.

+|:1:|, k € Np.

Resenje. Metod ima formu
b4 1.
mn=Bae 5[ 2 4] 1)

Norma |[|-]| . ima vrednost
|B||, .. = max{.5+.4,.4+ .5} =.9.

Kako je ||Byo = .9 < 1, zakljucujemo da je iterativni proces konvergen-
tan.

Niz vektora xi, k € Ny, je konvergentan i konvergira ka vektoru recimo z.
Onda je z = Bx + b. Dobijamo

Thr1 —@ = Bay+b—Ba—b=Blay —a), = lles — @llroe < |1Bllsocllzr — ]l 4ocs
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Odavde zaklju¢ujemo da vazi

2pg1 = —1ogyo Try1 > —1ogyg || Bl vingty — 10810 Tk = — 10810 || B|[ 400 + 2k-

Dakle vazi
Zk41 — 2k > — 10810 || Bl|+00 =~ .046

Ako pretpostavimo da xy ima jednu znacajnu cifru, 16 znacajnih cifara,
preciznost formata double, se postize u

iteracija.

. Nadi Lagrangeov interpolacioni polinom za skup podataka

o 1 2 3
[ 1.0 1.2 22 31
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Odrediti priblizno vrednost f(1.5).

Resenje. Potrebno je prvo konstruisati Lagrangeov bazis. Nalazimo

(x —1.2)(z — 2.2)(x — 3.1)

lo(z) = ~ —1.98413(z — 1.2)(x — 2.2)(z — 3.1),

(10— 1.2)(1.0 — 2.2)(1.0 — 3.1)
0(z) = (1‘(2”3__11.0(;)(5 o 222))(?1 5 3_1?3 [~ 2:03158( = L0)(@ — 2.2)(z — 3.1),
Uy(z) = (2.(295_1%02)((25”2 112))(22 — 3).1) ~ —.925926(z — 1.0)(z — 2.2)(z — 3.1),
ta(e) = ¢ 2.(29”__ 1% 0()))((;2__1122)5‘(”2' 5 3_13) [ 21847 — L0)(@ — 2.2)(x — 3.1)

Lagrangeov interpolacioni polinom je
Py(z) = bo(x) f(zo) + l1(2) f(21) + L2(x) f(22) + L3 (@) f(23).
Vrednost Lagrangeovog interpolacionog polinoma u tacki 1.5 iznosi
Py(1.5) = 2.30p(1.5) + 2.141(1.5) + 1.465(1.5) + 1.8¢5(1.5) ~ 1.82

—X

Koriste¢i metod proste iteracije resiti jednacinu x = e™”, sa ta¢nosSéu od

dve znacajne cifre.

ReSenje. Ako nacrtamo funkcije y = x i y = e~ *, mozemo priblizno
oceniti da se resenje nalazi u intervalu [0, 1]. Ako izaberemo ¢(x) = e~ %,
jednostavno zakljuéujemo da vazi ¢ : [0,1] — [0,1], jer je e~ opadajuca
funkcija i vazi e = 1 i e7! ~ .37. Takodje, vazi ¢(.2) = e~2 ~ .8187



4.b

#(1) = .37, §to znaci da se interval [0.2, 1] slika u interval [.37,.8187] C
2

i
[.2,1] Dalje je
|¢/(x)] = e < e~ 8187 < 1.

Zaklju¢ujemo da metod proste iteracije

Tk+1 = ¢('Tk)7k € N07

konverira ako izaberemo xo € [.2,1].

Prvih osam iteracija je prikazano u tabeli 1. pa zaklju¢ujemo da je reSenje

e

T
5
.606530659712633
.545239211892605
.579703094878068
.560064627938902
571172148977215
.564862946980323
.568438047570066
.566409452746921
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Table 1: Metod proste iteracije za reSenje jednacine x = e™*.

sa dve znacajne cifre dato sa

T~ .57

Koriste¢i Newtonov metod resiti jednacinu x = e~*, sa tac¢noséu od pet
znacajnih cifara.

ResSenje. Ako nacrtamo funkcije y = x i y = e~ * nalazimo da je reenje

priblizno u intervalu [0, 1]. Newtonov iterativni proces izgleda ovako

T —e Tk

—, k€N
1+e o’ & o

Tr+1 = Tk —
Kako je resenje na intervalu [0, 1] jedinstveno u slu¢aju konvergencije, niz
zr, k € Ny konvergira ka reSenju. Izaberemo li 2y = .5 dobijamo rezultate
kao u tabeli 1. Odakle zakljutujemo da je reSenje sa 5 znacjanih cifara
dato sa
x = .56714

Koristeéi Eulerov metod, sa korakom h = .5 naéi priblizno vrednost y(2.5),
ako je y resenje Cauchyevog problema



Tk

.5
.566311003197218
.567143165034862
.567143290409781
.567143290409784

= w N = Ol

Table 2: Newtonov metod za reSenje jednacine x = e~ ".

Koristedi tacno resenje odrediti apsolutnu i relativnu gresku aproksimacije.

Resenje. Jednostavno nalazimo da vazi
Y1 = Y+ hyr = (L+ Ry = (L+ 1) yo, k€ No.

Odavde nalazimo rezultate prikazane u tabeli 3. Vidimo da vazi

k| xp Yk

0 0 1.

1 .5 1.5
2110 2.25
31115 3.375
4 | 2.0 5.0625
5125 7.59375

Table 3: Eulerov metod

y(2.5) ~ y5 = 7.59375.

Egzaktno resenje je y = €®. Odakle nalazimo

A
A =e*® —ys| =~ 459 r= = ~ .38
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1. Koriste¢i Weierstreissov kriterijum uniformne konvergenvije pokazati da

je funkcionalni red
+oo
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uniformno konvergentan za = € R.

Resenje Kako je

1+ sin® kx 1 + | sin® kx| < 2
1+k2 | 14k~ 1+k*
iz konvergencije brojnog reda
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k=0
sledi uniformna konvergencija funkcionalnog reda.

Kako je
lim T _ 2
k—+o00 k% ’
zakljucujemo da je brojni red konvergentan, pa je funkcionalni red uni-

formno konvergentan

2. Ispitati konvergenciju iterativnog procesa
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U slucaju da je proces konvergentan, oceniti poveéanje broja znacajnih
cifara u iteraciji.

+{1'], k € Np.

Resenje. Metod ima formu
45 1.
$k+1:Bxk+b; B|:5 4:|, b|:1:|

Norma ||| o, ima vrednost
|B]|, oo = max{.4+.5,.5+ .4} =.9.

Kako je ||Bis = .9 < 1, zakljucujemo da je iterativni proces konvergen-
tan.

Niz vektora xi, k € Ny, je konvergentan i konvergira ka vektoru recimo z.
Onda je x = Bx + b. Dobijamo

Thr1 —@ = Bay+b—Ba—b=Blay —a), = lles — @llroe < |1Bllsocllzr — ll4ocs
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Odavde zaklju¢ujemo da vazi

Ze41 = — 10819 k1 > — 10810 || Bl +infty —10810 Tk = —10g10 || B|| 100 + 2k-
Dakle vazi
Zkt1 — 2k > — 10810 || Bl|+00 == .046

Ako pretpostavimo da zy ima jednu znacajnu cifru, 16 znacajnih cifara,
preciznost formata double, se postize u

16 -1
— 32
.046 320

iteracija.

. Naé¢i Newtonov interpolacioni polinom za skup podataka

o 1 2 3
, |11 13 21 34
flak) |23 21 14 18

Odrediti priblizno vrednost f(1.5).

Resenje. Nalazimo

k xp [xk;f} [ﬂfkaxkﬂ;f] [$k7$k+1,$k+2§f] [xk,$k+1,$k+27$k+3;f]
0 1.1 23
21-23
1.3-11 — - .
1 13 21 AZ;——éiii—)—:.125
1.4-21 2111 59134 — .125
5113 P 30769 — (—.575) 3411 902
2 21 14 - B = .5631
LS 14 3.4—1.3 56319
gziﬁ:.30769
3 34 1.8

Odavde dobijamo
Ps(z) = 2.34+(-1.)(z—1.1)+.125(z—1.1)(z—1.3)+.19052(z—1.1)(z—1.3) (z—2.1)

pa je
P5(1.05) = 1.90086

Koriste¢i metod proste iteracije resiti jednacinu x = cosz, sa ta¢noséu od
dve znacajne cifre.

Resenje. Jednostavno nalazimo da se resenje nalazi u intervalu [0, 7/2].
Ako izaberemo ¢(x) = cosz. Onda vazi ¢ : [0,7/2] — [0,1]. Kako je
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funkcija ¢ opadajuéa na intervalu [0, /2], jednostavno zaklju¢ujemo i da
vazi ¢ : [0,1] — [cos1,cos0] = [.54,1] C [0,1]. Zna¢i da mozemo izabrati
interval [0, 1]. Takodje je

|¢'(z)| = |sin(x)| < sinl~ .84 < 1.

Znaci da je metod proste iteracije konvergentan. Ako izaberemo zy = .5
dobijamo rezutlate kao u tabli 4. Odavde mozemo zakljuciti da je resenje

T,
5
.877582561890373
.639012494165259
.802685100682335
.694778026788006
.768195831282016
.719165445942419
.752355759421527
.730081063137823
.745120341351440
.735006309014843
.741826522643246
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Table 4: Metod proste iteracije za reSenje jednacine x = cos x.

sa dve znacajne cifre zadato sa

T .74

Koriste¢i Newtonov metod resiti jedna¢inu x = cos x, sa ta¢noscu od pet
znacajnih cifara.

Resenje. Ako nacrtamo funkcije y = x i y = cos x nalazimo da je reenje
priblizno u intervalu [0, 1]. Newtonov iterativni proces izgleda ovako

T — COS T

Tl = Tp — , ke No.

1+ sinaxy

Kako je resenje na intervalu [0, 1] jedinstveno u slu¢aju konvergencije, niz
zk, k € Ny konvergira ka resenju. Izaberemo li zy = .5 dobijamo rezultate
kao u tabeli 5.

Odakle zakljutujemo da je reSenje sa 5 znacjanih cifara dato sa

x =~ .73909

Koristeéi Eulerov metod, sa korakom h = .5 naéi priblizno vrednost y(2.5),
ako je y resenje Cauchyevog problema

y =-y, y(0)=1



Tp
5
.755222417105636
.739141666149879
.739085133920807
.739085133215161
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Table 5: Newtonov metod za reSenje jednacine x = cos .

Koristeci tacno resenje odrediti apsolutnu i relativnu gresku aproksimacije.

ResSenje. Jednostavno nalazimo da vazi
Yrr1 =Yk —hye = (1= R)yr = (1= h)*lyo, k€ No.

Odavde nalazimo rezultate prikazane u tabeli 3. Vidimo da vazi

k| xp Yk
0 0 1.

1 .5 .5

21 1.0 .25
3115 125
4 | 2.0 .0625
51 2.5 .03125

Table 6: Eulerov metod

y(2.5) ~ y5 = .03125.

Egzaktno reSenje je y = e~*. Odakle nalazimo

~ .62

A=le?5 —ys| =~ .051 r= =



