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Matematika 2 - ve�ba�e za ispit

1. Izraqunati I1 =

∫
x2 + a2

(x2 − a2)2
dx.

2. Izraqunati I2 =

∫
dx

(x+ 1)(x−
√
x)
.

3. Izraqunati I3 =

∫ π/4

0

(cos 2x)3/2 cosx dx.

4. Izraqunati

∫ ∞
0

x10e−x dx.

5. Na�i prvi diferencijal fukncije u(x, y, z) = arcsin
x√

x2 + y2 + z2
.

6. Povrx z = z(x, y) je data implicitno funkcijom F (x, y, z) = 2x/z+2y/z−8 = 0. Na�i jednaqinu tangentne
ravni na povrx z u taqki M(2, 2, 1).

7. Na�i lokalne ekstremne vrednosti funkcije f(x, y) = (y2 − x2)e2x+y.

8. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine y′ =
x

x2 + y2
.

9. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine 2x
√
y2 − x2dx− (1 + 2y

√
y2 − x2)dy = 0.

10. Odrediti izogonalnu trajektoriju pod uglom α = 45◦ za familiju krivih y = C/x koja prolazi kroz
taqku (1, 3).

Rexe�a.

1. I1 =

∫ a2
((

x
a

)2
+ 1
)

a4
((

x
a

)2 − 1
)2 dx =

[ x

a
= t

dx = adt

]
=

1

a

∫
t2 + 1

(t2 − 1)2
dt,

t2 + 1

(t2 − 1)2
=

A

t− 1
+

B

(t− 1)2
+

C

t+ 1
+

D

(t+ 1)2
⇒ A = C = 0, B = D =

1

2
,

I1 =
1

2a

(∫
dt

(t− 1)2
+

∫
dt

(t+ 1)2

)
=

1

2a

(
− 1

t− 1
− 1

t+ 1

)
+ C = −1

a

t

t2 − 1
+ C = − x

x2 − a2
+ C.

2. I2 =

[
x = t2

dx = 2t dt

]
=

∫
2t dt

(t2 + 1)(t2 − t)
=

∫
2dt

(t2 + 1)(t− 1)
=

∫
dt

t− 1
−
∫

t+ 1

t2 + 1
dt

= ln |t− 1| − 1

2
ln |t2 + 1| − arctg t+ C = ln

√
x− 1√
x+ 1

− arctg
√
x+ C.

3. I3 =

∫ π/4

0

(1− 2 sin2 x)3/2 cosx dx =

[
sinx = t

cosx dx = dt

]
=

∫ 1/
√
2

0

(1− 2t2)3/2 dt =

[ √
2t = sinu√

2 dt = cosudu

]
=

1√
2

∫ π/2

0

(1− sin2 u)3/2 cosudu =
1√
2

∫ π/2

0

cos4 u du =
1√
2

∫ π/2

0

(
1 + cos 2u

2

)2

du

=
1

4
√

2

∫ π/2

0

(
1 + 2 cos 2u+

1 + cos 4u

2

)
du =

1

4
√

2

(
3

2
u+ sin 2u+

sin 4u

8

) ∣∣∣∣π/2
0

=
3π

16
√

2
.

4. Polaze�i od integrala

In =

∫ ∞
0

xne−x dx =

[
u = xn, dv = e−x dx,

du = nxn−1 dx, v = −e−x
]

= lim
b→∞

(
−xne−x

∣∣∣∣b
0

)
+ nIn−1 = nIn−1,

pri qemu je I0 = 1, dobijamo da je In = n!. Dakle, I10 = 10!.



5. u′x =
1√

1− x2

x2+y2+z2


√
x2 + y2 + z2 − x · 2x

2
√
x2+y2+z2

x2 + y2 + z2

 =

√
x2 + y2 + z2

y2 + z2
y2 + z2√

(x2 + y2 + z2)3
=

√
y2 + z2

x2 + y2 + z2
,

u′y =
1√

1− x2

x2+y2+z2

·

(
−1

2

2xy√
(x2 + y2 + z2)3

)
=

−xy√
y2 + z2(x2 + y2 + z2)

,

u′z =
−xz√

y2 + z2(x2 + y2 + z2)
(po simetriji).

Prvi diferencijal je
du =

(y2 + z2)dx− xy dy − xz dz√
y2 + z2(x2 + y2 + z2)

.

6. Normala na povrx u taqki M je ~n = (F ′x(M), F ′y(M), F ′z(M)). Potrebni parcijalni izvodi su

F ′x = 2x/z ln 2 · 1

z
, F ′y = 2y/z ln 2 · 1

z
i F ′z = 2x/z ln 2

(
− x

z2

)
+ 2y/z ln 2

(
− y

z2

)
,

pa je ~n = 4 ln 2(1, 1,−4) i mo�emo uzeti da je vektor normale na ravan (1, 1,−4). Jednaqina tra�ene ravni je
x− 2 + y − 2− 4(z − 1) = 0, tj. x+ y − 4z = 0.

7. Parcijalni izvodi su

f ′x = (−2x+ 2y2 − 2x2)e2x+y, f ′y = (2y + y2 − x2)e2x+y,

f ′′xx = −2(2x2 − 2y2 + 4x+ 1)e2x+y, f ′′xy = 2(−x2 + y2 − x+ 2y)e2x+y, f ′′yy = (−x2 + y2 + 4y + 2)e2x+y.

Rexava�em sistema f ′x = f ′y = 0 dobijamo stacionarne taqkeM1(0, 0) iM2(− 4
3 ,

2
3 ). U taqkiM1 je A = f ′′xx = −2,

B = f ′′xy = 0, C = f ′′yy = 2 i ∆ = B2 − 4AC = 4, pa taqka M1 nije taqka lokalne ekstremne vrednosti; u taqki

M2 je A = 10
3e2 , B = 8

3e2 , C = 10
3e2 i ∆ = − 4

e4 , pa je taqka M2 lokalni minimum funkcije, zmin = − 4
3e2 .

8. Data jednaqina je ekvivalentna jednaqini x′ = x2+y2

x , tj. x′−x = y2

x , xto je Bernulijeva jednaqina, x = x(y).
Mno�e�em te jednaqine sa x i uvo�e�em smene x2 = z, 2xx′ = z′ svodimo je na linearnu jednaqinu z′−2z = 2y2.
Opxte rexe�e je

z = e
∫
2 dy

(
C +

∫
2y2e−

∫
2 dy dy

)
= e2y

(
C +

∫
2y2e−2y dy

)
,

∫
2y2e−2y dy =

[
u = 2y2, dv = e−2y dy,

du = 4y dy, v = −e−2y/2

]
= −y2e−2y +

∫
2ye−2y dy =

[
u = 2y, dv = e−2y dy,

du = 2dy, v = −e−2y/2

]
= −y2e−2y − ye−2y − e−2y/2 + C.

Dakle, opxte rexe�e je
x2 = Ce2y − 1

2

(
2y2 + 2y + 1

)
.

9. Neka je M = 2x
√
y2 − x2 i N = −1− 2y

√
y2 − x2. Kako je M ′y = N ′x = 2xy√

y2−x2
, data jednaqina je sa totalnim

diferencijalom. Opxte rexe�e je

u =

∫
2x
√
y2 − x2 dx+ ϕ(y) = −2

3
(y2 − x2)

3
2 + ϕ(y),

gde je u′y = N , tj. −1 − 2y
√
y2 − x2 = −2y

√
y2 − x2 + ϕ′(y). Dakle, ϕ′(y) = −1 i ϕ(y) = −y + C, pa je opxte

rexe�e
u = −2

3
(y2 − x2)

3
2 − y + C.

10. Diferencijalnu jednaqinu date familije dobijamo diferenciraju�i jednaqinu xy = C: y + xy′ = 0.
Diferencijalna jednaqina izogonalnih trajetorija koje seku datu familiju pod uglom 45◦ dobijamo zamenom

y′ sa y′−tg 45◦

1+y′tg 45◦ = y′−1
y′+1 :

y + x
y′ − 1

y′ + 1
= 0, tj. y′ =

y − x
y + x

,

xto je homogena diferencijalna jednaqina. Rexavamo je smenom y
x = z, y′ = z′x + z i dobijamo jednaqinu sa

razdvojenim promen	ivim

z + 1

z2 + 1
dz = − dx

x
, qije je opxte rex�e ln

√
y2

x2
+ 1 + arctg

y

x
= − lnx+ C.

Ako zamenimo (x, y) = (1, 3) u prethodnu jednaqinu dobijamo C = ln
√

10 + arctg 3 - pa se tra�ena izogonalna
trajektorija dobija za tu vrednosti konstante C iz opxteg rexe�a.


