
Matematika 3 - julski rok
27.6.2021. – grupa A

Univerzitet u Beogradu
Maxinski fakultet

Katedra za matematiku

1. Na�i opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqinu
{
x′=x−y
y′=−2x

, gde su x = x(t), y = y(t).

2. Na�i izvod skalarnog poǉa U(x, y, z) = x
y−z u taqki P (2, 1, 0) u pravcu ǌegovog gradijenta u toj taqki.

3. Izraqunati integral
∫
γ
x(dx+dy+dz), gde je kriva γ data uslovima (x, y, z) = (sin t, cos t, sin2 t) za 0 6 t 6 2π.

4. Izraqunati
∫∫∫

V
e−x−2y−zdxdydz, gde je V prvi oktant prostora (tj. x, y, z > 0).

5. Izraqunati integral
∫∫

Π
z dΠ, gde je Π deo ravni z = x+ y + 1 dat uslovima 1 6 x, y 6 2.

6. Funkcija y(x) zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu yy′′ = −2 na celom intervalu [0,+∞). Ako je y(0) = 1,
koliko najmaǌe mo�e da bude y′(0)?

Matematika 3 - julski rok
27.6.2021. – grupa B

Univerzitet u Beogradu
Maxinski fakultet

Katedra za matematiku

1. Na�i opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqinu
{
x′=x+y
y′=2x

, gde su x = x(t), y = y(t).

2. Na�i izvod skalarnog poǉa U(x, y, z) = z
y−x u taqki P (0, 1, 2) u pravcu ǌegovog gradijenta u toj taqki.

3. Izraqunati integral
∫
γ
y(dx+dy+dz), gde je kriva γ data uslovima (x, y, z) = (cos t, sin t, sin2 t) za 0 6 t 6 2π.

4. Izraqunati
∫∫∫

V
e−3x−y−zdxdydz, gde je V prvi oktant prostora (tj. x, y, z > 0).

5. Izraqunati integral
∫∫

Π
z dΠ, gde je Π deo ravni z = x+ y − 1 dat uslovima 2 6 x, y 6 3.

6. Funkcija y(x) zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu yy′′ = −3 na celom intervalu [0,+∞). Ako je y(0) = 1,
koliko najmaǌe mo�e da bude y′(0)?

Kratka rexeǌa
ne tvrdim da su bezgrexna

1. Grupa B. Iz prve jednaqine je y = x′−x i y′ = x′′−x′, xto zamenom u drugu jednaqinu daje x′′−x′−2x = 0.
Kara-polinom je λ2−λ−2, a ǌegove nule λ1 = 2 i λ2 = −1, pa je x = Ae2t+Be−t i y = x′−x = Ae2t−2Be−t.

2. Grupa A. Gradijent poǉa U je ( 1
y−z ,

−x
(y−z)2 ,

x
(y−z)2 ). U taqki P je grad U(P ) = (1,−2, 2). Izvod u smeru

vektora ~v u taqki P je ∂U
∂~v (P ) = grad U(P ) · ~v|~v| . Ako je v = grad U(P ), dobijamo ∂U

∂~v (P ) = |grad U(P )| = 3.

3. Grupa B. Kako je dx = − sin tdt, dy = cos t i dz = 2 sin t cos tdt, tra�eni integral je I =
∫ 2π

0
sin t(− sin t+cos t+

2 sin t cos t) = −
∫ 2π

0
sin2 t dt+

∫ 2π

0
sin t cos t dt+ 2

∫ 2π

0
sin2 t cos t dt = −π + 0 + 2 · 0 = −π.

4. Grupa A. Tra�eni integral je I =
∫∞

0
e−xdx

∫∞
0
e−2ydy

∫∞
0
e−zdz. Kako je

∫∞
0
e−atdt = − limr→∞

1
ae
−at|rt=0 = 1

a

za svako a > 0, sledi da je I = 1 · 1
2 · 1 = 1

2 .

5. Grupa B. Kako je dΠ =
√

1 + z′2x + z′2y dxdy =
√

3 dxdy, tra�eni integral je I =
∫∫
D

(x+ y − 1)
√

3 dxdy, gde je

D oblast 2 6 x, y 6 3. Dakle, I =
√

3
∫ 3

2
dx
∫ 3

2
(x+ y − 1)dy =

√
3
∫ 3

2
(x+ 5

2 − 1)dx = 4
√

3.

6. Grupa A. Uvo�eǌem smene y′ = z(y) i y′′ = zz′ dobijamo jednaqinu zz′ = − 2
y , tj. zdz = − 2dy

y i odatle
y′ = z = ±

√
A− 4 ln y za neku konstantu A > 0. Dokaza�emo da je y(x) = 0 za neko x. To �e znaqiti da y′′

nije svuda definisano, te funkcija y iz zadatka u stvari ne postoji, ma koliko bilo y′(0) =
√
A.

Zbog definisanosti y′ mora da va�i y 6 eA/4 na celom intervalu, pa je svuda y′′ = − 2
y 6 −2e−A/4. To

daǉe znaqi da je y′(x) = y′(0)+
∫ x

0
y′′(t)dt 6

√
A−2xe−A/4, a odatle i y(x) = y(0)+

∫ x
0
y′(t)dt 6 y(0)+

∫ x
0

(
√
A−

2te−A/4)dt = 1 +
√
Ax− e−A/4x2. Sledi da je y < 0 za dovoǉno veliko x, pa za neko x > 0 va�i i y = 0.


