
Matematika 3 - pismeni deo ispita 27.6.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine:

y′′ + y′ − 2y = e2x sin(3x).

Rexeǌe. Data jednaqina je nehomogena linearna diferencijalna
jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Odgovara-
ju�a homogena jednaqina glasi

y′′ + y′ − 2y = 0,

dok je karakteristiqna jednaqina

k2 + k − 2 = 0.

Rexeǌa karakteristiqne jednaqine su k1 = −2 i k2 = 1, odakle
dobijamo fundamentalni sistem rexeǌa homogene jednaqine koji
qine funkcije y1 = e−2x i y2 = ex. Stoga je opxte rexeǌe homogene
jednaqine

yh = c1e
−2x + c2e

x.

Partikularno rexeǌe polazne nehomogene jednaqine tra�imo me-
todom neodre�enih koeficijenata. Kako se ǌena desna strana
mo�e napisati u obliku

e2x sin(3x) = eαx [Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx)]

za α = 2, β = 3, Pm(x) = 0, Ql(x) = 1, i kako α + βi = 2 + 3i nije
rexeǌe karakteristiqne jednaqine, to partikularno rexeǌe po-
lazne nehomogene jednaqine tra�imo u obliku

yp = eαx [Rk(x) cos(βx) + Sk(x) sin(βx)] ,

gde je k = max{m, l} = 0. Na osnovu prethodnog sledi

yp = e2x [A cos(3x) +B sin(3x)] ,

gde su A i B nepoznate vrednosti koje treba odrediti. Lako do-
bijamo

y′p = e2x [(2A+ 3B) cos(3x) + (2B − 3A) sin(3x)] ,
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y′′p = e2x [(−5A+ 12B) cos(3x) + (−12A− 5B) sin(3x)] ,

a nakon uvrxtavaǌa yp, y′p i y′′p u polaznu jednaqinu dobijamo

(−5A+ 15B) cos(3x) + (−15A− 5B) sin(3x) = sin(3x).

Prethodnu jednaqinu zadovoǉavaju konstante A i B koje su re-
xeǌa sistema

−5A+ 15B = 0, −15A− 5B = 1,

a ta rexeǌa su

A = − 3

50
, B = − 1

50
,

pa je

yp = − 1

50
e2x [3 cos(3x) + sin(3x)] .

Opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y = yh + yp,

odnosno

y = c1e
−2x + c2e

x − 1

50
e2x [3 cos(3x) + sin(3x)] .

2. Odrediti divergenciju, rotor i vektorske linije vektorskog
poǉa:

~A = y2~i− x2~j + (x2 + y2)~k.

Rexeǌe. Divergencija je

div ~A = ∇ ◦ ~A =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
◦ (y2,−x2, x2 + y2)

=
∂

∂x
y2 +

∂

∂y
(−x2) +

∂

∂z
(x2 + y2) = 0 + 0 + 0 = 0,

dok je rotor
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rot ~A = ∇ × ~A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
y2 −x2 x2 + y2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂

∂y
(x2 + y2)− ∂

∂z
(−x2)

)
~i−

(
∂

∂x
(x2 + y2)− ∂

∂z
y2

)
~j

+

(
∂

∂x
(−x2)− ∂

∂y
y2

)
~k

= 2y ~i− 2x ~j + (−2x− 2y) ~k = 2
[
y~i− x~j − (x+ y)~k

]
.

Vektorske linije poǉa ~A odre�ujemo iz odgovaraju�eg sistema
diferencijalnih jednaqina u simetriqnom obliku

dx

y2
=

dy

−x2
=

dz

x2 + y2
.

Iz jednakosti

dx

y2
=

dy

−x2

imamo

x2dx = −y2dy,

odakle nakon integracije dobijamo

c1 = x3 + y3.

Na osnovu pravila produ�enih proporcija va�i i

dx− dy
y2 − (−x2)

=
dz

x2 + y2
,

odakle je

dx− dy − dz = 0,

pa nakon integracije dobijamo

c2 = x− y − z.
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3. Izraqunati povrxinu onog dela povrxi x2 + y2 + z2 = 4 koji
iseca povrx x2 + z2 + z = 0.
Rexeǌe. Tra�enu povrxinu raqunamo po formuli

P =

∫∫
G

√
1 +

(
∂y

∂x

)2

+

(
∂y

∂z

)2

dxdz.

Ovde je sa G oznaqena oblast koja predstavǉa unutraxǌost (ukǉu-
quju�i i granicu) projekcije preseka sfere x2 +y2 +z2 = 4 i cilin-
dra y2 + z2 + z = 0 na Oxz ravan i va�i

G : x2 + z2 ≤ −z.

Iz jednaqine sfere x2 + y2 + z2 = 4 je

y = ±
√

4− (x2 + z2). (1)

Cilindar na sferi iseca dva dela jednakih povrxina (jednom
odgovara znak “+”, drugom znak “−”), pa mo�emo izabrati deo
kome odgovara znak “+”i povrxinu koju tako dobijamo pomno�iti

sa 2. Iz (1) sledi
∂y

∂x
= − x√

4− (x2 + z2)
,
∂y

∂z
= − z√

4− (x2 + z2)
, pa

daǉe imamo

P = 2

∫∫
G

√
1 +

x2

4− (x2 + z2)
+

z2

4− (x2 + z2)
dxdz = 4

∫∫
G

dxdz√
4− (x2 + z2)

.

Prelaskom na polarne koordinate

x = ρ cosϕ, z = ρ sinϕ,

oblast G transformixemo u oblast

D : ρ2 ≤ −ρ sinϕ,

odakle dobijamo ρ ≤ − sinϕ, odnosno ρ |− sinϕ
0 . Kako je ρ ≥ 0 mora

biti i − sinϕ ≥ 0, pa je ϕ |2ππ . Jakobijan je J = ρ. Daǉe je
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P = 4

∫∫
D

1√
4− ρ2

· ρdϕdρ = 4

∫ 2π

π

dϕ

∫ − sinϕ

0

ρdρ√
4− ρ2

=

{
smena 4− ρ2 = t2

ρdρ = −tdt

}
= 4

∫ 2π

π

dϕ

∫ √4−sin2 ϕ

2

(−1)dt

= 4

∫ 2π

π

(
2−

√
4− sin2 ϕ

)
dϕ = 4

(
2

∫ 2π

π

dϕ−
∫ 2π

π

√
4− sin2 ϕdϕ

)
= 4 · 2(2π − π)− 0 = 8π.

4. Izraqunati povrxinski integral:∫∫
Γ

xdydz +
y3

3
dzdx+ zx2dxdy,

gde je Γ povrx ome�ena povrxima z = x2 + y2 i z = 2−
√
x2 + y2.

Rexeǌe. Va�i

I =

∫∫
Γ

xdydz +
y3

3
dzdx+ zx2dxdy =

{
formula

Gaus-Ostrogradskog

}

=

∫∫∫
T

(
∂

∂x
x+

∂

∂y

y3

3
+

∂

∂z
(zx2)

)
dxdydz

=

∫∫∫
T

(1 + y2 + x2)dxdydz,

gde je T telo ome�eno povrxi Γ, preciznije, ome�eno parabolo-
idom z = x2 + y2 “odozdo”i konusom z = 2−

√
x2 + y2 “odozgo”. Zato

je

I =

∫∫
G

(1 + x2 + y2)dxdy

∫ 2−
√
x2+y2

x2+y2
dz

=

∫∫
G

(1 + x2 + y2) [z]|2−
√
x2+y2

x2+y2 dxdy

=

∫∫
G

(1 + x2 + y2)
(

2−
√
x2 + y2 − (x2 + y2)

)
dxdy,
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gde je G projekcija tela T na Oxy ravan. Ta projekcija je unu-
traxǌost (ukǉuquju�i i granicu) projekcije preseka datog para-
boloida i konusa. Kada z = x2 + y2 (iz jednaqine paraboloida)
uvrstimo u jednaqinu konusa dobijamo jednaqinu z = 2 −

√
z, qije

je rexeǌe z = 1. Stoga je

G : x2 + y2 ≤ z,

odnosno, kada uvrstimo z = 1,

G : x2 + y2 ≤ 1.

Prelaskom na polarne koordinate

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

oblast G transformixemo u oblast

D : ρ2 ≤ 1,

pri qemu dobijamo granice ρ|10, ϕ|
2π
0 , a jakobijan je J = ρ.

Daǉe je

I =

∫∫
D

(1 + ρ2)(2− ρ− ρ2) · ρdρdϕ

=

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

(
−ρ5 − ρ4 + ρ3 − ρ2 + 2ρ

)
dρ

= [ϕ]|2π0 ·
[
−ρ

6

6
− ρ5

5
+
ρ4

4
− ρ3

3
+ 2

ρ2

2

]∣∣∣∣1
0

= 2π · 33

60
=

33π

30
.
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