
 

 

5 ДИНАМИКА КРУТОГ ТЕЛА  
 
ОСНОВНИ ЗАДАЦИ ДИНАМИКЕ КРУТОГ ТЕЛА 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ ОПШТЕГ КРЕТАЊА КРУТОГ ТЕЛА 
 

1

n
s s

C i R
i

Ma F F
=

= =∑
� �

�

                            (I ) 

1

s
i

n
FA

A A
i

dL
v K M

dt =
+ × =∑

�

�

� �

�

           (II ) 

1

s
i

n
FO
O

i

dL
M

dt =
=∑

�

�

�

         
1

s
i

n
FC
C

i

dL
M

dt =
=∑

�

�

�

            ( ' ' ',II II ) 

 

1

n
s s

C i R
i

Ma F F
=

= =∑
� �

�

                (I ) 

 

1

n
s s

Cx C i R
i

Ma Mx X X
=

= = =∑ɺɺ              (1) 

1

n
s s

Cy C i R
i

Ma My Y Y
=

= = =∑ɺɺ                (2) 

1

n
s s

Cz C i R
i

Ma Mz Z Z
=

= = =∑ɺɺ                 (3) 

 

 
 

Слика 1 Слика 2 
 

1

s
i

n
FA

A A
i

dL
v K M

dt =
+ × =∑

�

�

� �

�

            (II ) 

A C≡       
1

s
i

n
F sC
C C

i

dL
M M

dt =
= =∑

�

�

� �

 

C C
C

dL dL
L

dt dt
ω= + ×

� �
ɶ ��
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{ } [ ]{ }C CL J ω=   односно   

C

C

C

L J J J

L J J J

L J J J

ξ ξ ξη ξζ ξ

η ηξ η ηζ η

ζ ζξ ζη ζ ζ

ω
ω
ω

     − −
     = − −    
    − −     

            

 

CL J J Jξ ξ ξ ξη η ξζ ζω ω ω= − −   

CL J J Jη ηξ ξ η η ηζ ζω ω ω= − + −  

CL J J Jζ ζξ ξ ζη η ζ ζω ω ω= − − +  

, ,ξ η ζ  - главне централне осе: CL Jξ ξ ξω=        CL Jη η ηω=        CL Jζ ζ ζω=  

 ( )
1

s
i

n
C F s

C C C C
i

dL
L L M M

dt
ξ

η ζ ζ η ξ ξω ω
=

+ − = =∑
�

            (4') 

 

( )
1

s
i

n
C F s

C C C C
i

dL
L L M M

dt
η

ζ ξ ξ ζ η ηω ω
=

+ − = =∑
�

            (5') 

 

( )
1

s
i

n
C F s

C C C C
i

dL
L L M M

dt
ζ

ξ η η ξ ζ ζω ω
=

+ − = =∑
�

            (6') 

, ,ξ η ζ  - главне централне осе:  

( ) s
C

d
J J J M

dt
ξ

ξ ζ η η ζ ξ
ω

ω ω+ − =               (4) 

( ) s
C

d
J J J M

dt
η

η ξ ζ ζ ξ η
ω

ω ω+ − =               (5) 

( ) s
C

d
J J J M

dt
ζ

ζ η ξ ξ η ζ
ω

ω ω+ − =               (6) 

sin sin cosξω ψ θ ϕ θ ϕ= + ɺɺ    
 
Ојлерове кинематичке једначине 

(7) 

sin cos sinηω ψ θ ϕ θ ϕ= − ɺɺ   (8) 

cosζω ϕ ψ θ= +ɺ ɺ   (9) 

 
 
9 једначина ((1)-(9)),  
9 непознатих: , , , , , , , ,C C Cx y z ξ η ζω ω ω ϕ θ ψ  

 
 
 
 



Динамика крутог тела                                                       3         

 

 

 
 

Слика 3 Слика 4 - Прецесија 

  
Слика 5 - Нутација Слика 6 – Сопствена ротација 

 
 
 
ОЈЛЕРОВ СЛУЧАЈ ОБРТАЊА КРУТОГ ТЕЛА ОКО НЕПОМИЧНЕ ТАЧКЕ 
 

1

n
s s

C R i o
i

Ma F F mg F
=

= = = +∑
� � �

� �

 

C O≡  

0C oa F mg= ⇒ = −
�

� �

 

1
0

s
i o

n
F Fs mgo
o o o o

i

dL
M M M M

dt =
= = = + =∑

� �

�

�

� � �

 

( )
0o o OzL const L L k= = =

�� �

 

o O O OL L L Lξ η ζλ µ ν= + +
��

��

 



4                                            Механика М, Пето предавање 

 

( ) 0O
O O

dL
L L

dt
ξ

η ζ ζ ηω ω+ − =        (1)           sin sin cosξω ψ θ ϕ θ ϕ= + ɺɺ      (4) 

( ) 0O
O O

dL
L L

dt
η

ζ ξ ξ ζω ω+ − =        (2)           sin cos sinηω ψ θ ϕ θ ϕ= + ɺɺ      (5) 

( ) 0O
O O

dL
L L

dt
ζ

ξ η η ξω ω+ − =        (3)            cosηω ψ θ ϕ= +ɺɺ                      (6) 

 
Слика 7 

 
, ,ξ η ζ  - главне осе:      O OL J Aξ ξ ξ ξω ω= =  

O OL J Bη η η ηω ω= =  

    O OL J Cζ ζ ζ ζω ω= =  

 

( ) 0
d

A C B
dt

ξ
η ζ

ω
ω ω+ − =                   (1') 

( ) 0
d

B A C
dt

η
ζ ξ

ω
ω ω+ − =              (2') 

( ) 0
d

C B A
dt

ζ
ξ η

ω
ω ω+ − =               (3') 

( )2 2 21
0

2

d d d d
A B C A B C

dt dt dt dt
ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ
ω ω ω

ω ω ω ω ω ω + + = + + =  
 

( ) ( )2 2 2
0

1
0

2
s uT A B C const T A Aξ η ζω ω ω= + + = = = =  
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( )2 2 2 2 2 2 2 2 21
0

2

d d d d
A B C A B C

dt dt dt dt
ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ
ω ω ω

ω ω ω ω ω ω + + = + + = 
 

 

( )2 2 2 2 2 2 2
0 0 0sL A B C const Mξ η ζω ω ω= + + = =  

 
 

 
☺ 
A B=       0 0zL L const= =  

( ) 0
d

A C A
dt

ξ
η ζ

ω
ω ω+ − =           

( ) 0
d

A A C
dt

η
ζ ξ

ω
ω ω+ − =       

00
d

C const
dt

ζ
ζ ζ

ω
ω ω= ⇒ = =   

 

sin sin ; sin cos ; cos ;O O O O O OL L L L L Lξ η ζθ ϕ θ ϕ θ= = =  

0
0cos cosO O

O

C
L L C C const

L
ζ

ζ ζ ζ
ω

θ ω ω θ= = = ⇒ = =  

0cos const constθ θ θ= ⇒ = =  

0sin sinξω ψ θ ϕ= ɺ    

⇒       0 0 0sin sin sin sin O
O

L
L A const

A
θ ϕ ψ θ ϕ ψ ψ= ⇒ = = =ɺ ɺ ɺ     

   0 0tψ ψ ψ= + ɺ  

 

0 0sin cosηω ψ θ ϕ= ɺ       

0 0cosζω ψ θ ϕ= +ɺ ɺ    ⇒    0 0 0 0cos constζϕ ω ψ θ ϕ= − = =ɺ ɺ ɺ           

0 0tϕ ϕ ϕ= + ɺ  

 

0θ θ=  

0 0tψ ψ ψ= + ɺ     регуларна прецесија 

0 0tϕ ϕ ϕ= + ɺ  
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0 0 0sin cos
d

dt
ξω

ψ ϕ θ ϕ= ɺ ɺ  

0 0 0sin sin
d

dt
ηω

ψ ϕ θ ϕ= − ɺ ɺ  

0
d

dt
ζω

=  

( )( )( )0 0 0 0 0 0 0 0sin cos sin cos cos s
OA C A M ξψ ϕ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ϕ+ − + =ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ  

( )( )( )0 0 0 0 0 0 0sin sin cos sin sin s
OA A C M ηψϕ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ ϕ− + − + =ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ  

 

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0sin sin cos coss
OM A C Aξ ψ ϕ θ ψ θ ψ θ ϕ ϕ = + − + ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ  

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0sin sin cos sins
OM A C Aη ψ ϕ θ ψ θ ψ θ ϕ ϕ = − + − + ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ  

0s
OM ζ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0sin sin coss s s s
O O O OM M M M A C Aξ η ζ ψ ϕ θ ψ θ ψ θ ϕ= + + = + − +ɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

 

( )cos cos , coss
OMα λ ϕ= = ±

��

 

( )cos cos , sins
OMβ µ ϕ= =

� �
∓  

( )cos cos , 0s
OMγ ν= =

�

�

 

 
 
☺ 
Приближна теорија гироскопа 
 

0 0ϕ ψ>>ɺ ɺ  

0 0 0sins
OM Cψ ϕ θ= ɺ ɺ  

 
 
 
СТАБИЛНОСТ ОБРТАЊА КРУТОГ ТЕЛА ОКО ГЛАВНИХ ОСА ИНЕРЦИЈЕ 
 

0 , ,const x y zξ η ζω ω ω ξ η ζ= = = Ω = ≡ ≡ ≡ɺ  

 

1 2 3ξ η ζω ω ω ω ω ω= = = + Ω  

( ) ( )1
2 3 2 0

d
A C B C B

dt

ω ω ω ω+ − + − Ω =  



Динамика крутог тела                                                       7         

 

( ) ( )2
1 3 1 0

d
B A C A C

dt

ω ω ω ω+ − + − Ω =  

( )3
2 1 0

d
C B A

dt

ω ω ω+ − =  

1ωΩ >>       2ωΩ >>        3ωΩ >>  

( )1
2 0

d
A C B

dt

ω ω+ − Ω =  

( )2
1 0

d
B A C

dt

ω ω+ − Ω =  

3 0
d

C
dt

ω =  

 

( )
2

1 2
2

0
d d

A C B
dtdt

ω ω+ − Ω =             
( )( )2

21
12

0
C A C Bd

A
Bdt

ω ω
− −

+ Ω =  

( )
2

2 1
2

0
d d

B A C
dtdt

ω ω+ − Ω =             
( )( )2

22
22

0
A C B Cd

B
Adt

ω ω
− −

+ Ω =  

 

( )( )2
21

12
0

C A C Bd

ABdt

ω ω
− −

+ Ω =         
( )( )2

22
22

0
A C B Cd

ABdt

ω ω
− −

+ Ω =  

 
 

( )( ) 0A C B C− − >                ( )( ) 0C A C B− − >  

A C

B C

<
<

    или     
A C

B C

>
>

 

C  је највећи или најмањи момент инерције од , ,A B C   ⇒   кретање је стабилно 

 
 
 
 
ЛАНГРАНЖЕВ СЛУЧАЈ ОБРТАЊА ОКО НЕПОМИЧНЕ ТАЧКЕ 
 

J J A Bξ η= = =       обртно тело 

J Cζ =  

, ,ξ η ζ  - главне осе инерције 

ζ  - оса симетрије тела 

2 2 21 1 1

2 2 2
T A B Cξ η ζω ω ω= + +  
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( )2 2 21 1

2 2
T A Cξ η ζω ω ω= + +  

sin sin cosξω ψ θ ϕ θ ϕ= + ɺɺ                                         

sin cos sinηω ψ θ ϕ θ ϕ= − ɺɺ  

cosζω ψ θ ϕ= +ɺ ɺ  

 
Слика 8 

 

( ) ( )22 2 21 1
sin cos

2 2
T A Cψ θ θ ψ θ ϕ= + + +ɺɺ ɺ ɺ  

T h+ Π =                cosC Cz ζ θ=  

        ( ) ( )22 2 21 1
sin cos cos

2 2 CA C Mg hψ θ θ ψ θ ϕ ζ θ+ + + + =ɺɺ ɺ ɺ       (1) 

0OFs MgOz
Oz Oz Oz

dL
M M M

dt
= = + =

�

�

    1OzL const C= =  

sin sin sin cos cosOz O O OL L L Lξ η ζθ ϕ θ ϕ θ= + +  

1sin sin sin cos cosA A C Cξ η ζω θ ϕ ω θ ϕ ω θ+ + =  

( ) ( )
( ) 1

sin sin cos sin sin sin cos sin sin cos

cos cos

A A

C C

ψ θ ϕ θ ϕ θ ϕ ψ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

ψ θ ϕ θ

+ + − +

+ + =

ɺ ɺɺ ɺ

ɺ ɺ

 

( )2
1sin cos cosA C Cψ θ ψ θ ϕ θ+ + =ɺ ɺ ɺ     (2) 

0OO Fs Mg
O O O

dL
M M M C const

dt
ζ

ζ ζ ζ ζω= = + = ⇒ =
�

�
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( ) 2cosC C Cζω ψ θ ϕ= + =ɺ ɺ       (3)  

2cos
C

C
ψ θ ϕ+ =ɺ ɺ  

 

(2), (3)    →   
2

2 1sin cosA C Cψ θ θ+ =ɺ  

2
1 2sin cosA C Cψ θ θ= −ɺ  

 

1 2
2

cos

sin

C C

A

θψ
θ

−=ɺ        (4) 

 

(1), (2), (3), (4)    →    
2 2

2 21 2 2
2 2

cos1 1 1
sin cos

2 2 2sin
C

C C C
A A C Mg h

A C

θθ θ ζ θ
θ

− + + + = 
 

ɺ  

( )2
1 22

32

cos1 1
cos

2 2 sin
C

C C
A Mg C

A

θ
θ ζ θ

θ
−

+ + =ɺ  

2
2

3
1

2

C
C h

C
= −  

( )22 2 2 2 2
1 2 3sin cos 2 cos sin 2 sinCA C C AMg C Aθ θ θ ζ θ θ θ= − − − +ɺ  

cos sinu uθ θ θ= − =ɺ ɺ  

 
Слика 9 

( ) ( ) ( )22 2 2 2
1 2 32 1 2 1CA u C C u AMg u u C A uζ= − − − − + −ɺ   (5) 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3( ) 2 1 2 1Cf u C C u AMg u u C A uζ= − − − − + −  

2 2 ( )A u f u=ɺ  

( )
du

A f u
dt

= ±      
( )

du
dt A

f u
= ±           

( )

du
t A

f u
= ± ∫  
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1 2u u u< <  

2 1θ θ θ< <  

( ) ( )f f−∞ = −∞ +∞ = +∞  

( 1) 0 ( 1) 0f f− < + <  

 

Слика 10   

   
Слика 11 

а) ψɺ  не мења знак б) 0ψ =ɺ  б) ψɺ  мења знак 

 
 
 
Задатак: Могућа регуларна прецесија 
 

0 0cosu u θ= =  

0 1n nθ θ ϕ ψ= = =ɺ ɺ  

Показати: ( ) 0cos 10
2 =+−− CMgCnnnCA ζθ  
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ПРИБЛИЖНА ТЕОРИЈА ГИРОСКОПСКИХ ПОЈАВА. КИНЕТИЧКИ 
МОМЕНТ ГИРОСКОПА 
 

 

ϕ ψ ϕ θ>> >> ɺɺ ɺ ɺ  

sin sin cosξω ψ θ ϕ θ ϕ= + ɺɺ                               

ζ ξ ζ ηω ω ω ω>> >                                 

sin cos sinηω ψ θ ϕ θ ϕ= − ɺɺ               

O O OL A L A L Cξ ξ η η ζ ζω ω ω= = =  

cosζω ψ θ ϕ= +ɺ ɺ            

 O O O OL L L Lζ ξ ζ η>> >>  

 

o O O O OL L L L Lξ η ζ ζλ µ ν ν= + + ≈
��

� ��

 

1ξ η ζ ζω ω λ ω µ ω ν ω ν ων= + + ≈ =
�

� � � ��

 

1
o OL L ζ

ω
ω

=
�

�

            1 2 1ω ω ω ω= + ≈� � � �

 

 
 
УРАВНОТЕЖЕНИ ГИРОСКОП СА ТРИ СТЕПЕНА СЛОБОДЕ 
 

 

(1)    ( )d
A C B Fh

dt
ξ

η ζ
ω

ω ω+ − =  

(2)    ( ) 0
d

B A C
dt

η
ζ ξ

ω
ω ω+ − =  

(3)    

( ) 00 0

( 0)

d
C B A const

dt
B A

ζ
ξ η ζ ζ

ω
ω ω ω ω+ − = ⇒ = = =

− =
 

(2)    constηω =  

(1)    
d

A Fh const
dt

ξω
= =  

0Fht Fhtξ ξω ω= + =  

 
Слика 12 

 
Слика 13 
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1CL Jζ ω=
�

�

 

FC
C

dL
u M

dt
= =

�

�

�

�

 

 
 

 
 
 
 
 
 
РЕГУЛАРНА ПРЕЦЕСИЈА ТЕШКОГ ГИРОСКОПА 

1 2ω ω>>  

 
 

1oL Jζ ων=
�

�

      1oL J constζ ζ ω= =  

2 2 1A Ov L Jζω ω ω= × = ×
�

� � ��

 

1 2 sinAv Jζω ω θ=  
F G

A O O Cv M M r G= = = ×
��

�� �

� �

 

sinG
OM Gd θ=
�

 

1 2 sin sinJ Gdζω ω θ θ=  

2
1

Gd

Jζ
ω

ω
=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Слика 14 

 
Слика 15 
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ГИРОСКОП СА ДВА СТЕПЕНА СЛОБОДЕ. ГИРОСКОПСКИ ЕФЕКАТ. 

 
 
 

st d
A A AN N N= +

� � �

 

st d
B B BN N N= +
� � �

 

0C A BMa G N N= + + =
� � �

�

              0Ca =�

 

A BN NF
D O O Ov M M M= = +

� ��

� � �

�

   

 
Слика 16 

 

AN
�

 BN
�

 

A BN N G+ = −
�� �

 

( )F
O A A B B A A B DM r N r N r N N v= × + × = × − =
�

� � � � �

� � � �

       

2
st st
A B

G
N N= =  

0
st st
A BN N

O OM M+ =
� �

� �

   
d d
A BN N= −

� �

 

1 2d d C
A B

J
N N

AB

ω ω= =                1 2

2
C

A
JG

N
AB

ω ω= −            1 2

2
C

B
JG

N
AB

ω ω= +  


