
1 ПРАВОЛИНИЈСКЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ МАТЕРИЈАЛНЕ ТАЧКЕ 

1.1 УВОДНА РАЗМАТРАЊА 
 
- слободне 
- принудне 
- пригушене 
- непригушене 

 

 eF c l= ∆ , l x∆ = , exF cx= −   

 
 
1.2 СЛОБОДНЕ НЕПРИГУШЕНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ МАТЕРИЈАЛНЕ  ТАЧКЕ 

       
 

 
 

ema F N mg= + +
� �

� �

 

exmx F=ɺɺ                        exF cx= −             

0my N mg= − =ɺɺ           N mg=  

mx cx= −ɺɺ         0
c

x x
m

+ =ɺɺ             

 2c

m
ω=        

2 0x xω+ =ɺɺ  
tx Aeλ=           tx Aeλλ=ɺ          2 tx Aeλλ=ɺɺ    

( )2 2 0tAeλλ ω+ =     2 2 0λ ω+ =           

1,2 iλ ω= ±                        cos sinie iϕ ϕ ϕ± = ±        

1 2
1 2

t tx A e A eλ λ= +            ( ) ( )1 2 1 2cos sinx A A t i A A tω ω= + + −  

1 1 2C A A= +               ( )2 1 2C i A A= −  

1 2cos sinx C t C tω ω= +                 

1 2sin cosx C t C tω ω ω ω= − +ɺ  
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0 0t t= =            0(0)x x=           0(0)x x=ɺ ɺ  

0 1x C=             0 2x C ω=ɺ   

0
0 cos sin

x
x x t tω ω

ω
= +

ɺ
 

1 cosC C ϕ=                2 sinC C ϕ=  

( )cos cos sin sinx C t tω ϕ ω ϕ= +                ( )cosx C tω ϕ= −  

 

2

1

C
tg

C
ϕ =         0

0

x
tg

x
ϕ

ω
=

ɺ
           

2 2
1 2C C C= +           

2
2 0
0 2

x
C x

ω
= +

ɺ
 

( )cosx C tω ϕ= −  

( ) ( )1 2cos cost tω ϕ ω ϕ− = −   

1 22t tω ϕ π ω ϕ− + = −  

( )2 1 2t tω π− =                   2Tωω π=             
2

Tω
π

ω
=                2

m
T

cω π=  

1
f

Tω
=                 

1

2

f
m

c
π

=                  
1

2
f π

ω

=                2 fω π=  

 
 

1.2.1 Слободне осцилације терета обешеног о опругу 
 

stl f x∆ = +         

( )ex stF c x f= − +      

exmx F mg= +ɺɺ                

stmx cx mg cf= − + −ɺɺ  

0, 0x x x= = =ɺ ɺɺ       

0 stmg cf= −          

0mx cx+ =ɺɺ           0
c

x x
m

+ =ɺɺ  

2
2 stf

T
gω

π π
ω

= =  
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1.3 СЛОБОДНЕ ПРИГУШЕНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ МАТЕРИЈАЛНЕ ТАЧКЕ  

 
1.3.1 Слободне пригушене осцилације материјалне тачке под дејством силе отпора 
пропорционалне првом степену брзине тачке 

 

vF bv= −
�

�

     0b >  

 

v ema F F N mg= + + +
� � �

� �

 

 

, ,v x e xmx F F= +ɺɺ        

,e xF cx= −        ,v xF bx= − ɺ            

0my N mg= − =ɺɺ             N mg=  

mx bx cx= − −ɺɺ ɺ      0
b c

x x x
m m

+ + =ɺɺ ɺ      2
b

m
δ=      2c

m
ω=                

22 0x x xδ ω+ + =ɺɺ ɺ     
tx Aeλ=           tx Aeλλ=ɺ           2 tx Aeλλ=ɺɺ      

 ( )2 22 0tAeλλ δλ ω+ + =     2 22 0λ δλ ω+ + =        

   2 2
1,2λ δ δ ω= − ± −         

 
1. Случај малог отпора (привидно периодично кретање): δ ω<   

1,2 i pλ δ= − ±                 2 2p ω δ= −  

1 2
1 2

t tx A e A eλ λ= +            ( )1 2
t ipt iptx e A e A eδ− −= +         

( )1 2cos sintx e C pt C ptδ−= +  

( ) ( )1 2 1 2cos sin sin cost tx e C pt C pt e pC pt pC ptδ δδ − −= − + + − +ɺ  

0 0t t= =          0(0)x x=               0(0)x x=ɺ ɺ   

0 1x C=                                     0 1 2x C pCδ= − +ɺ   

0 1
2

x C
C

p

δ+=
ɺ

             0 0
2

x x
C

p

δ+=
ɺ

 

0 0
0 cos sint x x

x e x pt pt
p

δ δ−  += + 
 

ɺ
 

1 cosC R α=                 2 sinC R α=  

( )cos cos sin sintx Re pt ptδ α α−= +  
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( )costx Re ptδ α−= −  

2 2
1 2R C C= +                          

2
2 0 0
0

x x
R x

p

δ += +  
 

ɺ
 

2

1

C
tg

C
α =                                  0 0

0

x x
tg

px

δα +=
ɺ

 

 

( ) ( )1 2cos cospt ptα α− = −         

1 22pt ptα π α− + = −   

( )2 1 2p t t π− =  
2

pT
p

π=          

2 2

2
pT

π
ω δ

=
−

     

pT Tω>      
2

2 1

1

pT
π

ω δ
ω

=
 −  
 

     

δψ
ω

=  

2

2

1
1 ...

21
p

T
T Tω

ω ψ
ψ

 = ≈ + + 
 −

 

( )*cos 1npt α− =           ( ) ** nt
nx t Re δ−=  

 
 
1.3.1.1 Логаритамски декремент пригушених осцилација материјалне тачке 
 

( )'
1 0x t =ɺ   

( ) ( )' '
1 1' ' ' '

1 1 2 1 1 1 2 10 cos sin sin cost te C pt C pt e pC pt pC ptδ δδ − −= − + + − +

( ) ( )' '
1 1' ' '

1 1 2 1 1 1 20 cos t tpt e C C tgpt e pC tgpt pCδ δδ δ− − = − + + − +  
 

( )' 2 1
1

2 1

pC C
tg pt

C pC

δ
δ

−=
+

                          ' 2 1
1

2 1

pC C
pt arctg

C pC

δ
δ
 −=  + 

 

 

( )costx Re ptδ α−= −   
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' '
2 1 2

pT
t t= +  

' ' '
3 2 1 2

2 2
p pT T

t t t= + = +  

⋮  

( )' ' '
1 1 1

2 2
p p

n n

T T
t t t n−= + = + −  

( )
( )

( )'
'

'
'1

' '

'
1 '1 2

cos cos

cos cos
2

n
n

pn
n

t t
n nn

Tt
t pn n

n

Re pt ptx e
Tx Re pt pt pe

δ δ

δ δ

α α

α α
+

− −

 − − ++  +
 

− −
= =

 − + − 
 

 

( )
( )

'

2
'

1
2

cos1

cos

p

p

T
nn

T
n n

ptx
e D

x pt
e

δ

δ

α

α π−+

−
= = =

− +
 

2
1ln ln ln ln

2

pT
p

n n

T
x x e D

δ δ
+− = = = = D 

 
 

2.  Гранични случај (апериодично кретање):  δ ω=   

δωδδλ −=−±−= 22
2,1  

( )1 2 1 2
t t tx C e C te e C C tδ δ δ− − −= + = +  

( )1 2 2
t tx e C C t e Cδ δδ − −= − + +ɺ  

10 Cx =      

0 1 2x C Cδ= − +ɺ                   2 0 0C x xδ= +ɺ  

( )mtxxx == max      

( ) 0=mtxɺ          ( ) 221 CtCC m =+δ         ( )00

0

2

12

xx

x

C

CC
tm δδδ

δ
+

=−=
ɺ

ɺ
 

( ) 01 =tx            0121 =+ tCC                    
00

0

2

1
1 xx

x

C

C
t

ɺ+
−=−=

δ
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а) 

 00 >x      00 >xɺ            

 0>mt       01 <t      

                              

б) 

 0 0x >     00 <xɺ  

0 0 0x xδ+ <ɺ      

0>mt       01 >t  

в) 

 00 >x     00 <xɺ  

0 0 0x xδ+ >ɺ  

 0<mt       01 <t  

 
3. Велико пригушење (апериодично кретање): ωδ >     

 

  22
2,1 ωδδλ −±−=            νδλ ±−=2,1               222 ωδν −=  

tt eAeAx 21
21

λλ +=                     ( )1 2
t t tx e A e A eδ ν ν− −= +  

( ) ( )tshtche t ννν ±=±  

( ) ( )1 2
tx e C ch t C sh tδ ν ν−  = +   

 
    211 AAC +=       212 AAC −=     

Карактер )(txx =    као и у случају ωδ =    (слике а, б, в) 

 
 

1.4 ПРИНУДНЕ НЕПРИГУШЕНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ МАТЕРИЈАЛНЕ ТАЧКЕ 
 

( ), 0 sinxF F t βΩ = Ω +     ,e xF cx= −     

ema F N mg FΩ= + + +
� � �

� �

                      

( )0 sinmx cx F t β= − + Ω +ɺɺ  

             0my N mg= − =ɺɺ             N mg=  

( )0 sin
Fc

x x t
m m

β+ = Ω +ɺɺ          0F
h

m
=      2c

m
ω=                

( )2 sinx x h tω β+ = Ω +ɺɺ      

h px x x= +  

1 2cos sinhx C t C tω ω= +  
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( )sinpx C t β= Ω +                  ( )2 sinpx C t β= − Ω Ω +ɺɺ  

( ) ( ) ( )2 2 sin sinC t h tω β β− Ω Ω + ≡ Ω +  

2 2

h
C

ω
=

− Ω
                 ( )2 2

sinp
h

x t β
ω

= Ω +
− Ω

 

( )1 2 2 2
cos sin sin

h
x C t C t tω ω β

ω
= + + Ω +

− Ω
  

0 0t t= =    0(0)x x=     0(0)x x=ɺ ɺ  

( )1 2 2 2
sin cos cos

h
x C t C t tω ω ω ω β

ω
Ω= − + + Ω +
− Ω

ɺ  

0 1 2 2
sin

h
x C β

ω
= +

− Ω
                     1 0 2 2

sin
h

C x β
ω

= −
− Ω

 

0 2 2 2
cos

h
x C ω β

ω
Ω= +
− Ω

ɺ                   0
2 2 2

cos
x h

C β
ω ωω

Ω= −
− Ω

ɺ
 

( )0
0 2 2 2 2 2 2

sin cos cos sin sin
xh h h

x x t t tβ ω β ω β
ω ωω ω ω

Ω  = − + − + Ω +   − Ω − Ω − Ω   

ɺ

( )0
0 2 2 2 2
cos sin cos sin sin cos sin

x h h
x x t t t t tω ω ω β ω β β

ω ωω ω
Ω = + − + + Ω + − Ω − Ω 

ɺ

 
 
1.4.1 Динамички фактор појачавања код принудних непригушених осцилација 
 

             0F F constΩ = =               ( )
2

s
p

h
x

ω
=                                          

2st
h

C
ω

=  

( )0 sinF F t βΩ = Ω +        ( ) ( )2 2
sind

p
h

x t β
ω

= Ω +
− Ω

          
2 2d

h
C

ω
=

− Ω
      

  
2

2 2 2

1

1
d

d
st

C

C

ωη
ω

= = =
− Ω − Λ

             
ω
ΩΛ =  

dη  - динамички фактор појачавања 

Λ   - коефицијент поремећаја  

dη → ∞  - резонанција за 1Λ =  

( )sinp d stx C tη β= Ω +   
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1.4.2 Резонанција   
 

ωΩ =  

( )cospx Bt t β= Ω +  

( ) ( )cos sinpx B t Bt tβ β= Ω + − Ω Ω +ɺ  

( ) ( )22 sin cospx B t Bt tβ β= − Ω Ω + − Ω Ω +ɺɺ  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 sin cos cos sinB t Bt t Bt t h tβ β ω β β− Ω Ω + − Ω Ω + + Ω + ≡ Ω +

2

h
B = −

Ω
       ( )cos

2p
h

x t t β= − Ω +
Ω

 

( )sin
2 2p
h

x t t
πβ = Ω + − Ω  

 

 
 
 
 
 
 
1.4.3 Подрхтавање (бијење) 
 

0 0 0x x= =ɺ     1
ω
Ω ≈        тј.      2ωΩ − = ∆  

( ) ( )2 2 2 2
cos sin sin cos sin

h h
x t t tω β ω β β

ω ω
≅ − + + Ω +

− Ω − Ω
 

( ) ( )( )2 2
sin sin

h
x t tβ ω β

ω
≅ Ω + − +

− Ω
 

( )sin sin cos cos sinx y x y x y± = ±  

( ) ( )sin sin 2cos sinx y x y x y+ − − =  
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x y t

x y t

β
ω β

+ = Ω +
− = +

                2

2

x t t

y t t

ω β β

ω

Ω += + ≈ Ω +

Ω −= = ∆
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2
cos sin sin cos

h h
x t t t tβ β

ω ω
≅ Ω + ∆ = ∆ Ω +

− Ω − Ω
 

( ) ( )cosx D t t β= Ω +              ( ) ( )2 2

2
sin

h
D t t

ω
= ∆

− Ω
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1.5 ПРИНУДНЕ ПРИГУШЕНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ МАТЕРИЈАЛНЕ ТАЧКЕ  
 
1.5.1 Принудне пригушене осцилације материјалне тачке под дејством силе отпора 
пропорционалне првом степену брзине тачке  
 

vF bv= −
�

�

     0b >  

v ema F F F N mgΩ= + + + +
� � � �

� �

 

, , ,v x e x xmx F F FΩ= + +ɺɺ        

 ,e xF cx= −               ,v xF bx= − ɺ           

 0my N mg= − =ɺɺ             N mg=  

( )0 sinmx bx cx F t β= − − + Ω +ɺɺ ɺ      

( )0 sin
Fb c

x x x t
m m m

β+ + = Ω +ɺɺ ɺ  

2
b

m
δ=      2c

m
ω=         0F

h
m

=  

( )22 sinx x x h tδ ω β+ + = Ω +ɺɺ ɺ  
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hx



= 



( )
( )
( )

1 2

1 2

1 2

cos sint

t

t

e C pt C pt

e C C t

e C ch t C sh t

δ

δ

δ ν ν

−

−

−

+

+

+

    

( )

( )

( )

мало пригушење

гранично пригушење

велико пригушење

δ ω
δ ω
δ ω

<

=

>

 

( )sinpx A t β γ= Ω + −  

( )cospx A t β γ= Ω Ω + −ɺ  

( )2 sinpx A t β γ= Ω Ω + −ɺɺ  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 sin 2 cos sinA t A t h tω β γ δ β γ β γ γ − Ω Ω + − + Ω Ω + − ≡ Ω + − + 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 sin 2 cos

sin cos cos sin

A t A t

h t h t

ω β γ δ β γ

β γ γ β γ γ

− Ω Ω + − + Ω Ω + − ≡

≡ Ω + − + Ω + −
 

( )2 2 cos

2 sin

A h

A h

ω γ

δ γ

− Ω =

Ω =
               

 
2 2

2
tg

δγ
ω

Ω=
− Ω

             

( )22 2 2 24

h
A

ω δ
=

− Ω + Ω
            

δψ
ω

=    - бездимензиони коефицијент пригушења 

ω
ΩΛ =    - коефицијент поремећаја     

( )
2

22 2 2

/

1 4

h
A

ω

ψ
=

− Λ + Ω
            

2

2

1
tg

ψγ Λ=
− Λ

 

 
1.5.2 Развијање произвољне функције принудне силе у Фуријеов ред 

( ) ( )0
1

cos sinn n
n

F t F A n t B n t
∞

Ω Ω
=

= + Ω + Ω∑  

0, ,n nF A BΩ  - константне величине 

0
0

1
( )

T

F F t dt
T

Ω

Ω Ω
Ω

= ∫  

0

2
( )cos

T

nA F t n tdt
T

Ω

Ω
Ω

= Ω∫  
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0

2
( )sin

T

nB F t n tdt
T

Ω

Ω
Ω

= Ω∫  

cos sinn nA n t B n tΩ + Ω   -  n − ти хармоник реда функције  ( )F tΩ  

cos sinn n n n n nA C B Cρ ρ= =  

2 2
n n nC A B= +        n

n
n

B
tg

A
ρ =  

( ) ( )0
1

cosn n
n

F t F C n t ρ
∞

Ω Ω
=

= + Ω −∑  

( )2 0

1

1
2 cos sinn n

n

F
x x x A n t B n t

m m
δ ω

∞
Ω

=
+ + = + Ω + Ω∑ɺɺ ɺ  

( )0
1

cos sinp n n
n

x x a n t b n t
∞

Ω
=

= + Ω + Ω∑  

( ) ( ){ }
( )

2 2 2 2 2 2 2
0

1

0

1

2 cos 2 sin

1
cos sin

n n n n
n

n n
n

x n a n b n t n b n a n t

F
A n t B n t

m m

ω ω δ ω δ
∞

Ω
=

∞
Ω

=

   + − Ω + Ω Ω + − Ω − Ω Ω =
   

= + Ω + Ω

∑

∑

2 0
0

F
x

m
ω Ω

Ω =  

( )2 2 2 2 n
n n

A
n a n b

m
ω δ− Ω + Ω =           ( )2 2 2 2 n

n n
B

n b n a
m

ω δ− Ω − Ω =  

0
0 2

F
x

mω
Ω

Ω =  

( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2 2

2

2

n n

n

n A n B
a

m n n

ω δ

ω δ

− Ω − Ω
=

 − Ω + Ω
  

       ( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2 2

2

2

n n

n

n B n A
b

m n n

ω δ

ω δ

− Ω + Ω
=

 − Ω + Ω
  

 

 
 
1.5.3 Динамички фактор појачавања код принудних пригушених осцилација 

 

d
d

st

A

A
η =          

2st
h

A
ω

=            

( )
2

22 2 2

/

1 4
d

h
A

ω

ψ
=

− Λ + Λ
 

( )22 2 2

1

1 4
dη

ψ
=

− Λ + Λ
       ( )22 2 2

2

1
1 4

d

y ψ
η

= = − Λ + Λ  

( )2 2' 4 1 8y ψ= − Λ − Λ + Λ         ( )2 2' 4 1 2y ψ= − Λ − Λ −  
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' 0 ey y y= ⇒ =     2 2
1 2 30, 1 2 , 1 2ψ ψΛ = Λ = − Λ = − −      

2

2
ψ ≤                 

2Λ = Λ         
2

2 2
2

'' 4 12 8
d y

y
d

ψ= = − + Λ +
Λ

   ( ) ( )2 2
2'' 4 12 1 2 8y ψ ψΛ = − + − +     

( ) ( )2 2
2'' 8 16 8 1 2 0y ψ ψΛ = − = − >  

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 2

2 1 1 2 4 1 2 4 1y ψ ψ ψ ψ ψ Λ = − − + − = −
 

 

,max 2

1

2 1
dη

ψ ψ
=

−
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1.6 ОСЦИЛОВАЊЕ МЕХАНИЧКИХ СИСТЕМА СА ЈЕДНИМ СТЕПЕНОМ 

СЛОБОДЕ КРЕТАЊА 

 

 

ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ  ЈЕДНАЧИНЕ  КРЕТАЊА 

 

 

   

2

1 1

2

2 2 2

, , ,    , ,    1, 2,...,

1

2

2 2

i i

N N

i i i
i i

i i i
i

i i i i i i i i i
i i i

d T T
Q q q t r r q t i N

dt q q

T T mV

dr r r
V q

dt q t

r r r r r r r r r
V V V q q q

q q q t t t q q

 

  
    

  

 

 
  

 

           
             

           

 

 




  


         
  

 

2

2 2

2

1

2 2

2

1 1 1

2

1
2

2

1
    = 2

2

,

i

N
i i i i

i
i

N N N
i i i i

i i i
i i i

i

r
q

t t

r r r r
T m q q

q q t t

r r r r
m q m q m

q q t t

r
a q t m
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