N'TM — HuckperHa MaTeMaTUKa

Llywarn Bykuh

1. Teopuja ckymoBa

1.1. ¥YBon

Kama kaskeMo ,,cKyn”, MUCIMMO Ha KOJIEKIMjy O0jekarTa mocMarpajynu je Kao jeQUHCTBEH €HTUTET.
Mako je mojam ckyma y ymoTpebu o aHTMUYKAX BpEMeHa, Tek ra je Kamtop! ¢opmammsosao y 19. Beky.

Crym je mo mepuHANMjU MHOIITBO pas3anduTtux objekara. OCHOBHO CBOjCTBO CKYIOBA j€ IPUNAIHOCT -
CBakKM O0jEKAT je MM y CKYILy, MM BaH ckyma. [loceban mpuMep CKyIa je upasar Ckyl, KOjUu ce O3HAUABA
ca (): oH He camp:Ku HUjeIAH CJICMEHT.

Ledunuyuja 1.1. Humemo = € A ako objerar x nmpunanga ckymy A, oqHOCHO = ¢ A ako TO Huje ciydaj.
IIpumep 1.1. Cryn caosa a, b u ¢ je {a,b,c}. Tana uup. c € {a,b,c}, anu d & {a,b,c}.
Ledunuyuja 1.2. Cryn A je uogckyt cxyma B, y osmanu A C B, ako B canp:xu cBe esemenTe ckyma A.
Hpyrum peunma, kan roq je © € A, Basku u x € B.
Axo je A monckyn ckyna B u muje A = B, ougna je A upasu togckyu ckyna B.

Ipumep 1.2. Hera je A cryn cBux ayromobuia, B ckyn mnpsenux ayromobuia, a C CKylnl TOYKOBa
ayromobuna. Tana je B C A, amu C ¢ A.

KanTtopoBa Teopmja ckymoBa je 3acHOBaHa Ha HAMBHOM CXBaTamy Ja OWIO KakBa KOJIEKIUja OMIIO
Jera 4mHU CKyI. YumHe g u cKynoBu ckyn! Moske nu CKym Oa cagp:ku camor cebe Kao eJeMeHT?

Tek je nocra racuuje (1918) npumelieno ga ¢ BErOBOM TEOPUjOM HEIITO HUjE Y PELy.

Pacenod® Tapagokc. Axo koneknumja GuIO dera UMHU CKYI, OHJA U CBY CKYIOBH KOjU HE CAIDIKE CaMe
cebe umue Herku cryn S. Canpsxm nm ckym S camor cebe?
— Axo cryn S He canpsxku cebe, OHIA je MO NEGUHUNMU U OH €JIEMEHT CKyma S.
— Axo S canpsku cebe, oTkyn onga oH y ckymy S? To je mpoTuBHO mepuHUIM]U.

HapaBHo na je y mpBO BpemMe OBaj IapanoKC M3a3Ba0 IPaBy KATacCTPOdy y KPYroBHMa TeOpUje
CKymoOBa, aJu je, 3axBajbyjyhu meMy, y HaApeIHOM MEePUOLY TeOPHja CKYIOBa YCIENIHO HOMPAaBJHEHA.
Mopano je outm mpenmsuo oxnpebemo mTa jecte ckym, a mra Huje. WMameby octasnor, yBemeno je
orpaHrdYem€e a CKyI He MOyke na Oyne cam cBOj esneMmeHT. Vnak, HOBe aKCHOME Ce TEIIKO MOI'Y OINCATU

JIAMYKAM je3UKOM. 3aTo NeMo oBIe OcTaTW Ha MHTYUTHUBHOM CXBaTamy CKyIOBa, He yIymTajyhu ce y
(hopMaIHO 3aCHMBAILE.

1.2. Omepanuje Ha CKynmoBUMAa

Caakako BaskHa (3a HEKOT U jeMHA BaykHA) MHGOPMANMja O CKYIy jecTe HeroBa BeJIUYMHA.
UAedunuyuja 1.3. Kapgunaanocii korausor ckyna A je meros 6poj esemenara u o3Hauasa ce ca |Al.
O kapauHAJHOCTU OECKOHAYHOT CKyma Ouhe peunm kKacHUTje.

Legunuyuja 1.4. 3a nare ckynoBe A u B yBOIMMO OCHOBHE Ollepaluje:

e huxosa yHuja AU B je ckyn cBUX ejeMeHaTa Koju npunanajy dap jemnom on ckymnosa A u B;

e BUXOB Upecex AN B je ckyn cBux eixeMeHara Koju npunanajy u ckynmy A m crymy B.

LGeorg Cantor (1845-1918), Hemauku MaTeMaTHIap
2 Bertrand Russell (1872-1970), 6puranckn Gpuro3od u MaTeMaTHdap



Hpyrum peunma,

AUB={z |z € Aum z € B},
ANB={z|z€ Aux € B}.

Yuuja AU B Hema Buie ememenata Hero ckynosu A u B 3ajenuo. Illrasume, enementu u3 npecexka AN DB
Cy mpu TOMe OpOojaHu ABAMYT, Ma y CTBAPU BaKU j€THAKOCT:

Tephewe 1.1. |AU B| =|A| +|B|—|ANB].

Kaxemo ma cy ckymosu A m B gucjywkilinu ako je HBUXOB Ipecek mpaszaH, Tj. AN B = (. Tana je
|AUB| = |A| +|B|. 3a yHujy IMCjyHKTHUX CKyIOBa MOHEKAX Ce KOPUCTHU O3HakKa L ymecto U.

Ledunuyuja 1.5. YBomumo u cienehe onepanuje na cxkynosuma A m B:

e Pasaukxa A\ B je CKyn CBUX ejeMeHaTa KOjU Ipunanajy ckyuy A, anu me u crymy B;

o Cumetlipuuna pazsukae AAB Kao CKyl CBUX eJIeMEHATa KOjU TAYHO jeTHOM Oon CkymoBa A u B.
ITox mpeTnocTaBroM 1a je A MOACKYT HEKOT yhusep3zantol ckyua U, meros komlUasemeni je A = U\ A.

U A

B

AUB

Pasnuka 1 cuMeTpUYHA PA3JIMKa Ce MOTY M3PA3UTU NPEKO YHUjE, IPECEKa U KOMILIEMEHTA.
A={z |z ¢ A},

A\B=ANB={z|z€ Anux¢ B},

AAB = (A\ B)U(B\ A).
IIpumep 1.3. Hera je A ={n € N|n je napuo} = {2,4,6,8,10,12,...} u B={n € N|n je memuso ca 3} =

{3,6,9,12,15,...}, y yauBep3aauom ckyny U = N. Tana je

ANB=1{6,12,18,...} (6pojeBu memusu ca 6);
AUB=1{2,3,4,6,8,9,10,12,...} (6pojeBn memusu ca 2 uau ca 3);
A=1{1,3,5,7,9,...} (memapum 6pojesn);
A\ B ={2,4,8,10,14, ...} (napau koju Hucy nemusu ca 6).

Creiu HEKOJIWKO jeIHOCTABHUX CBOjCTABA OBUX OIEPAIH]a.

Tephewe 1.2. 3a npousBosmue ckynose A, B u C Basu:
e AUD=A, AnNO=0, AUA=ANA=A ANnBCAcCAUB.
e Jle Moprauosa® npasuna: AUB=ANBu ANB=AUB.
e Omneparuje N u U cy KOMyTaTUBHE, aCOIUjATUBHE U TUCTPUOYTUBHE:
ANB=BnNA, (AnB)NnC=An(BNC), (AuB)NnC=(AnC)uU(BnC);
AUB=BUA, (AuUB)UC=ANn(BNC), (ANB)UC=(AuC)n(BUCQC).

IMon gamusujom ckymoBa mompasyMeBaMO KOJEKIUjy CKylnoBa A,, T'Ie & IPOJa3u KPO3 HEKU CKYI
uunekca . IlpuponHo meduHMIEMO yHU)Y U IpPECEK CKYNOBa M3 AaTe (haMuiurje Kao

UAa:{ac|ac€Aa3a6apjezLHoa€I} u ﬂAa:{x|$€Aa3aCBaKoa€I}.

acl acl
Ipumep 1.4. lra je mpecek cBux mHTEpBaja A, = (#_17 "TH) 3a n € N?
Pewemwe. Kako je 1 € (15, "TH), npecek canap:xu 6poj 1.
C ampyre crpame, ako ce Opoj ¢ HaJasu y IpPeCeKy, OHZa je ¢ > i3 3a CBakO n, Ha je ¢ =
limy, oo #_1 = 1. Tarobe je ¢ < "TH 3a cBe N, ma je ¢ < lim, o0 ”T“ = 1. [Hakme, mopa Ouru

¢ = 1. Tpaxkenu npecek je jegnounanu ckym {1}.

3 Augustus De Morgan (1806-1871), GpuTancku MaTeMaTAdap



ITocmarpajmo meku ckyn X. Axo je ckyn X komauan, pemumo X = {1,2,...,n}, Koauko oH uma
MOACKyIOBa? 3a CBAKWU O H-EFOBUX N €JIeMaHaTa MMaMo aBe MOTyhHOCTH: nma ra cTaBUMO y moackym A
unm na ra #He crasumo. Cse y cBeMy, moackyn A MokeMO Ja cacTaBUMO Ha 2-2----- 2 = 2" HauymHAa.

Legunuyuja 1.6. Hapuiviivernu ckyu ckyna X je ¢aMuianja CBUX HETOBUX IIOACKYIOBA.

Osnauasajyhu ca |X| 6poj enemenara ckyna X, nokasauau cmo cuaeznehie:
Tephewe 1.3. Komauam ckyn X mva 21X pazmmunrux nonckymosa, tj. |[P(X)| =2XI. O

IIpumep 1.5. Tlaptutusnn ckyn ckyna X = {1,2,3} je pammmja P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},
{1,2.3}}.

1.3. Pesamnuje u mpeciimKaBama

Jedurnuyuja 1.7. exapiios* upouseog ckynmosa X n'Y je ckyn X x Y = {(z,y) |z € X, y € Y}.

Hpyrum peunma, JlekapToB IPOU3BOL je CKYyI IapoBa eJleMeHaTa, OJ

Kojux je npBu m3 X u apyru u3 Y. o
IlekapTos npoussox je acouujarusat, Tj. (X XxY)xZ =X x (Y xZ) = Y o =XxV=

{(z,y,2) |z € X,y €Y,z € Z}, ann uuje xomyratusan. Jlekaprose mpo- ! !

m3Bogme X x X, X x X x X ura. decTo 03HaYaBAMO IPOCTO Kao X2, X3, ‘ X

UTH.
Ako cy ckynosu X u Y komaunu, onga je | X x Y|=|X]|-|Y].
Buno koju momckyn R Ilekaprosor mpomssoma X X Y onpebyje meky pesayujy mamebhy ememenara
ckymoBa X m Y.
Legunuyuja 1.8. Penanuja ~ onpebena moackynmom R C X XY je medunucana ycioBoM
x~y axroje (z,y)€R.
3a penamnujy kaxkeMo na je Ha ckymy X ako je Y = X.

Ipyrum peduma, CBaKd eseMeHT CKymna X je y pejanuju ~ ca HeKUMa Ol ejeMeHarta ckyna Y (Moskna
HU Cca jeIHUM, MOMKIA U Ca CBAMA). 3HAMO MHOTO IpuMepa penanuja: <, <, >, =, =, |, €, C...

Legunuyuja 1.9. Penamuja ~ #a ckymy X je
o pedaercusna aro je v ~ x 3a cBe € X
® CUMEUWPUYHG AKO U3 T ~ Y CIeIN Yy ~ T, 3a CBe T,y € X;
® WPaH3UWUBHA AKO U3 T ~ Y U Y ~ Z CIEeON T ~ 2, 34 CBe Z,y,2 € X;
® peaauuja exsusasenyuje ako je pedIeKCuBHA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA.

IIpumep 1.6. (a) Penanuja < ma ckymy R je peduercusna (jep je © < ) u rpan3utusHa (ako je v <y u
y < z, ouma jem ¢ < z), anu Huje cuMerpuuna (Hup. 1 < 2, amu Huje 2 < 1).
(6) TlocmaTpajmMo penamujy ~ Ha HempasHuM ckymoBuMa: X ~ Y ako je X NY # (). Osa pemanmja
je peduekcuBHA W CUMeTpUYHA, ajdu HUje TpaHsutusHA, jep Hup. {1} ~ {1,2} u {1,2} ~ {2}, amm
auje {1} ~ {2}.
(B) Penamuja ~ Ha ckymy R mara yciaoBoMm & = ty je pesannja eKBUBAJEHIU]E.

Axko je ~ pesanuja eKBUBAJIEHIU]E, OHIA U3 §y ~ T U 2 ~ T cienu u y ~ z. Jlpyrum peudunma, cBU
€JIEMEHTH KOJU Cy Yy pejanuju ca x Takobe cy y pemanuju uamebhy cebe.

Legunuyuja 1.10. Kaaca exeusanenyuje enementa x € X y OIHOCY Ha peslalidjy €KBUBJEHIHUjE ~ je CKYI
cBuX esleMeHaTta y € X 3a Koje je y ~ x.

Ha oBaj maunn, ckynm X je yauja meDhycoOHO IUCjYHKTHUX KJIaca €KBUBAJICHIIH]E.

Ipumep 1.7. Penamuja ~ ma Taukama (r,y) € R? je nara ycaosom: (x,y) ~ (2',y') ako je x—2' = 2(y—v/).
Ila s je To Kiaca exkBuBasennuje? Koje cy kiace ekBupaJieHruje?

4René Descartes (1596-1650), dppanmyckn ¢pumosod u mMatemMaTuuap



Pewemwe. YcioB penanmje ce MOkE 3ammcaT kKao x — 2y = ' — 2y, omakjie ce JIaKO BUOU O je Y NUTAIY
peslanuja eKBUBAJICHIMjEe, & KJIace Cy IpaBe ¥ — 2y = ¢, e je ¢ peajiHa KOHCTAHTA.

Heka je ~ penamuja uzmebhy crkymoBa X um Y. Ako 3a cBako r € X mocroju tauyno jemno y € Y 3a
Koje je & ~ y, oBa penamuja oxpebyje dynryujy nau upecauxasawe f : X — Y maro ycaosom f(x) = y.
Hpyrum peunma, pyrrnuja n3 X y Y cBakom eixeMmenty x € X nomesbyje TAYHO jeZaH €JIE€MEHT CKymna Y .
Legunuyuja 1.11. Oysrmmja f: X =Y je

o unjekyujo unu ,1-17 u3 x1 # x2 (21,22 € X) cnemn f(x1) # f(22);
e cypjexyuja unu ,Ha” aKo 3a cBako y € Y mocroju x € X rakso ma je f(x) =y;
e bujexyuja ako je ,,1-17 u ,ma”.

Ilakne, MHjEKIja CIAUKA PA3JIUUUTE €JIEMEHTE ¥ PA3JIMUNTe, CypjeKIrja MOKPUBA [Ie0 CKyI Y, a Oujermuja

mpencTaB/ba TOTIYHO ylIapuBaimhe ejgeMenaTa ckymoBa X m Y.

I[Tocmarpajmo ¢yurmuje f: X - Y uwg:Y — Z. Jacuo je ma, ako cy f u g mHjernuje, oIHOCHO
cypjeknuje, ouzna je u go f: X — Z unjernuja (cypjeruuja).

Tarobe, aro cy f: X =Y u g:Y — X npecnurkasama taxsa na je ¢g(f(z)) =z, onga je g ouuriento
cypjeknuja, a f uHjernuja.

IHpumep 1.8. dymrmuje f,g,h: R — R cy mate ycnosuma f(z) = 22 + 2, g(z) = 2° + 2 u h(z) = 23 — 2.
Koje cy onx oBux ¢ymrumja ,,1-1"7, [ Ha” nam Oujexuuje?

Peweme. ®ymrnuja f mnuje ,ma” jep je f(z) = (x+ 1)? =1 > —1. C apyre crpane, dpynsuuje g u h cy
»Ha” jep je limg 400 g(l') =lim; 400 h(l’) = +o00.

dyurmmuje f u h mucy ,,1-17 jep je f(0) = f(—1) = h(0) = h(—1) = 0. C apyre crpane, ¢’ (z) = 32%+1,
ma je ¢pyuruuja g crporo pacryha m camum tum ,,1-17.

IIpema tome, g je Gujernuja, h je camo ,ua”, a f wuje v ,,1-1"7 wum ,Ha”.
1.4. KapmuHaJIHOCT OECKOHAUHOT CKyIa

Kapmunanuoct | X| mator ckyna X je meros 6poj enemenara. To nma cMuciaa ako je X KOHAUaH CKYTI,
aau mTa je KapIuHAJHOCT OeckoHavyHOr ckyma? Moskna oo, ann ma ju cy ¢Be ODECKOHAUYHOCTU UCTE?!

Kapaunannoctu, ykmyuyjyhu u 6eckonaune, 6ucMo ynmopebuBasm Kao mTo je mpupoaHo.

Ledunuyuja 1.12. 3a nare ckynose X m Y KaxxeMo Ha je:

e |X| < |Y] aro nocroju unjexuuja f: X — Y, unu cypjekumja g : Y — X.
e | X| =1|Y| ako mocroju Gujermmja f: X — Y.

IIpumep 1.9. NMaxro je cryn 2N = {2,4,6,...} npasu noackyn ckyna N, npeciaukasame f : N — 2N mato
yeaosoM f(n) = 2n je oujexknuja. 3aro ckynosu N u 2N nMajy ucTy KapIuHAIHOCT.

OBpze je BayKHO MPUMETUTH 1a je UPBU ycJoB y nedpuuunmjn 1.12 KOH3UCTEHTAH.
Tephewe 1.4. Nujermmja f: X — Y mocToju ako m caMo ako HOCTOju cypjekuuja g:Y — X.

Zoxasz. Aro je mara mujernuja f: X — Y, MokeMo ma HampasBuMo cypjeruujy ¢ :Y — X ycioBoM

x, ako je y = f(z) 3a mero x € X
9(y) = .
Y CYOpOTHOM, OMJIO KOjU €JeMeHT cKyma X .

C mpyre cTpane, ako je mara cypjeknuja ¢ : Y — X, najeknnjy f: X — Y mokemo na nepruumemo
yeaosoM f(x) = (upomssomHo y € Y takso ma je g(y) =z). U

Ako ckyn A mma n esemMeHara, OHIA CBAKAKO NOCTOju Oujekunuja mameby mera m ckyma {1,2,...,n}.
C npyre crpane, ako je A Gecronauan ckyn, pebajyhu merose ememente y HU3 T1,Z9,T3,... HUKAL T'a
wmehemo ucnpazuutu. pyrum peunma,

Tephewe 1.5. Cryn A je GeckoHauan ako um caMo ako mocrtoju uujernuja f : N — A (mara ycmoBom

fn)==a,). O

IIpumep 1.9. Koucrpyncatu 6ujerunjy f u3 marepsaaa (0,1) y unrepsade:
(a) (0,2), (6) (0,00) m (s) [0,1].



Peweme. (a) Opo je naro: f(x) = 2ux;
(6) OBae Momemo ysetn yzeru Hup. f(z) =1 —1.
(8) OBo je Mame OuMTIEeNHO, jep HUjeqHA HENpEKUIHA (YHKIMja He TIPOJa3d. Y MeCTO TOra, W3-
Bojuhemo Opojese %, %, i, .... Tpamxeny oujernujy nobmhemo ,mudryjyhu’ camo O6pojeBe koje cMO
u34BOjuIN, HEe Memajyhu ocrase. Hamme, dpyrRIUja

0 aKo je r = %,
fla)=< -1 arkojex=21 n=34
n—2 n’ Y LA
x Yy CBUM OCTAJIM CJIy4ajeBUMA,

u3 (0,1) ma [0,1] je ounrsento Gujeruuja.

Cnenehe TBpbheme Haj3an mokasyje OHO MITO GUCMO W OUEKMBAJIN OX pejanuje moperka: ako je |X| <
Y| u |Y] < |X|, ouga je |X| = |Y|. Oy Teopemy je npsu dpopmyaucao Kaurop (1887), a ucrte romune
nokazao llemexkunn® (koju je Tajuo mokas). Haszpama je Mo ABOjUIM MaTeMaTWdyapa KOJU Cy HEKOJUKO
roavHa KacHUje mMpBu oOjaBuau mokase, mana je lllpemepoB 6muo morpemas.

Tephewe 1.6 (Teopema Ilpegepa® u Beprwitiajna’ ). Axo mocToje wHjekTUBHA mpecaukasama f: X — Y u
g:Y — X, ouna nocroju u dujernuja h: X — Y.

Jokas. Ako je g Gujernuja, roroBu cMO; 3aT0 hiemo cmarparn ma Hmje, Tj. na je ckyn Xo = X \ g(Y)
wenpaszan. Ozmaunmo f(Xo) =Yy, g(Yo) = X1,
f(X1) =Y, g(Y1) = Xy ura. IMocmarpahiemo X
ckymose A = ;20 X, u B = U L Y - ma | ¢
CJIUIU CY OBU CKYIIOBU OCEHUYECHWU.
Bumumo na je f(A) = B. C gpyre crpase, mo- X g— N
wro je g(B) = A\ Xy, nmamo u g(Y\B) = X\ A4, J—
tj. g1 (X \ A) =Y\ B. Cse y cemy, f mna- X\ A g
je 6ujexkmujy A — B, nok ¢~ ' maje Gujexnujy u\
X\ A—Y\B. IIpema tome, pyHKIM]a

. ) f(=) 3a x € A,
heX Y, h(x){g_l(ac) sarzeX\A

Y

Q

T
S+

je bujernuja KakBY CMO TPasKUIIU. ]
1.5. IIpedbpojuBocT ckyma

Aepurnuyuja 1.13. Cryn A je upebpojuso beckonaqan ako je |A| = |N|. To 3naum na nocroju 6ujerunuja u3
crkyna A y N, 1j. cBu enementu ckyna A ce mory mopebaru y nus.

Ckymn je upebpojue ako je KOHAYAH MM IpeOpojuBO OECKOHAUYAH.

ITo tBpbhemy 1.5, npebpojuBa GeCKOHAUHOCT je ,HajMama’ OeCKOHAYHOCT, Tj. HUjeJaH ODECKOHAYAH CKYI
HEMa CTPOTO Mamy KapauHaaHocT ox N.

Ipumep 1.10. Cryn nenux OpojeBa Z je npebpojuB, jep CBe HmeroBe ejeMeHTe Mo:keMo nopebaru y Hus:
0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...

CKyn HO3UTUBHUX panuoHaJHuX 6pojesa QT je Takobe mpebpojus, jep u merose egeMeHTE MOKEMO
nopebaru y HEU3 copTupaH mo 36upy Opojuora 1 MMEHUOIa, TPUTOM Opumyhu cyBuUIIHE pa3IoMKe:

1 1 2 123 1234 1%%%{5.
17 2717 3’ ’1’ 4’372717 5’ Y Y 717 R
Cryn Q je mpe6pojus kao yamja Tpu npebpojusa ckyma: QT, Q™ u jemmoumanor ckyma {0}.

ITocnenma peuenuna y npumepy 1.10 mobuja objammeme kpo3 caenehe tBpheme.

Tephewe 1.7. IlpebpojuBa yHuja npedpojuBux CkymoBa je Takohe mpeOpojuB CKyI.

5Richard Dedekind (1831-1916), Hemaukn MaTeMaTHIap
6 Ernst Schroder (1841-1902), Hemaukn MaTeMaTuuap
7 Feliz Bernstein (1878-1956), HeMauku MaTeMaTHaap



Joxas. Tlocmarpajmo (komavan unu OeckoHadan) Hu3 npebpojusBux ckynosa Ay = {a11,a12,...}, Ay =
{a21,a22,...}, ntn. Enementn yuuje ce mory mopebatu y uuz na cnemnehu naunn:

IPUTOM M30CTaBJ/hajyNU eleMeHTe KOjux HeMa. Y IopenuTe MOCTynak ca mpumepom 1.10.

IlekapToB mpousBon aBajy npebpojusBux ckynosa A m B je yHuja npeOpojuBO MHOTrO Komuja ckyma A,
Te je om mpebpojus. M3meby ocramor, A x A = A? je mpebpojus ckym, a taksu cy u A% x A = A3,
A3 x A= A* urn. Harme, A" = Ax Ax ---x A je upeGpojus ckym 3a cBaxo n € N.

ITocToje m ckymoBu Koju HUCY TpeOpPOjUBU, YaK HU MPEOPOjUBO OECKOHAUHMU.

IIpumep 1.13. Tlorymajmo na mopebhamo cse peasne Gpojese u3 uarepsaaa [0,1) y HU3 X1, T2, T3, .. .:

T = O,$12$13x14 e

Ty = 0, $21$23x24 e
r3 = 0, 1’311‘321‘34 N

Ty4 = 0, 1’411‘421‘43. ..

Moxemo na omabepemo peanan 0poj y = 0,y1Y2Y3Yy4 ... KOjU ce, 3a CBAKO 7, O UJaHA T; PA3iU-
Kyje y i-Toj menmMasn (OBHE je MOMKEHO MOOPUHYTH Ce W Aa HeMaMo OeCKOHAYAH HU3 NEBETKU Y
menumasiHoM 3amucy y). OBakas Opoj y HUje jeqHAK HUjeTHOM YJIaHy HU3A X;, KOHTPAAUKIU]A.

Y OperxomHOM MPUMEPY UPUHYUTOM GUjaToHaAAU3AUUJE CMO KOHCTPYUCAIN €JIIEMEHT KOjer HeMa Yy HU3Y.
Haxkae, nomro n3 N y R nocroju nHjeknmja, anu He n Oujeknuja, 3axmpydyjeMo na je 6eckonavnoct |R|
neupebpojusa. OBa HOBa Geckonaunoct, seha on |N|, 30Be ce KonTGuUHYYM.

Cunenehe tBpheme nokasyje na n ox KoHTHHYyyMa noctoju Beha GeCKOHAUYHOCT |, yOIIITE, na Pa3Jin-
UUTUX OECKOHAUHUX KAPAUMHAJIHOCTUA UMa OECKOHAUHO MHOTO.

Tephewe 1.8 (Kanioposa weopema). He nmocroju bujeximja usmeby ckyma X u HeroBor mapTUTUBHOD
ckyna P(X). Kako nnjerimja nocroju, caequ na je |[P(X)| > | X]|.

Joxas. Nmeja je ucra rao y Pacenosom mapamnokcy. Ilpermocrasumo ma je f: X — P(X) cypjeruuja,
Tj. cBaku ckyn S C X ce jaBiba Kao CIMKA HEKOT eseMmeHTa ckyma X . [locmarpajmo onma crym

S={reX|xz¢f(x)}
Heka je f(s) =S. Ha nu s upunana ckymy S7

e Axo s ¢ f(s), onma s 3am0BObABA YCIOB MPUNATHOCTU CKymy S, ma s € S;
e Ako s € f(s), onna s He Tpeba na Oyme eseMeHT cKyna S.

OBa KOHTpAIUKINja 3aBpIIaBa JOKA3. O

KanToposa meopema, 3ajemuo ca [lIpenep-BepumrajuosoM, maje HaM jour jemHo objallmeme 3allTo je
ckyn R menpebpojus.

Tephewe 1.9. Tlocroju 6ujerknmja usmeby ckynosa P(N) u R, 1j. |R| = |P(N)|.
Zoxas. Homenumo cakoMm nmoackyny A C N peanan Gpoj

1
10
neA
Bpoj f(A) nma y menuMaaHOM 3amucy CaMmo HyJjle W JeAUHUNe, U TO je AMHUIE YIPABO Ha IO3UIKjaMa

u3 crkyna A. Oso npeciukasame [ : P(N) — R je ounrienno mnajekrusHo.
C mpyre cTpaHe, CBAKOM PEaJHOM ODPOjy & HOIeIMNEeMO MOACKYI
g(x) = {[2],[102],[10%2],...}, rmeje z=¢e"+1¢€ (1,4+00).
IIpecaukaBame T — 2z je MHjeKTUBHO, a TAKBO je W mpeciaukasame z — ¢(z), jep ckym g(x) jemmo-
3Hauno oxpebyje memumamnuu 3ammc 6poja z. Hakae, u g : R — P(N) je unjernuja.

IMomro m3meby crymosa R u P(N) nmamo o6ocrpane unjernnje, no [IIpenep-Beprmrajnosoj Teo-
pemu mocroju u Oujeknuja. [l



Nameby ocranor, [N| < [P(N)| = |R| < |P(P(N))| < ....

ITocroje nu rapmuaanHOCTH cTpOoro maMebhy npebpojuBe GECKOHAYHOCTM U KOHTHMHyYMa, Tj. Oa Jn
nocroju ckyn A rakas ma je |N| < |A] < |R|? Oso je 13B. koniliunyym-zutoliesa u Hema oarosop. Haumwme,
WCIIOCTABUIIO Ce Aa y MATeMATHUIM IMOCToje TBphema Koja ce He MOry HmM mOKazaTu, Hu obopurtu. KonTwm-
HyyM-XUIIOTE3a je jemHo on mux. Ha my oAroBop Moske OUTH W MOTBPAAH U OApPEYaH, jep HU jeIHO HU
APYTO He OM IOBEJIO HAYKY JO mapamoKca.

1.6. 3anmamu

ook W

© ® 3 o

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

. Crynosu A, B u C' umajy cBaku 1o 25 ejeMeHara, cBaka nBa y upecery no 10, a ¢cBa Tpu y mpeceky

4. Konuro enemenara uma yuuja AU BUC?

Komuko nma noackynosa ckymna A = {1,2,3,4,5,6,7} koju aucy nonckymnosu ckymna B = {1,3,4,6,8}7
Osmaunmvo A, = {2n,2n+1,2n+2,...}. Onpenuru npecex (), A, = A1 NAsNAzN....

Axo je AAB = B, xonuko je A?

Haru cy ckynoBu A u B. Koawuko mma ckymoBa X 3a koje Basku ANX = BNX = ANBu
AUBUX = AUB?

Moske s TOOCKYT HEKOTr CKyma maa Oynae yjemHo W HEroB eJIeMEHT !

Har je ckyn X = {{},2,{1}, {2}, {1, 2}, {{1},2},{{1},{2}}}. Komuxo je | X NP(X)|?

Moske nu ce ckyn R 3anucaru Kao yHUja OrpaHUYEHUX UHTEPBaJa?!

Ila s cy canenehe penanuje na ckymy N pesanuje ekBuBasieHiuje?

(a) a~b ako je a < b; (6) a~b aro je a = +b; (B) a~b ako je a =2b unu b = 2a.

Vcnuraru 3a cBaky on caenehiux penamuja na unrepsaiy (0,400) na au je penanuja pediekCUBHA,
CUMETPUYHA WU TPAH3UTUBHA:

(a) zdy axo je y < 2x; (6) 2Qy ako je y > 1; (B) véy axo je £ € Q.
Penamujy < na ckyny R gedunumenmo Ha cienehn mauun:
<y akou camo ako je |x—1|+|y—2| < 1.
Arkojex O (y—2) mu 2 (y + ), onpenuru y.
3

3a koje BpemHocTu kKoHCTaHTe ¢ je dyHEmuja f : R — R? mara ycmosom f(z) = (x2 —z,2% — cx?)

unjekTuBHa? A ma nu je cypjexkrusHa?

Hokaszaru ga je ckyn A GeckoHauad ako u camo ako nocroju oujexnuja f : A — A\ {a}, rme je a
Ma KOju ejJieMeHT CKyma A.

Haru ekcrunuran npuMmep oujekmnuje mamebhy ckyma N X N u ckyma N.
IMocToju mu Gujeknuja nameby ckyma R cBux peannux 6pojesa un ckyma R\ Q cBux upamumonasuux?
Hokazatu na je ckyn Q[z] cBux moaumHOMa ca PANMOHAJHUM KO€(YUIM]eHTUMa TPeOPOjuB.

Ha mu je ckyn cBux (a) roHaunux; (6) OECKOHAYHWX HU30Ba HyJla W jeQUHUNA TPeGpPOjUB MU
Henpebpojus?

Ha nu je 6poj moryhux penanuja eKBUBAJEHIMje HA CKYMY IEJUX OpojeBa KOHaUaH, TpedbpPOjuBO
beckonauan uiau Henpebpojus? OOpPa3IOKUTH.

Hexa je S ckyn cBux HepacTyhux Husosa npuponnux 6pojesa. (Takas je uup. un3 5,3,3,2,2,2,2,...).
Ila snu je ckyn S komauas, npebpojus unu Henpebpojus? O6jacHuTuU.

1.7. Pemema

1.

Onrosop je 49. Cerumo ce Benosux® mujarpama. Mnak je To 3amaTak 3a 5. pa3pem OCHOBHE IIKOJIE:

8 John Venn (1834-1923), enrseckn MaTeMaTuaap



10.

11.

12.

13.

. Crxyn A uma 27 = 128 nonckynosa. IlomckymoBu ckyma A Koju Cy yjemHO UM HOACKYIIOBU CKyma B

cy nmoackynosu ckyna AN B ={1,3,4,6}, a mux nma 16. Oxrosop je 128 — 16 = 112.

CBu esnementu ckynosa A, cy npupomau 6pojeBu. Hujenam npuponan 6poj HUje caap:KaH y CBUM
crynoBuma A,. Ilarmge, mpecek je mpas3aH CKyII.

. lmamo B = AAB = (A\B)U(B\ A), na je A\ B C B, anmu A\ B je nucjyukran ca B, na je to

moryhe camo axo je A\ B=0Tj. AC B.
Cana je B= AAB = B\ A, mro 3naun na je A = ().

. U3 ycnosa zamatka notujamo (AUB)NX = (ANX)U(BNX) = AnNDB. C mpyre crpase,

(AUB)INX =(AUBUX)NX =X. Harue, X = AN B.
Mosxe. Ha mpumep, () je momckym, a yjenno u exement ckyma {(}.

Enementu crkyna P(X) cy monckynosu ckyna X. Jemunu enementu ckyna X KOjU Cy U HErOBU

nonckynosu cy {}, {2}, {{1},2} u {{1},{2}}}, ma je | X N P(X)| =4.
Mose, mnp. R =, c4[n,n + 1].

Penamuja (a) auje cumerpuuna: mHup. 1~ 2, aau zHuje 2 ~ 1.

Y penaunuju (6) je x ~ y ako je |z| = |y|, mro je penauuja exBuBaJsieHuUje: OHA je pedIEKCUBHA
(Jz] = [z[), cmmerpuana (|z] = |y| = |y| = |2z|) n rpamswTusna (2| = |yl ly| = |2 = 2| = |2]).

Penanuja (B) Huje pedaercusna: wop. 144 1.

(a) Homro je x < 2x, penamuja je peduercusna. Ona Huje cumerpruna (HOp. 3 ~ 1, amm 1 ¢ 3),
HUTK TpaH3uTuBHA (HOp. 2 ~3 1 3~ 5, anu 2 £ 5).

(6) Huje au pediercusHa (% i %), HU CUMETPUYHA (% ~ 2, amu 2 & %) TpausutusHa jecte, jep
ako je (x ~y m) y ~ z, OHOA TO 3HAUM 1A je z > 1, ma je u x ~ z.

(8) To je peranuja exBuBasennuje: pedaexcusra je (£ =1¢€ Q), cumerpuuna (ako je £ € Q, onna

jem € Q) u TpansuTHBHA (%,5 €cQ=%2cQ).

3a nouerak, n3 z(y — x) ommax caenu |r — 1| < 1, ma mopa ouru = > 0.

Osumaummvo |z —1| =d > 0. Tana je x = 1+d, amu u3 ycnosa x{(y—2) nobujamo u d+|(y—z)—2| < 1,
1j. [(y—2) —2|<1—-d. Omasme cnemmd<1lunl+d<y—z<3—d.

Ha nctn mauwun, ns yeaosa = < (y + x) mobujamo 1 +d<y+a <3 —d.

Mebyrum, cananz y+ax < 3—duy—xz > 1+dcaemu 2z = (y+z)—(y—z) < (3—d)— (1+d) = 2—2d,
1j. < 1—d. Ilpema tome, x =1—d, y—r=1+du y+x =3 —d, ogarie mobujamo y = 2.

Wcnurajmo moxke nu na sazku f(z) = f(y) 3a =y, Tj.

o=y -y u 2 —ca?=y> -y’

W3 mpse jemmaumne caema 0 = 22 —y? —x+y = (x —y)(x +y—1), ma je y =1 —x. C apyre crpane,
u3 apyre jemaaumne ciemu 0 = (v —y)(z2? + a2y +y?> —cr —cy), maje 0 =a® +ay +y> —cx —cy =
?+rx(l-2)+(1-2)2—c=122-2+1—c. Oba KBaApPaTHA jeHAUMHA UMA JBA PA3IUUIATA PEllena
aKo jOj je muCKpuMumHaHTa 4¢ — 3 MO3UTUBHA, Tj. ¢ > %.

73327% 3a CBe T.

IlpecaukaBame [ HUKA HUje CyPjeKTUBHO, HIP. 3aTO IOTO je 22

ITo tBpbemwy 1.5 mocroju GeckoHauan HU3 a1 = a,as,ds,... eaeMmenara ckymna A. IledpuHummmo

F@) = Gp4+1 AKO je T = a, 3a HEKO N;
x Y CYIpPOTHOM.

Jacuo je ma je f mujerkmumja m3 X y X, a merosa Ciauka CaIpKWU CBE €JIEMEHTE OCUM 4YjaHa a] = a.



14.

Hauomena. Vima pasuux npumepa. Hup. yBepure ce na je npeciugasame f(m,n)

15.

16.

17.

18.

19.

Cpaku mpupozas 6poj n ce MoXke Ha jeAUMHCTBEH HAUWH HpeacTaButu y obmuky 28 -m, rme je k >0
neo 6poj, a m wenapan 6poj. To 3maum na npecaukasame (k,m) — 2Fm naje Gujexnumjy. 3amerom
r=k+1ny="2 (z,y € N) nonasumo no 6ujexumje f(z,y) =2""1(2y — 1) u3 ckyna N x N y N.

_ (m+n—1)2(m+n—2)+m

rakobhe Oujernuja n3 N x N y N.

CBu panuonajuu OpojeBu ce mory nopebaru y uus qi,qs,qs,.... Onabepumo jom jenan HU3 upa-
NUOHAJJHUX OpojeBa 71,72,73,. ...

Capna xoHCTpyUIIEMO OMjeKIMjy KOja YIaHOBE HU3A (1,71,G2,72,(3,T3,... CIUKA PEIOM y UJIAHOBE
HU3a T1,72,73,74,T5,76,-.., & CBe ocTaje peasne 6pojese cianka y cebe. OBO mpecamkaBame OUjeK-

tuBHO ciuka R y R\ Q.

Nsmeby ckyma P, TOJMHOMA CTENeHa 71 ca palMOHAJHUM KoepummjenTuma u ckymna Q™! mocroju

oumrjienHa Oujernuja: G0+ a1z + - + anz™ — (ag, as, ..., an).

IIpema Tome, ckyn P, je mpebpojus. Hajsan, ckym Q] = PoU Py U P, U... je npebpojus, kKao
npebpojuBa yHUja TpeOPOjUBUX CKYIMOBA.

(a) Cryn U,, koHAUHUX HU30Ba HyskuHe n jenHak je 2". CKyI CBUX KOHAYHUX HU30Ba je npebpojuBa
yuuja konayaux ckynosa U, (n € N) u kao rtakBa je npeGpojuBo GeCKOHAUHA.

(6) Ceaku GeckoHauaH HU3 € = (€1€2€3 ... ) HyJIa U jeAUHUNA je [HO3HAUHO OAroBapa MOACKyIy A(e) =
{n| e, =1} cryna N, a Tux nmonckymnosa uma HempeObPOJUBO MHOTO (KOHTUHYYM).

Henpebpojus je. Knaca ekBuBasennuje y xojoj je 6poj 1 moske Outu OUIO KOjU MOACKYTI CKyTa Z
KOjU Camp:KM JeOUHUILY, & TAKBUX IOICKYIIOBa MMa HEMPeOPOjUBO MHOTO.

Cpaku TakaB HU3 je KOHCTAHTAH IoueB oJ Hexor wiaHa. Ckyn U, , HU30Ba KOjU MOUNIY €JICMCHTOM
4 M KOHCTAHTHU Cy TOYEB OX N-TOT je KOHAYAH, jep 3a IPBUX 7 eJeMeHaTa uMa KOoHAadaH Opoj
moryhuocTu.

Cryn cBUX IOCMATpPaHUX HU30Ba je yHHja ckynoBa U,, IO cBUM BpenHocTuMma ¢ u n. Iakie, To je
npebpojuBa yHMja KOHAUYHUX CKYIOBA U KAO TAaKBa je KOHAUHA.



