
ITM – Diskretna matematika

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

1. Teorija skupova

1.1. Uvod

Kada kaжemo ,,skup”, mislimo na kolekciju objekata posmatraju�i je kao jedinstven entitet.
Iako je pojam skupa u upotrebi od antiqkih vremena, tek ga je Kantor1 formalizovao u 19. veku.

Skup je po definiciji mnoxtvo razliqitih objekata. Osnovno svojstvo skupova je pripadnost -
svaki objekat je ili u skupu, ili van skupa. Poseban primer skupa je ī̄razan skuī̄, koji se oznaqava
sa ∅: on ne sadrжi nijedan element.

Definicija 1.1. Pixemo x ∈ A ako objekat x pripada skupu A, odnosno x 6∈ A ako to nije sluqaj.

Primer 1.1. Skup slova a, b i c je {a, b, c}. Tada npr. c ∈ {a, b, c}, ali d 6∈ {a, b, c}.

Definicija 1.2. Skup A je ī̄ogskuī̄ skupa B, u oznaci A ⊂ B, ako B sadrжi sve elemente skupa A.
Drugim reqima, kad god je x ∈ A, vaжi i x ∈ B.

Ako je A podskup skupa B i nije A = B, onda je A ī̄ravi ī̄ogskuī̄ skupa B.

Primer 1.2. Neka je A skup svih automobila, B skup crvenih automobila, a C skup toqkova
automobila. Tada je B ⊂ A, ali C 6⊂ A.

Kantorova teorija skupova je zasnovana na naivnom shvataǌu da bilo kakva kolekcija bilo
qega qini skup. Qine li i skupovi skup? Moжe li skup da sadrжi samog sebe kao element?

Tek je dosta kasnije (1918) prime�eno da s ǌegovom teorijom nexto nije u redu.

Raselov2 ī̄aragoks. Ako kolekcija bilo qega qini skup, onda i svi skupovi koji ne sadrжe same
sebe qine neki skup S. Sadrжi li skup S samog sebe?

− Ako skup S ne sadrжi sebe, onda je po definiciji i on element skupa S.

− Ako S sadrжi sebe, otkud onda on u skupu S? To je protivno definiciji.

Naravno da je u prvo vreme ovaj paradoks izazvao pravu katastrofu u krugovima teorije
skupova, ali je, zahvaǉuju�i ǌemu, u narednom periodu teorija skupova uspexno popravǉena.
Moralo je biti precizno odre�eno xta jeste skup, a xta nije. Izme�u ostalog, uvedeno je
ograniqeǌe da skup ne moжe da bude sam svoj element. Ipak, nove aksiome se texko mogu opisati
laiqkim jezikom. Zato �emo ovde ostati na intuitivnom shvataǌu skupova, ne upuxtaju�i se u
formalno zasnivaǌe.

1.2. Operacije na skupovima

Svakako vaжna (za nekog i jedina vaжna) informacija o skupu jeste ǌegova veliqina.

Definicija 1.3. Karginalnosx̄̄ konaqnog skupa A je ǌegov broj elemenata i oznaqava se sa |A|.

O kardinalnosti beskonaqnog skupa bi�e reqi kasnije.

Definicija 1.4. Za date skupove A i B uvodimo osnovne operacije:

• ǋihova unija A ∪B je skup svih elemenata koji pripadaju bar jednom od skupova A i B;

• ǌihov ī̄resek A ∩B je skup svih elemenata koji pripadaju i skupu A i skupu B.

1Georg Cantor (1845-1918), nemaqki matematiqar
2Bertrand Russell (1872-1970), britanski filozof i matematiqar
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Drugim reqima,
A ∪B = {x | x ∈ A ili x ∈ B},

A ∩B = {x | x ∈ A i x ∈ B}.

Unija A∪B nema vixe elemenata nego skupovi A i B zajedno. Xtavixe, elementi iz preseka A∩B

su pri tome brojani dvaput, pa u stvari vaжi jednakost:

Tvr�eǌe 1.1. |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.

Kaжemo da su skupovi A i B gisjunkx̄̄ni ako je ǌihov presek prazan, tj. A ∩ B = ∅. Tada je
|A ∪B| = |A|+ |B|. Za uniju disjunktnih skupova ponekad se koristi oznaka ⊔ umesto ∪.

Definicija 1.5. Uvodimo i slede�e operacije na skupovima A i B:

• Razlika A \B je skup svih elemenata koji pripadaju skupu A, ali ne i skupu B;

• Simex̄̄riqna razlika A△B kao skup svih elemenata koji taqno jednom od skupova A i B.

Pod pretpostavkom da je A podskup nekog univerzalno ı̄ skuī̄a U , ǌegov komī̄lemenx̄̄ je Ā = U \A.✬

✫

✩

✪

✬

✫

✩

✪

U A B

A\B
A∩B

B\A

A∪B

Razlika i simetriqna razlika se mogu izraziti preko unije, preseka i komplementa.

Ā = {x | x 6∈ A},

A \B = A ∩ B̄ = {x | x ∈ A i x 6∈ B},

A△B = (A \B) ∪ (B \A).

Primer 1.3. Neka je A = {n ∈ N | n je parno} = {2, 4, 6, 8, 10, 12, . . .} i B = {n ∈ N | n je deǉivo sa 3} =
{3, 6, 9, 12, 15, . . .}, u univerzalnom skupu U = N. Tada je

• A ∩B = {6, 12, 18, . . .} (brojevi deǉivi sa 6);

• A ∪B = {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, . . .} (brojevi deǉivi sa 2 ili sa 3);

• Ā = {1, 3, 5, 7, 9, . . .} (neparni brojevi);

• A \B = {2, 4, 8, 10, 14, . . .} (parni koji nisu deǉivi sa 6).

Sledi nekoliko jednostavnih svojstava ovih operacija.

Tvr�eǌe 1.2. Za proizvoǉne skupove A, B i C vaжi:

• A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅, A ∪ A = A ∩ A = A. A ∩B ⊂ A ⊂ A ∪B.
• De Morganova3 pravila: A ∪B = Ā ∩ B̄ i A ∩B = Ā ∪ B̄.
• Operacije ∩ i ∪ su komutativne, asocijativne i distributivne:

A ∩B = B ∩ A, (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C), (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C);
A ∪B = B ∪ A, (A ∪B) ∪ C = A ∩ (B ∩ C), (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

Pod familijom skupova podrazumevamo kolekciju skupova Aα, gde α prolazi kroz neki skup
indeksa I. Prirodno definixemo uniju i presek skupova iz date familije kao

⋃

α∈I

Aα = {x | x ∈ Aα za bar jedno α ∈ I} i
⋂

α∈I

Aα = {x | x ∈ Aα za svako α ∈ I}.

Primer 1.4. Xta je presek svih intervala An = ( n
n+1 ,

n+1
n

) za n ∈ N?

Rexeǌe. Kako je 1 ∈ ( n
n+1 ,

n+1
n

), presek sadrжi broj 1.

S druge strane, ako se broj c nalazi u preseku, onda je c > n
n+1 za svako n, pa je c >

limn→∞
n

n+1 = 1. Tako�e je c < n+1
n

za sve n, pa je c 6 limn→∞
n+1
n

= 1. Dakle, mora biti
c = 1. Traжeni presek je jednoqlani skup {1}.

3Augustus De Morgan (1806-1871), britanski matematiqar
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Posmatrajmo neki skup X. Ako je skup X konaqan, recimo X = {1, 2, . . . , n}, koliko on ima
podskupova? Za svaki od ǌegovih n elemanata imamo dve mogu�nosti: da ga stavimo u podskup A

ili da ga ne stavimo. Sve u svemu, podskup A moжemo da sastavimo na 2 · 2 · · · · · 2 = 2n naqina.

Definicija 1.6. Parx̄̄ix̄̄ivni skuī̄ skupa X je familija svih ǌegovih podskupova.

Oznaqavaju�i sa |X | broj elemenata skupa X, pokazali smo slede�e:

Tvr�eǌe 1.3. Konaqan skup X ima 2|X| razliqitih podskupova, tj. |P(X)| = 2|X|.

Primer 1.5. Partitivni skup skupa X = {1, 2, 3} je familija P(X) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},
{1,2,3}}.

1.3. Relacije i preslikavaǌa

Definicija 1.7. Dekarx̄̄ov4 ī̄roizvog skupova X i Y je skup X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

✲

✻

X

Y X×Y

Drugim reqima, Dekartov proizvod je skup parova elemenata, od
kojih je prvi iz X i drugi iz Y .

Dekartov proizvod je asocijativan, tj. (X×Y )×Z = X×(Y ×Z) =
{(x, y, z) | x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z}, ali nije komutativan. Dekartove pro-
izvode X ×X, X ×X ×X itd. qesto oznaqavamo prosto kao X2, X3,
itd.

Ako su skupovi X i Y konaqni, onda je |X × Y | = |X | · |Y |.

Bilo koji podskup R Dekartovog proizvoda X × Y odre�uje neku relaciju izme�u elemenata
skupova X i Y .

Definicija 1.8. Relacija ∼ odre�ena podskupom R ⊂ X × Y je definisana uslovom

x ∼ y ako je (x, y) ∈ R.

Za relaciju kaжemo da je na skupu X ako je Y = X.

Drugim reqima, svaki element skupa X je u relaciji ∼ sa nekima od elemenata skupa Y (moжda
ni sa jednim, moжda i sa svima). Znamo mnogo primera relacija: <, 6, >, >, =, |, ∈, ⊂. . .

Definicija 1.9. Relacija ∼ na skupu X je

• refleksivna ako je x ∼ x za sve x ∈ X

• simex̄̄riqna ako iz x ∼ y sledi y ∼ x, za sve x, y ∈ X;

• x̄̄ranzix̄̄ivna ako iz x ∼ y i y ∼ z sledi x ∼ z, za sve x, y, z ∈ X;

• relacija ekvivalencije ako je refleksivna, simetriqna i tranzitivna.

Primer 1.6. (a) Relacija 6 na skupu R je refleksivna (jer je x 6 x) i tranzitivna (ako je x 6 y i
y 6 z, onda je i x 6 z), ali nije simetriqna (npr. 1 6 2, ali nije 2 6 1).

(b) Posmatrajmo relaciju ∼ na nepraznim skupovima: X ∼ Y ako je X ∩ Y 6= ∅. Ova relacija
je refleksivna i simetriqna, ali nije tranzitivna, jer npr. {1} ∼ {1, 2} i {1, 2} ∼ {2}, ali
nije {1} ∼ {2}.

(v) Relacija ∼ na skupu R data uslovom x = ±y je relacija ekvivalencije.

Ako je ∼ relacija ekvivalencije, onda iz y ∼ x i z ∼ x sledi i y ∼ z. Drugim reqima, svi
elementi koji su u relaciji sa x tako�e su u relaciji izme�u sebe.

Definicija 1.10. Klasa ekvivalencije elementa x ∈ X u odnosu na relaciju ekvivlencije ∼ je skup
svih elemenata y ∈ X za koje je y ∼ x.

Na ovaj naqin, skup X je unija me�usobno disjunktnih klasa ekvivalencije.

Primer 1.7. Relacija ∼ na taqkama (x, y) ∈ R2 je data uslovom: (x, y) ∼ (x′, y′) ako je x−x′ = 2(y−y′).
Da li je to klasa ekvivalencije? Koje su klase ekvivalencije?

4René Descartes (1596-1650), francuski filozof i matematiqar
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Rexeǌe. Uslov relacije se moжe zapisati kao x− 2y = x′ − 2y′, odakle se lako vidi da je u pitaǌu
relacija ekvivalencije, a klase su prave x− 2y = c, gde je c realna konstanta.

Neka je ∼ relacija izme�u skupova X i Y . Ako za svako x ∈ X postoji taqno jedno y ∈ Y za
koje je x ∼ y, ova relacija odre�uje funkciju ili ī̄reslikavaǌe f : X → Y dato uslovom f(x) = y.
Drugim reqima, funkcija iz X u Y svakom elementu x ∈ X dodeǉuje taqno jedan element skupa Y .

Definicija 1.11. Funkcija f : X → Y je

• injekcija ili ,,1-1” iz x1 6= x2 (x1, x2 ∈ X) sledi f(x1) 6= f(x2);
• surjekcija ili ,,na” ako za svako y ∈ Y postoji x ∈ X takvo da je f(x) = y;
• bijekcija ako je ,,1-1” i ,,na”.

Dakle, injekcija slika razliqite elemente u razliqite, surjekcija pokriva ceo skup Y , a bijekcija
predstavǉa potpuno uparivaǌe elemenata skupova X i Y .

Posmatrajmo funkcije f : X → Y i g : Y → Z. Jasno je da, ako su f i g injekcije, odnosno
surjekcije, onda je i g ◦ f : X → Z injekcija (surjekcija).

Tako�e, ako su f : X → Y i g : Y → X preslikavaǌa takva da je g(f(x)) = x, onda je g oqigledno
surjekcija, a f injekcija.

Primer 1.8. Funkcije f, g, h : R → R su date uslovima f(x) = x2 + x, g(x) = x3 + x i h(x) = x3 − x.
Koje su od ovih funkcija ,,1-1”, ,,na” ili bijekcije?

Rexeǌe. Funkcija f nije ,,na” jer je f(x) = (x + 1
2 )

2 − 1
4 > − 1

4 . S druge strane, funkcije g i h su
,,na” jer je limx→±∞ g(x) = limx→±∞ h(x) = ±∞.

Funkcije f i h nisu ,,1-1” jer je f(0) = f(−1) = h(0) = h(−1) = 0. S druge strane, g′(x) = 3x2+1,
pa je funkcija g strogo rastu�a i samim tim ,,1-1”.

Prema tome, g je bijekcija, h je samo ,,na”, a f nije ni ,,1-1” ni ,,na”.

1.4. Kardinalnost beskonaqnog skupa

Kardinalnost |X | datog skupa X je ǌegov broj elemenata. To ima smisla ako je X konaqan skup,
ali xta je kardinalnost beskonaqnog skupa? Moжda ∞, ali da li su sve beskonaqnosti iste?

Kardinalnosti, ukǉuquju�i i beskonaqne, bismo upore�ivali kao xto je prirodno.

Definicija 1.12. Za date skupove X i Y kaжemo da je:

• |X | 6 |Y | ako postoji injekcija f : X → Y , ili surjekcija g : Y → X.
• |X | = |Y | ako postoji bijekcija f : X → Y .

Primer 1.9. Iako je skup 2N = {2, 4, 6, . . .} pravi podskup skupa N, preslikavaǌe f : N → 2N dato
uslovom f(n) = 2n je bijekcija. Zato skupovi N i 2N imaju istu kardinalnost.

Ovde je vaжno primetiti da je prvi uslov u definiciji 1.12 konzistentan.

Tvr�eǌe 1.4. Injekcija f : X → Y postoji ako i samo ako postoji surjekcija g : Y → X.

Dokaz. Ako je data injekcija f : X → Y , moжemo da napravimo surjekciju g : Y → X uslovom

g(y) =

{

x, ako je y = f(x) za neko x ∈ X ;

u suprotnom, bilo koji element skupa X.

S druge strane, ako je data surjekcija g : Y → X, injekciju f : X → Y moжemo da definixemo
uslovom f(x) = (proizvoǉno y ∈ Y takvo da je g(y) = x).

Ako skup A ima n elemenata, onda svakako postoji bijekcija izme�u ǌega i skupa {1, 2, . . . , n}.
S druge strane, ako je A beskonaqan skup, re�aju�i ǌegove elemente u niz x1, x2, x3, . . . nikad ga
ne�emo isprazniti. Drugim reqima,

Tvr�eǌe 1.5. Skup A je beskonaqan ako i samo ako postoji injekcija f : N → A (data uslovom
f(n) = xn).

Primer 1.9. Konstruisati bijekciju f iz intervala (0, 1) u intervale:
(a) (0, 2), (b) (0,∞) i (v) [0, 1].
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Rexeǌe. (a) Ovo je lako: f(x) = 2x;
(b) Ovde moжemo uzeti uzeti npr. f(x) = 1

x
− 1.

(v) Ovo je maǌe oqigledno, jer nijedna neprekidna funkcija ne prolazi. Umesto toga, izd-
voji�emo brojeve 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , . . . . Traжenu bijekciju dobi�emo ,,xiftuju�i” samo brojeve koje smo

izdvojili, ne meǌaju�i ostale. Naime, funkcija

f(x) =











0 ako je x = 1
2 ,

1
n−2 ako je x = 1

n
, n = 3, 4, . . . ,

x u svim ostalim sluqajevima,

iz (0, 1) na [0, 1] je oqigledno bijekcija.

Slede�e tvr�eǌe najzad pokazuje ono xto bismo i oqekivali od relacije poretka: ako je |X | 6
|Y | i |Y | 6 |X |, onda je |X | = |Y |. Ovu teoremu je prvi formulisao Kantor (1887), a iste godine
dokazao Dedekind5 (koji je tajio dokaz). Nazvana je po dvojici matematiqara koji su nekoliko
godina kasnije prvi objavili dokaze, mada je Xrederov bio pogrexan.

Tvr�eǌe 1.6 (Teorema Xregera6 i Bernxx̄̄ajna7). Ako postoje injektivna preslikavaǌa f : X → Y i
g : Y → X, onda postoji i bijekcija h : X → Y .

Dokaz. Ako je g bijekcija, gotovi smo; zato �emo smatrati da nije, tj. da je skup X0 = X \ g(Y )
neprazan. Oznaqimo f(X0) = Y0, g(Y0) = X1,
f(X1) = Y1, g(Y1) = X2 itd. Posmatra�emo
skupove A =

⋃∞
n=0 Xn i B =

⋃∞
n=0 Yn - na

slici su ovi skupovi osenqeni.

Vidimo da je f(A) = B. S druge strane, po-
xto je g(B) = A\X0, imamo i g(Y \B) = X\A,
tj. g−1(X \ A) = Y \ B. Sve u svemu, f da-
je bijekciju A → B, dok g−1 daje bijekciju

f

g
f

g

f
g

g

X0

X1

X2

Y0

Y1

X Y

X \A Y \B

X \A → Y \B. Prema tome, funkcija

h : X → Y, h(x) =

{

f(x) za x ∈ A,

g−1(x) za x ∈ X \A

je bijekcija kakvu smo traжili.

1.5. Prebrojivost skupa

Definicija 1.13. Skup A je ī̄rebrojivo beskonaqan ako je |A| = |N|. To znaqi da postoji bijekcija iz
skupa A u N, tj. svi elementi skupa A se mogu pore�ati u niz.

Skup je ī̄rebrojiv ako je konaqan ili prebrojivo beskonaqan.

Po tvr�eǌu 1.5, prebrojiva beskonaqnost je ,,najmaǌa” beskonaqnost, tj. nijedan beskonaqan skup
nema strogo maǌu kardinalnost od N.

Primer 1.10. Skup celih brojeva Z je prebrojiv, jer sve ǌegove elemente moжemo pore�ati u niz:

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . .

Skup pozitivnih racionalnih brojeva Q+ je tako�e prebrojiv, jer i ǌegove elemente moжemo
pore�ati u niz sortiran po zbiru brojioca i imenioca, pritom brixu�i suvixne razlomke:

1

1
,

1

2
,
2

1
,

1

3
,
✄
✄✄2
2
,
3

1
,

1

4
,
2

3
,
3

2
,
4

1
,

1

5
,
✄
✄✄2
4
,
✄
✄✄3
3
,
✄
✄✄4
2
,
5

1
; . . .

Skup Q je prebrojiv kao unija tri prebrojiva skupa: Q+, Q− i jednoqlanog skupa {0}.

Posledǌa reqenica u primeru 1.10 dobija objaxǌeǌe kroz slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 1.7. Prebrojiva unija prebrojivih skupova je tako�e prebrojiv skup.

5Richard Dedekind (1831-1916), nemaqki matematiqar
6Ernst Schröder (1841-1902), nemaqki matematiqar
7Felix Bernstein (1878-1956), nemaqki matematiqar
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Dokaz. Posmatrajmo (konaqan ili beskonaqan) niz prebrojivih skupova A1 = {a11, a12, . . . }, A2 =
{a21, a22, . . . }, itd. Elementi unije se mogu pore�ati u niz na slede�i naqin:

a11 a12 a13 a14 a15 . . .
a21 a22 a23 a24 a25 . . .
a31 a32 a33 a34 a35 . . .
a41 a42 a43 a44 a45 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

✑
✑

✑
✑

✑
✑✑✰

pritom izostavǉaju�i elemente kojih nema. Uporedite postupak sa primerom 1.10.

Dekartov proizvod dvaju prebrojivih skupova A i B je unija prebrojivo mnogo kopija skupa A,
te je on prebrojiv. Izme�u ostalog, A × A = A2 je prebrojiv skup, a takvi su i A2 × A = A3,
A3 ×A = A4, itd. Dakle, An = A×A× · · · ×A je prebrojiv skup za svako n ∈ N.

Postoje i skupovi koji nisu prebrojivi, qak ni prebrojivo beskonaqni.

Primer 1.13. Pokuxajmo da pore�amo sve realne brojeve iz intervala [0, 1) u niz x1, x2, x3, . . . :

x1 = 0, x11x12x13x14 . . .

x2 = 0, x21x22x23x24 . . .

x3 = 0, x31x32x33x34 . . .

x4 = 0, x41x42x43x44 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Moжemo da odaberemo realan broj y = 0, y1y2y3y4 . . . koji se, za svako i, od qlana xi razli-
kuje u i-toj decimali (ovde je poжeǉno pobrinuti se i da nemamo beskonaqan niz devetki u
decimalnom zapisu y). Ovakav broj y nije jednak nijednom qlanu niza xi, kontradikcija.

U prethodnom primeru ī̄rinciī̄om gija ı̄onalizacije smo konstruisali element kojeg nema u nizu.
Dakle, poxto iz N u R postoji injekcija, ali ne i bijekcija, zakǉuqujemo da je beskonaqnost |R|
neī̄rebrojiva. Ova nova beskonaqnost, ve�a od |N|, zove se konx̄̄inuum.

Slede�e tvr�eǌe pokazuje da i od kontinuuma postoji ve�a beskonaqnost i, uopxte, da razli-
qitih beskonaqnih kardinalnosti ima beskonaqno mnogo.

Tvr�eǌe 1.8 (Kanx̄̄orova x̄̄eorema). Ne postoji bijekcija izme�u skupa X i ǌegovog partitivnog
skupa P(X). Kako injekcija postoji, sledi da je |P(X)| > |X |.

Dokaz. Ideja je ista kao u Raselovom paradoksu. Pretpostavimo da je f : X → P(X) surjekcija,
tj. svaki skup S ⊂ X se javǉa kao slika nekog elementa skupa X. Posmatrajmo onda skup

S = {x ∈ X | x 6∈ f(x)}.

Neka je f(s) = S. Da li s pripada skupu S?

• Ako s 6∈ f(s), onda s zadovoǉava uslov pripadnosti skupu S, pa s ∈ S;
• Ako s ∈ f(s), onda s ne treba da bude element skupa S.

Ova kontradikcija zavrxava dokaz.

Kantorova teorema, zajedno sa Xreder-Bernxtajnovom, daje nam jox jedno objaxǌeǌe zaxto je
skup R neprebrojiv.

Tvr�eǌe 1.9. Postoji bijekcija izme�u skupova P(N) i R, tj. |R| = |P(N)|.

Dokaz. Dodelimo svakom podskupu A ⊂ N realan broj

f(A) =
∑

n∈A

1

10n
∈ [0, 1).

Broj f(A) ima u decimalnom zapisu samo nule i jedinice, i to jedinice upravo na pozicijama
iz skupa A. Ovo preslikavaǌe f : P(N) → R je oqigledno injektivno.

S druge strane, svakom realnom broju x dodeli�emo podskup

g(x) = {[z], [10z], [102z], . . . }, gde je z = ex + 1 ∈ (1,+∞).

Preslikavaǌe x → z je injektivno, a takvo je i preslikavaǌe z → g(x), jer skup g(x) jedno-
znaqno odre�uje decimalni zapis broja z. Dakle, i g : R → P(N) je injekcija.

Poxto izme�u skupova R i P(N) imamo obostrane injekcije, po Xreder-Bernxtajnovoj teo-
remi postoji i bijekcija.
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Izme�u ostalog, |N| < |P(N)| = |R| < |P(P(N))| < . . . .

Postoje li kardinalnosti strogo izme�u prebrojive beskonaqnosti i kontinuuma, tj. da li
postoji skup A takav da je |N| < |A| < |R|? Ovo je tzv. konx̄̄inuum-hiī̄ox̄̄eza i nema odgovor. Naime,
ispostavilo se da u matematici postoje tvr�eǌa koja se ne mogu ni dokazati, ni oboriti. Konti-
nuum-hipoteza je jedno od ǌih. Na ǌu odgovor moжe biti i potvrdan i odreqan, jer ni jedno ni
drugo ne bi dovelo nauku do paradoksa.

1.6. Zadaci

1. Skupovi A, B i C imaju svaki po 25 elemenata, svaka dva u preseku po 10, a sva tri u preseku
4. Koliko elemenata ima unija A ∪B ∪ C?

2. Koliko ima podskupova skupa A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} koji nisu podskupovi skupa B = {1, 3, 4, 6, 8}?

3. Oznaqimo An = {2n, 2n+ 1, 2n+ 2, . . . }. Odrediti presek
⋂∞

n=1 An = A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ . . . .

4. Ako je A△B = B, koliko je A?

5. Dati su skupovi A i B. Koliko ima skupova X za koje vaжi A ∩ X = B ∩ X = A ∩ B i
A ∪B ∪X = A ∪B?

6. Moжe li podskup nekog skupa da bude ujedno i ǌegov element?

7. Dat je skup X = {{}, 2, {1}, {2}, {1, 2}, {{1}, 2}, {{1}, {2}}}. Koliko je |X ∩ P(X)|?

8. Moжe li se skup R zapisati kao unija ograniqenih intervala?

9. Da li su slede�e relacije na skupu N relacije ekvivalencije?

(a) a ∼ b ako je a 6 b; (b) a ∼ b ako je a = ±b; (v) a ∼ b ako je a = 2b ili b = 2a.

10. Ispitati za svaku od slede�ih relacija na intervalu (0,+∞) da li je relacija refleksivna,
simetriqna ili tranzitivna:

(a) x♣y ako je y < 2x; (b) x♥y ako je y > 1; (v) x♠y ako je y
x
∈ Q.

11. Relaciju ♦ na skupu R definixemo na slede�i naqin:

x♦ y ako i samo ako je |x− 1|+ |y − 2| 6 1.

Ako je x♦ (y − x) i x♦ (y + x), odrediti y.

12. Za koje vrednosti konstante c je funkcija f : R → R2 data uslovom f(x) = (x2 − x, x3 − cx2)
injektivna? A da li je surjektivna?

13. Dokazati da je skup A beskonaqan ako i samo ako postoji bijekcija f : A → A \ {a}, gde je a

ma koji element skupa A.

14. Dati eksplicitan primer bijekcije izme�u skupa N× N i skupa N.

15. Postoji li bijekcija izme�u skupa R svih realnih brojeva i skupa R \Q svih iracionalnih?

16. Dokazati da je skup Q[x] svih polinoma sa racionalnim koeficijentima prebrojiv.

17. Da li je skup svih (a) konaqnih; (b) beskonaqnih nizova nula i jedinica prebrojiv ili
neprebrojiv?

18. Da li je broj mogu�ih relacija ekvivalencije na skupu celih brojeva konaqan, prebrojivo
beskonaqan ili neprebrojiv? Obrazloжiti.

19. Neka je S skup svih nerastu�ih nizova prirodnih brojeva. (Takav je npr. niz 5, 3, 3, 2, 2, 2, 2, . . .).
Da li je skup S konaqan, prebrojiv ili neprebrojiv? Objasniti.

1.7. Rexeǌa

1. Odgovor je 49. Setimo se Venovih8 dijagrama. Ipak je to zadatak za 5. razred osnovne xkole:

8John Venn (1834-1923), engleski matematiqar
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2. Skup A ima 27 = 128 podskupova. Podskupovi skupa A koji su ujedno i podskupovi skupa B

su podskupovi skupa A ∩B = {1, 3, 4, 6}, a ǌih ima 16. Odgovor je 128− 16 = 112.

3. Svi elementi skupova An su prirodni brojevi. Nijedan prirodan broj nije sadrжan u svim
skupovima An. Dakle, presek je prazan skup.

4. Imamo B = A△B = (A \ B) ∪ (B \ A), pa je A \ B ⊂ B, ali A \ B je disjunktan sa B, pa je to
mogu�e samo ako je A \B = ∅ tj. A ⊂ B.

Sada je B = A△B = B \A, xto znaqi da je A = ∅.

5. Iz uslova zadatka dobijamo (A ∪ B) ∩ X = (A ∩ X) ∪ (B ∩ X) = A ∩ B. S druge strane,
(A ∪B) ∩X = (A ∪B ∪X) ∩X = X. Dakle, X = A ∩B.

6. Moжe. Na primer, ∅ je podskup, a ujedno i element skupa {∅}.

7. Elementi skupa P(X) su podskupovi skupa X. Jedini elementi skupa X koji su i ǌegovi
podskupovi su {}, {2}, {{1}, 2} i {{1}, {2}}}, pa je |X ∩ P(X)| = 4.

8. Moжe, npr. R =
⋃

n∈Z
[n, n+ 1].

9. Relacija (a) nije simetriqna: npr. 1 ∼ 2, ali nije 2 ∼ 1.

U relaciji (b) je x ∼ y ako je |x| = |y|, xto je relacija ekvivalencije: ona je refleksivna
(|x| = |x|), simetriqna (|x| = |y| ⇒ |y| = |x|) i tranzitivna (|x| = |y|, |y| = |z| ⇒ |x| = |z|).

Relacija (v) nije refleksivna: npr. 1 6∼ 1.

10. (a) Poxto je x < 2x, relacija je refleksivna. Ona nije simetriqna (npr. 3 ∼ 1, ali 1 6∼ 3),
niti tranzitivna (npr. 2 ∼ 3 i 3 ∼ 5, ali 2 6∼ 5).

(b) Nije ni refleksivna (12 6∼ 1
2), ni simetriqna (12 ∼ 2, ali 2 6∼ 1

2). Tranzitivna jeste, jer
ako je (x ∼ y i) y ∼ z, onda to znaqi da je z > 1, pa je i x ∼ z.

(v) To je relacija ekvivalencije: refleksivna je (x
x
= 1 ∈ Q), simetriqna (ako je y

x
∈ Q, onda

je i x
y
∈ Q) i tranzitivna ( y

x
, z
y
∈ Q ⇒ z

x
∈ Q).

11. Za poqetak, iz x♦(y − x) odmah sledi |x− 1| 6 1, pa mora biti x > 0.

Oznaqimo |x−1| = d > 0. Tada je x = 1±d, ali iz uslova x♦(y−x) dobijamo i d+|(y−x)−2| 6 1,
tj. |(y−x)− 2| 6 1− d. Odavde sledi d 6 1 i 1 + d 6 y − x 6 3− d.

Na isti naqin, iz uslova x♦ (y + x) dobijamo 1 + d 6 y + x 6 3− d.

Me�utim, sada iz y+x 6 3−d i y−x > 1+d sledi 2x = (y+x)− (y−x) 6 (3−d)− (1+d) = 2−2d,
tj. x 6 1− d. Prema tome, x = 1− d, y − x = 1 + d i y + x = 3− d, odakle dobijamo y = 2.

12. Ispitajmo moжe li da vaжi f(x) = f(y) za x = y, tj.

x2 − x = y2 − y i x3 − cx2 = y3 − cy2.

Iz prve jednaqine sledi 0 = x2 − y2 − x+ y = (x− y)(x+ y− 1), pa je y = 1− x. S druge strane,
iz druge jednaqine sledi 0 = (x − y)(x2 + xy + y2 − cx − cy), pa je 0 = x2 + xy + y2 − cx − cy =
x2 + x(1− x) + (1− x)2 − c = x2 − x+1− c. Ova kvadratna jednaqina ima dva razliqita rexeǌa
ako joj je diskriminanta 4c− 3 pozitivna, tj. c > 3

4 .

Preslikavaǌe f nikad nije surjektivno, npr. zato xto je x2 − x > − 1
4 za sve x.

13. Po tvr�eǌu 1.5 postoji beskonaqan niz a1 = a, a2, a3, . . . elemenata skupa A. Definiximo

f(x) =

{

an+1 ako je x = an za neko n;

x u suprotnom.

Jasno je da je f injekcija iz X u X, a ǌegova slika sadrжi sve elemente osim qlana a1 = a.
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14. Svaki prirodan broj n se moжe na jedinstven naqin predstaviti u obliku 2k ·m, gde je k > 0
ceo broj, a m neparan broj. To znaqi da preslikavaǌe (k,m) → 2km daje bijekciju. Zamenom
x = k + 1 i y = m+1

2 (x, y ∈ N) dolazimo do bijekcije f(x, y) = 2x−1(2y − 1) iz skupa N× N u N.

Naī̄omena. Ima raznih primera. Npr. uverite se da je preslikavaǌe f(m,n) = (m+n−1)(m+n−2)
2 +m

tako�e bijekcija iz N× N u N.

15. Svi racionalni brojevi se mogu pore�ati u niz q1, q2, q3, . . . . Odaberimo jox jedan niz ira-
cionalnih brojeva r1, r2, r3, . . . .

Sada konstruixemo bijekciju koja qlanove niza q1, r1, q2, r2, q3, r3, . . . slika redom u qlanove
niza r1, r2, r3, r4, r5, r6, . . . , a sve ostale realne brojeve slika u sebe. Ovo preslikavaǌe bijek-
tivno slika R u R \Q.

16. Izme�u skupa Pn polinoma stepena n sa racionalnim koeficijentima i skupa Qn+1 postoji
oqigledna bijekcija: a0 + a1x+ · · ·+ anx

n → (a0, a1, . . . , an).

Prema tome, skup Pn je prebrojiv. Najzad, skup Q[x] = P0 ∪ P1 ∪ P2 ∪ . . . je prebrojiv, kao
prebrojiva unija prebrojivih skupova.

17. (a) Skup Un konaqnih nizova duжine n jednak je 2n. Skup svih konaqnih nizova je prebrojiva
unija konaqnih skupova Un (n ∈ N) i kao takva je prebrojivo beskonaqna.

(b) Svaki beskonaqan niz ǫ = (ǫ1ǫ2ǫ3 . . . ) nula i jedinica jednoznaqno odgovara podskupu A(ǫ) =
{n | ǫn = 1} skupa N, a tih podskupova ima neprebrojivo mnogo (kontinuum).

18. Neprebrojiv je. Klasa ekvivalencije u kojoj je broj 1 moжe biti bilo koji podskup skupa Z

koji sadrжi jedinicu, a takvih podskupova ima neprebrojivo mnogo.

19. Svaki takav niz je konstantan poqev od nekog qlana. Skup Ua,n nizova koji poqiǌu elementom
a i konstantni su poqev od n-tog je konaqan, jer za prvih n elemenata ima konaqan broj
mogu�nosti.

Skup svih posmatranih nizova je unija skupova Ua,n po svim vrednostima a i n. Dakle, to je
prebrojiva unija konaqnih skupova i kao takva je konaqna.

::::::::::::::::
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