
ITM – Diskretna matematika

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

2. Kombinatorika

2.1. Uvod

Jasno nam je xta znaqi ,,prebrojavaǌe”. Formalno, prebrojavaǌe konaqnog skupa X bi se moglo
definisati kao nalaжeǌe bijekcije izme�u X i skupa {1, 2, . . . , n} za neko n, xto bi potvrdilo da
X ima n elemenata.

Na potrebu prebrojavaǌa nailazimo kada smo suoqeni sa pitaǌem na koliko se naqina neki
zadatak moжe izvrxiti. Principe poput slede�ih redovno koristimo.

• Princiī̄ jegnakosx̄̄i: ako postoji bijekcija f : A → B, onda je |A| = |B|.
• Princiī̄ zbira: ako se zadatak moжe obaviti izvrxavaǌem jedne od n mogu�ih radǌi, pri
qemu se i-ta moжe izvrxiti na mi naqina, to znaqi da se qitav zadatak moжe izvrxiti na
m1 +m2 + · · ·+mn naqina.

• Princiī̄ ī̄roizvoga: ako se zadatak sastoji iz n delova, pri qemu se i-ti deo moжe izvrxiti
na mi naqina, to znaqi da se qitav zadatak moжe izvrxiti na m1m2 · · ·mn naqina.

• Princiī̄ vixeznaqnosx̄̄i: ako se zadatak moжe izvrxiti na n naqina, ali se svaki od mogu�ih
ishoda moжe dobiti na k naqina, to znaqi da ima n/k mogu�ih ishoda.

Postoje i drugi metodi, a naravno, postoje i skupovi koji se ne mogu tako elegantno prebrojati.

Pri prebrojavaǌu nekom od ovih metoda qesto nailazimo na faktorijele i binomne koefici-
jente. Ovo je trenutak da ih se podsetimo.

• Fakx̄̄orijel broja n ∈ N0 je n! = 1 · 2 · 3 · · ·n. Pri tome se definixe 0! = 1.

• Binomni koeficijenx̄̄ je
(

n

k

)

=
(

n

n−k

)

= n!
k!(n−k)! = n(n−1)···(n−k+1)

k! , gde su n, k ∈ N, k 6 n. Pri

tome je
(

n

k

)

= 0 ako je k < 0 ili k > n (n ∈ N).

Primer 2.1. Na koliko naqina se qetiri qoveka i dva slona mogu rasporediti u tri kamiona tako
da dva slona ne budu u istom kamionu? (ǈudi se razlikuju; slonovi i kamioni tako�e.)

Rexeǌe. Prvi slon se moжe smestiti na 3 naqina, a drugi samo na 2 (da ne bude sa prvim slonom).
Dakle, ukupno 3 · 2 = 6 naqina da smestimo slonove.

Zatim, svaki qovek se moжe smestiti na tri naqina (tj. u bilo koji od tri kamiona), pa
ǉude moжemo da rasporedimo na 3 · 3 · 3 · 3 = 34 = 81 naqina.

Ukupno imamo 6 · 81 = 486 naqina.

Primer 2.2. Imamo tri kugle - crvenu, plavu i zelenu - i tri kutije. U prvu kutiju moжe da stane
samo jedna kugla, u drugu dve, a u tre�u tri. Na koliko naqina moжemo da rasporedimo
kugle u kutije?

Rexeǌe. Razlikujemo dva sluqaja.

(i) Nijedna kugla nije u prvoj kutiji. Dakle, svaka od tri kugle ima dve mogu�nosti - da
ide u drugu ili u tre�u kutiju. To nam daje 2 · 2 · 2 = 8 rasporeda. Od ǌih, samo onaj u
kome su sve tri kugle u drugoj kutiji nije mogu�. Ostaje 7 mogu�nosti.

(ii) Jedna kugla je u prvoj kutiji. To moжe biti bilo koja od tri kugle. Od preostale dve,
svaka moжe da ide bilo u drugu, bilo u tre�u kutiju. U ovom sluqaju imamo 3 · 2 · 2 = 12
mogu�nosti.

Dakle, ukupno imamo 7 + 12 = 19 mogu�nosti.

1



2.2. Permutacije, varijacije i kombinacije

Definicija 2.1. Permux̄̄acija kolekcije A od n elemenata je raspored svih ǌegovih elemenata u
,,req” a1a2 . . . an, tj. u ure�enu n-torku (a1, a2, . . . , an).

Permutacija skupa A odgovara bijekciji {1, 2, . . . , n} → A. Me�utim, ako u kolekciji A nisu svi
elementi razliqiti (a permutacija i tada ima smisla), ona nije skup u strogom smislu.

Primer 2.3. (a) Skup {1, 2, 3} ima 6 permutacija: 123, 132, 213, 231, 312, 321.

(b) S druge strane, kolekcija {1, 2, 2} ima samo 3 permutacije: 122, 212, 221.

Ako za trenutak zamislimo da su dve dvojke ,,razliqite” (oznaqimo ih sa 2a i 2b), onda od
elemenata 1, 2a, 2b moжemo da napravimo 6 permutacija: 12a2b, 12b2a, 2a12b, 2b12a, 2a2b1, 2b2a1.
Me�utim, ovde su samo tri permutacije 122, 212, 221 razliqite, a svaka je brojana dvaput, jer
permutovaǌe qlanova 2a i 2b ne meǌa permutaciju.

Odgovor na pitaǌe koliko ima permutacija datog skupa ili kolekcije u opxtem sluqaju da�e
nam slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 2.1. (a) Broj permutacija skupa {1, 2, . . . , n} jednak je n!.

(b) Broj permutacija kolekcije {1,1,...,1, 2,2,...,2, . . . , k,k,...,k}, sa n1 jedinica, n2 dvojki, itd, nr

brojeva r, jednak je n!
n1!n2!···nr !

, gde je n = n1 + n2 + · · ·+ nr ukupan broj elemenata.

Dokaz. (a) Prvi qlan u permutaciji moжe se odabrati na n naqina. Zatim se drugi qlan moжe
odabrati na n− 1 naqina (jedan element vixe nije dostupan), pa tre�i moжe na n− 2 naqina,
itd. Konaqno, posledǌi element ima samo jednu mogu�nost. To je ukupno n·(n−1)·(n−2)·· · ··1 =
n! mogu�nosti za izbor permutacije.

(b) I u ovom sluqaju permutaciju moжemo napraviti na n! naqina. Me�utim, neki naqini
daju istu permutaciju. Koliko ima naqina koji vode istoj permutaciji? ǋenih n1 jedinica
moglo se odabrati bilo kojim redom, tj. na n1! naqina, zatim je ǌenih n2 dvojki moglo da se
odabere na n2! naqina, itd. Dakle, ista permutacija mogla se dobiti na n1!n2! · · ·nr! naqina.
Zato broj n! moramo da podelimo sa n1!n2! · · ·nr!

Dok permutacija koristi sve elemente skupa A, varijacija koristi samo odre�en broj ǌih.

Definicija 2.2. Dat je skup A sa n elemenata.

Varijacija bez ī̄onavǉaǌa duжine k 6 n je req sastavǉena od k razliqitih elemenata skupa A.

Varijacija sa ī̄onavǉaǌem duжine k je req sastavǉena od k elemenata skupa A, ne nuжno raz-
liqitih.

Svaka varijacija bez ponavǉaǌa je istovremeno i varijacija s ponavǉaǌem.

Primer 2.4. Req 325 je varijacije bez ponavǉaǌa skupa {1, 2, 3, 4, 5}, dok je req 322 varijacija s
ponavǉaǌem.

Reqi koje se razlikuju u poretku, npr. 322 i 223, smatraju se razliqitim.

Koliko u opxtem sluqaju skup {1, 2, . . . , n} ima varijacija bez ponavǉaǌa duжine k? Varijacija
je req a1a2 . . . ak i u ǌoj se ,,slovo” a1 moжe odabrati na n naqina, zatim se slovo a2 moжe odabrati
na n − 1 naqina (jedan element je ve� iskorix�en), . . . , slovo ak se moжe odabrati na n − k + 1
naqina. To ukupno daje n(n− 1) . . . (n− k + 1) varijacija.

S druge strane, ako brojimo varijacije s ponavǉaǌem, svako od slova a1, a2, . . . , ak ima po n
mogu�nosti, pa ima nk varijacija. Sve u svemu:

Tvr�eǌe 2.2. Dat je n-elementni skup A.

(a) Broj varijacija bez ponavǉaǌa duжine k je n!
(n−k)! = n(n− 1) · · · (n− k + 1).

(b) Broj varijacija sa ponavǉaǌem duжine k je nk.

Za razliku od varijacija, u kombinacijama poredak elemenata nije vaжan.
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Definicija 2.3. Dat je skup A sa n elemenata.

Kombinacija bez ī̄onavǉaǌa duжine k je neure�ena k-torka (a1, a2, . . . , ak) razliqitih elemenata
skupa A. Drugim reqima, to je k-elementni podskup skupa A.

Kombinacija sa ī̄onavǉaǌem duжine k je neure�ena k-torka (a1, a2, . . . , ak) elemenata skupa A,
ne nuжno razliqitih.

Ponekad je lakxe umesto ,,kombinacija/varijacija duжine k” pisati ,,k-kombinacija
ili ,,k-varijacija”. Svaka kombinacija bez ponavǉaǌa je ujedno i kombinacija sa ponavǉaǌem.

Primer 2.5. Skup {1, 2, 3, 4} ima 4 kombinacije bez ponavǉaǌa duжine 3: to su (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4),
(2, 3, 4). Ove kombinacije taqno odgovaraju troelementnim podskupovima.

Kombinacija s ponavǉaǌem ima 20: (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,1,4), (1,2,2), (1,2,3), (1,2,4), (1,3,3),
(1, 3, 4), (1, 4, 4), (2, 2, 2), (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 4), (3, 3, 3), (3, 3, 4), (3, 4, 4), (4, 4, 4).

Svakom k-elementnom podskupu skupa A odgovara niz nula i jedinica duжine n u kome se na
i-toj poziciji nalazi jedinica ako broj i pripada podskupu, a 0 ako ne pripada. U tom nizu ima k
jedinica i n− k nula. Na primer, podskupu {2, 3, 5} skupa {1, 2, . . . , 6} odgovara niz 011010.

Tvr�eǌe 2.3. Dat je n-elementni skup A.

(a) Broj kombinacija bez ponavǉaǌa duжine k je
(

n
k

)

= n!
k!(n−k)! .

(b) Broj kombinacija sa ponavǉaǌem duжine k je
(

n+k−1
k

)

.

Dokaz. Neka je A = {1, 2, . . . , n}.
(a) Znamo da varijacija duжine k ima n!

(n−k)! . Svaka varijacija odre�uje jednu kombinaciju.

Me�utim, permutovaǌe elemenata u varijaciji ne meǌa kombinaciju. Dakle, svakoj kombi-
naciji duжine k odgovara k! varijacija, pa je broj kombinacija k! puta maǌi i jednak je

n!
(n−k)!k! =

(

n

k

)

.

(b) Posmatrajmo kombinaciju s ponavǉaǌem (a1, a2, . . . , ak), pri qemu je a1 6 a2 6 . . . 6 ak.
Preslikavaǌe

(a1, a2, . . . , an) 7→ (a1, a2+1, a3+2, . . . , ak+k−1)

daje bijekciju izme�u k-kombinacija s ponavǉaǌem na skupu A i k-kombinacija bez ponavǉaǌa
na skupu B = {1, 2, . . . , n+k−1}, a po delu (a) znamo da ovih drugih ima taqno

(

n+k−1
k

)

.

2.3. Svojstva binomnih koeficijenata

Definicija 2.4. Paskalov1 x̄̄rou ı̄ao je beskonaqna trougaona tablica qiji se (n+1)-vi red odozgo
sastoji od binomnih koeficijenata

(

n
0

)

,
(

n
1

)

,
(

n
2

)

, . . . ,
(

n
n

)

.

Dakle, Paskalov trougao izgleda ovako:

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 6 15 20 15 6 1
1 5 10 10 5 1
1 4 6 4 1
1 3 3 1
1 1 1
1 1
1

Zapaжamo da je svaki qlan Paskalovog trougla jednak zbiru dva qlana neposredno iznad ǌega:

Tvr�eǌe 2.4. Vaжi
(

n
k

)

=
(

n−1
k−1

)

+
(

n−1
k

)

za sve 0 < k < n.

Dokaz.
(

n−1
k−1

)

+
(

n−1
k

)

= (n−1)!
(k−1)!(n−k)! +

(n−1)!
k!(n−k−1)! =

k(n−1)!
k!(n−k)! +

(n−k)(n−1)!
k!(n−k)! = n(n−1)!

k!(n−k)! =
(

n
k

)

.

Ovaj identitet ima i lak kombinatorni dokaz. Naime,
(

n
k

)

predstavǉa broj k-elementnih pod-
skupova skupa A = {1, 2, . . . , n}.

• Ako podskup sadrжi element 1, ostalih k − 1 elemenata se moжe odabrati na
(

n−1
k−1

)

naqina;

• Ako podskup ne sadrжi element 1, ǌegovih k elemenata se moжe odabrati na
(

n−1
k

)

naqina.

Dakle, k-elementnih podskupova ima ukupno
(

n−1
k−1

)

+
(

n−1
k

)

, pa je ovo jednako
(

n
k

)

.

1Blaise Pascal (1623-1662), francuski matematiqar
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Tvr�eǌe 2.5. (a) Za n > k vaжi
(

k

k

)

+
(

k+1
k

)

+
(

k+2
k

)

+ · · ·+
(

n

k

)

=
(

n+1
k+1

)

;

(b) Za n > k > r vaжi
(

n

k

)(

k

r

)

=
(

n

r

)(

n−r

k−r

)

;

(v) Za m,n, k ∈ N0 vaжi
(

m

0

)(

n

k

)

+
(

m

1

)(

n

k−1

)

+
(

m

2

)(

n

k−2

)

+ · · ·+
(

m

k

)(

n

0

)

=
(

m+n

k

)

.

Dokaz. (a) Koristimo indukciju po n. Za n = k tvr�eǌe je trivijalno, a ako vaжi za n (n > k),
onda vaжi i za n+ 1 jer je po induktivnoj pretpostavci

(

k

k

)

+
(

k+1
k

)

+ · · ·+
(

n

k

)

+
(

n+1
k

)

=
(

n+1
k+1

)

+
(

n+1
k

)

=
(

n+2
k+1

)

.

(b)
(

n

k

)(

k

r

)

= n!
k!(n−k)! · k!

r!(k−r)! =
n!

(n−k)!(k−r)!r! =
n!

r!(n−r)! ·
(n−r)!

(n−k)!(k−r)! =
(

n

r

)(

n−r

k−r

)

.

(v) Ovaj identitet je najlakxe dokazati kombinatorno. Imamo m belih i n crnih kuglica,
na koliko naqina je mogu�e izabrati ukupno k kuglica?

Traжeni broj naqina je oqigledno
(

m+n
k

)

, ali odredimo ga na drugi naqin. Ako biramo i

belih (i k− i crnih) kuglica, to moжemo uqiniti na
(

m
i

)(

n
k−i

)

naqina. Ukupan broj naqina je
∑k

i=0

(

m
i

)(

n
k−i

)

, dakle ova suma je jednaka
(

m+n
k

)

.

Primer 2.6. Binomna formula nam je poznata:

(x+ y)n =

n
∑

i=0

(

n

i

)

xn−iyi.

Proverimo zaxto je to tako. U razvoju (x+y)n = (x+y)(x+y) · · · (x+y) monom xn−iyi se pojavǉuje
onda kada iz n− i qinilaca odaberemo x, a iz ostalih i qinilaca odaberemo y, xto se moжe
uqiniti na

(

n

i

)

naqina. Dakle, koeficijent uz xn−iyi je jednak
(

n

i

)

i otuda binomna formula.

Sliqno, u razvoju (x1 + x2 + · · · + xk)
n koeficijent uz monom xr1

1 xr2
2 · · ·xrk

k za r1 + · · · + rk = n
bi�e jednak broju permutacija kolekcije od r1 kopija x1, r2 kopija x2, itd. (,,permutacije sa
ponavǉaǌem”). Taj broj je jednak n!

r1!r2!···rk!
. Otuda mulx̄̄inomna formula:

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n =

∑

r1+···+rk=n

n!

r1!r2! · · · rk!
xr1
1 xr2

2 · · ·xrk
k .

Primer 2.7. Izraqunati sumu (a)
(

100
0

)

+
(

100
1

)

+
(

100
2

)

+ · · ·+
(

100
100

)

;

(b)
(

100
0

)

+ 1
2

(

100
1

)

+ 1
3

(

100
2

)

+ · · ·+ 1
101

(

100
100

)

.

Rexeǌe. (a) Ova suma je jednaka razvoju (1 + 1)100 po binomnoj formuli, pa je rezultat 2100.

(b) Traжena suma je S =
∑100

n=0
1

n+1

(

100
n

)

. Kako je 1
n+1

(

100
n

)

= 100!
(n+1)n!(100−n)! =

1
101 · 101!

(n+1)!(100−n)! =
1

101

(

101
n+1

)

, dobijamo S = 1
101 [

(

101
1

)

+
(

101
2

)

+ · · ·+
(

101
101

)

] = 1
101 (2

101 − 1).

2.4. Princip ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa

Razmotrimo prvo slede�i primer.

Primer 2.8. Koliko ima brojeva iz skupa A = {1, 2, . . . , 100} koji nisu deǉivi ni sa 2, ni sa 3?

Rexeǌe. Treba da iskǉuqimo uniju skupova B = {2, 4, 6, . . . , 100} i C = {3, 6, 9 . . . , 99}. Skup B ima
50, skup C ima 33 elementa, a ǌihov presek B ∩ C = {6, 12, 18, . . . , 96} 16 elemenata. Sledi da
je |B ∪ C| = |B|+ |C| − |B ∩ C| = 50 + 33− 16 = 67. Prema tome, odgovor je 100− 67 = 33.

Formula |B ∪ C| = |B| + |C| − |B ∩ C| koju smo koristili moжe da se uopxti na vixe skupova.
Na dijagramima vidimo xta se doga�a ako ukǉuqimo zato i tre�i skup D u razmatraǌe:

✤
✣

✜
✢

✤
✣

✜
✢

✤
✣

✜
✢

3×2× 2×
2×1× 1×

1×

|B|+|C|+|D| ✤
✣

✜
✢

✤
✣

✜
✢

✤
✣

✜
✢

0×1× 1×
1×1× 1×

1×

|B|+|C|+|D|
−|B∩C|−|B∩D|−|C∩D| ✤

✣
✜
✢

✤
✣

✜
✢

✤
✣

✜
✢

1×1× 1×
1×1× 1×

1×

|B|+|C|+|D|
−|B∩C|−|B∩D|−|C∩D|

+|B∩C∩D|
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Formalnije zapisano,

|B ∪ C ∪D| = |B∪C|+ |D| − |(B∪C) ∩D| = |B∪C|+ |D| − |(B∩D)∪(C∩D)|
= |B ∪ C|+ |D| − |B ∩D| − |C ∩D|+ |(B∩D) ∩ (C∩D)|
= |B|+ |C|+ |D| − |B ∩ C| − |B ∩D| − |C ∩D|+ |B ∩C ∩D|.

Za vixe skupova jednostavnom indukcijom se pokazuje da vaжi

Tvr�eǌe 2.6 (Princiī̄ ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa). Za proizvoǉne skupove A1, A2, . . . , An vaжi

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An| = S1 − S2 + S3 − · · ·+ (−1)n−1Sn,

gde je Sk =
∑ |Ai1∩ · · · ∩Aik | zbir kardinalnosti svih preseka po k skupova.

Primer 2.9. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6} u kojima posle neposredno posle broja 1
nije 2, posle broja 3 nije 4, a posle 5 nije 6?

Rexeǌe. Neka je A1 skup permutacija u kojima posle 1 dolazi 2, A2 skup permutacija u kojima posle
3 sledi 4, a A3 skup permutacija u kojima posle 5 sledi 6. Permutacija skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6}
ukupno ima 6! = 720. Treba oduzeti |A1 ∪A2 ∪ A3|.
Permutacije u A1 su ,,reqi” sastavǉene od segmenata 12, 3, 4, 5 i 6, pa ǌih ima 5!. Sliqno
je i |A2| = |A3| = 5!.

Permutacije u A1 ∩ A2 su reqi sastavǉene od segmenata 12, 34, 5 i 6, pa ǌih ima 4!. Sliqno
je i |A1 ∩ A3| = |A2 ∩A3| = 4!.

Najzad, permutacije u A1 ∩A2 ∩ A3 su reqi sastavǉene od segmenata 12, 34 i 56 i ima ih 3!.

Prema tome, |A1 ∪ A2 ∪ A3| = |A1| + |A2| + |A3| − |A1∩A2| − |A1∩A3| − |A2∩A3| + |A1∪A2∪A3| =
3 · 5!− 3 · 4! + 3! = 294. Odgovor je 720− 294 = 426.

2.5. Rekurzije u kombinatorici

Pod rekurzijom podrazumevamo svo�eǌe zadatka na jednostavniji sluqaj samog sebe. Rekurzija
ponekad elegantno rexava probleme koje je drugaqije texko rexiti.

Primer 2.10. Neka je n prirodan broj. Na koliko naqina se pravougaonik 2 × n moжe poploqati
dominama 2× 1?

Rexeǌe. Oznaqimo sa bn traжeni broj poploqavaǌa. Neka je stranica duжine n horizontalna. Pos-
matrajmo dominu D koja pokriva gorǌi desni ugao. Ona moжe biti uspravna ili vodoravna.

· · ·
· · ·
· · ·

D

· · ·
· · ·
· · ·

D′

D

• Ako je domina D uspravna, preostalim dominama treba da poploqamo pravougaonik 2 ×
(n− 1), xto moжemo uqiniti na bn−1 naqina.

• Ako je domina D vodoravna, onda i domina D′ ispod ǌe mora biti vodoravna. Pre-
ostalim dominama treba da poploqamo pravougaonik 2× (n−2), xto moжemo uqiniti na
bn−2 naqina.

Sledi da je bn = bn−1 + bn−2. Kako je oqigledno b1 = 1 i b2 = 2, dobijamo b3 = 3, b4 = 5, b5 = 8
itd, i uopxte, bn je (n+1)-ti Fibonaqijev2 broj: bn = Fn+1.

Ispostavǉa se da se Fibonaqijevi brojevi mogu predstaviti tzv. Bineovom3 formulom:

Fn =
φn − φ̄n

√
5

, gde su φ =
1+

√
5

2
i φ̄ =

1−
√
5

2
.

Ipak, prebrojavaǌem rekurzijom po pravilu dobijamo rezultat u obliku niza zadatog rekurentnom
vezom, a opxti qlan takvog niza nije uvek mogu�e eksplicitno opisati. Zato se uspexnim rexeǌem
problema qesto smatra ve�i i samo nalaжeǌe rekurentne veze.

Jedan tip rekurentnih nizova koji se mogu opisati eksplicitno su linearni rekurenx̄̄ni nizovi.

2Fibonacci ili Leonardo Bonacci (∼1170∼1250), italijanski matematiqar
3Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), francuski matematiqar i fiziqar
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Definicija 2.5. Linearna rekurenx̄̄na veza sx̄̄eī̄ena k je relacija oblika

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + · · ·+ akxn−k, (∗)

gde su a1, a2, . . . , ak date konstante.

ǋen karakx̄̄erisx̄̄iqni ī̄olinom je polinom

P (x) = xk − a1x
k−1 − a2x

k−2 − · · · − ak.

Ako je niz (xn) zadat vezom (∗), da bi bio potpuno odre�en, potrebno je zadati i prvih k
qlanova: to mogu biti npr. x0, x1, . . . , xk−1.

Primer 2.11. Neka je niz (xn) zadat poqetnim qlanovima x0 = 0, x1 = 1 i rekurentnom vezom drugog
stepena xn = 2xn−1 + xn−2 za n > 2. Tada nam veza daje x2 = 2x1 + x0 = 2, x3 = 2x2 + x1 = 5,
x4 = 2x3 + x2 = 12 itd.

Linearan rekurentan niz se moжe eksplicitno rexiti, pod uslovom da umemo da odredimo nule
ǌegovog karakteristiqnog polinoma P (x).

Tvr�eǌe 2.7. Neka se karakteristiqni polinom P (x) faktorixe kao P (x) =
∏m

i=1(x − αi)
ri .

• Za svako i = 1, 2, . . . ,m i j = 0, 1, . . . , ri − 1, niz xn = nj · αn
i zadovoǉava vezu (∗). Ovim je

dato r1 + r2 + · · ·+ rm = k nezavisnih nizova koji svi zadovoǉavaju (∗).
• Svaki niz koji zadovoǉava vezu (∗) je linearna kombinacija ovih k nizova.

Primer 2.12. Niz (xn) je dat uslovima x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2 i xn = 7xn−2 − 6xn−3 za n > 3. Na�i
opxti qlan ovog niza.

Rexeǌe. Karakteristiqni polinom je x3 − 7x + 6 = (x − 1)(x − 2)(x + 3). To znaqi da opxti qlan
niza (xn) ima oblik xn = A · 1n +B · 2n + C · (−3)n za neke konstante A,B,C.

Konstante A,B,C nalazimo iz poqetnih uslova: x0 = 0 = A + B + C, x1 = 1 = A + 2B − 3C i
x2 = 2 = A + 4B + 9C. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo A = − 3

4 , B = 4
5 i C = − 1

20 . Prema
tome,

xn = −3

4
+

4

5
· 2n − 1

20
(−3)n.

2.6. Zadaci

1. Koliko ima n-tocifrenih brojeva sastavǉenih od cifara 1, 2, 3 u kojima su svake dve susedne
cifre razliqite?

2. Koliko ima petocifrenih brojeva koji sadrжe bar dve cifre 9? (Prva cifra ne sme biti 0.)

3. Koliko ima razliqitih anagrama (reqi dobijenih razmextaǌem slova) reqi MATEMATIKA?

4. Na koliko naqina se moжe rasporediti 16 razliqitih ptica u 10 razliqitih kaveza tako da
se u svakom kavezu nalazi bar jedna, a najvixe dve ptice?

5. Koliko ima rexeǌa jednaqine x1 + x2 + · · ·+ x10 = 10 u skupu nenegativnih celih brojeva?

6. Kandidati za qlanstvo u upravnom odboru neke firme su po qetvoro Nemaca, Rusa i Turaka,
i to iz svakog naroda po dva muxkarca i dve жene. Upravni odbor je po pravilu qetvoroqlan
i mora da ukǉuquje predstavnika iz svakog naroda, kao i oba pola. Na koliko naqina se moжe
izabrati upravni odbor?

7. Na koliko naqina se poǉa kvadratne tablice 8 × 8 mogu obojiti plavom, crvenom i zelenom
bojom, ako u svakom pravougaoniku 3×1 (vodoravnom ili uspravnom) sve tri boje moraju biti
razliqite?

8. Potrebno je obojiti poǉa kvadratne tablice 3 × 3 u qetiri boje - crvenu, plavu, zelenu i
жutu, ali tako da u svakoj vrsti ili koloni sva tri poǉa imaju razliqite boje. Na koliko
naqina se ovo moжe uqiniti?
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9. Na doǌem levom ugaonom poǉu xahovske table 5 × 5 nalazi se kraǉ. On se u svakom potezu
pomera za jedno poǉe nagore ili udesno. Na koliko naqina kraǉ moжe sti�i do gorǌeg desnog
ugaonog poǉa?

10. Na doǌem levom ugaonom poǉu xahovske table 5 × 5 nalazi se kraǉ. On se u svakom potezu
pomera za jedno poǉe nagore, udesno ili dijagonalno gore-desno. Na koliko naqina kraǉ
moжe sti�i do gorǌeg desnog ugaonog poǉa?

11. U ravni je nacrtano 20 pravih, pri qemu nikoje dve nisu paralelne i nikoje tri se ne seku
u istoj taqki. Na koliko oblasti (konaqnih ili beskonaqnih) one dele ravan?

12. Na koliko naqina se moжe proqitati req TROUGAO sa slike, polaze�i sa jedne od ivica?
T

T R T
T R O R T

T R O U O R T
T R O U G U O R T

T R O U G A G U O R T
T R O U G A O A G U O R T

13. Koliko ima pravougaonika na slici?

14. Dati kombinatorni dokaz tvr�eǌa 2.5(b).

15. Koliko ima permutacija skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6} koje ne poqiǌu dvojkom i ne zavrxavaju se ne-
parnim brojem?

16. Koliko ima razliqitih (nedegenerisanih) trouglova sa obimom 99 qije su stranice prirodni
brojevi?

17. Koliko ima trojki prirodnih brojeva (a, b, c) u kojima je a < b < c, a 6 10, b 6 15 i c 6 20?

18. Koliko ima permutacija (a1, a2, . . . , an) skupa {1, 2, . . . , n} takvih da je ai 6= i za svako i?

19. Na�i opxti qlan niza datog uslovima x0 = x1 = 1 i xn = 5xn−1 − 6xn za n > 2.

20. (Hanojska kula) Data su tri stuba A, B i C. Na stubu A je naslagano n diskova razliqite
veliqine, maǌi iznad ve�ih. U svakom potezu je dozvoǉeno prebaciti jedan disk sa jednog
stuba na drugi, pri qemu se ne sme postaviti ve�i disk na maǌi. Koliko je najmaǌe poteza
potrebno da se cela kula prebaci na stub B?

A B C

2.7. Rexeǌa

1. Prvu cifru moжemo odabrati na tri naqina, a svaku slede�u na dva. To ukupno daje 3 · 2n−1

mogu�nosti.

2. Petocifrenih brojeva ukupno ima 9 · 104 = 90000. Od tog broja treba odbaciti slede�e.

• Brojeve bez ijedne devetke: ima ih 8 · 94 (prva cifra ima 8 mogu�nosti, ostale po 9).

• Brojeve sa samo jednom devetkom, i to kao prvom cifrom: ǌih ima 94 (svaka cifra osim
prve ima 9 mogu�nosti).

• Brojeva sa samo jednom devetkom, ali ne na prvom mestu. Pozicija devetke se moжe oda-
brati na 4 naqina. Prva cifra ima 8 mogu�nosti, a ostale tri po 9. U ovom sluqaju
ima 4 · 8 · 93 brojeva.

Prema tome, rezultat je 9 · 104 − 8 · 94 − 94 − 4 · 8 · 93 = 7623.

3. Req MATEMATIKA ima 10 slova, me�u kojima su tri slova A, po dva slova M i T i po
jedno slovo E, I, K. Ukupan broj permutacija je zato 10!

3!·2!·2! = 151200.
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4. U xest kaveza �e se nalaziti po dve ptice, a u qetiri po jedna. Xest kaveza sa po dve
ptice mogu se odabrati na

(

10
6

)

naqina. Zatim se dve ptice za prvi kavez mogu odabrati na
(

16
2

)

naжina, dve ptice za drugi kavez (od preostalih 14) na
(

14
2

)

naqina, dve za tre�i na
(

12
2

)

naqina, itd, dve za xesti kavez na
(

6
2

)

naqina. Ostale su qetiri ptice da ih rasporedimo u
4 preostala kaveza, xto se moжe uqiniti na 4! naqina.

Ukupno ima
(

10
6

)

·
(

16
2

)(

14
2

)(

12
2

)(

10
2

)(

8
2

)(

6
2

)

· 4! = 16!
26

(

10
6

)

= 68.652.904.320.000 naqina.

5. Posmatrajmo niz od 10 kuglica. ǋih treba pomo�u 9 pregrada podeliti na 10 grupa (neke
mogu biti i prazne). Na primer, rexeǌe 2+0+3+0+1+1+2+0+1+0 = 10 bismo dobili ovakvim
postavǉaǌem pregrada: ◦ ◦ | | ◦ ◦ ◦ | | ◦ | ◦ | ◦ ◦| | ◦ |.
Dakle, imamo niz od 10 kuglica i 9 pregrada, duжine 19. Naravno, takvih nizova ima

(

19
10

)

.

6. Dva qlana odbora su iste nacionalnosti, koja se moжe odabrati na 3 naqina - recimo da su
to Nemci. Imamo slede�e sluqajeve.

(i) Dvoje Nemaca istog pola mogu se odabrati na 2 naqina - recimo, dve Nemice. Jox po
jedan od Rusa i Turaka moжe se odabrati na 16 naqina, ali to ne smeju biti Ruskiǌa i
Turkiǌa (4 naqina otpadaju). Ukupno 2 · (16− 4) = 24 mogu�nosti.

(ii) Jedan Nemac i jedna Nemica mogu se odabrati na 4 naqina. Rusi i Turci mogu se oda-
brati bilo kako - 16 naqina. Ukupno 4 · 16 = 64 mogu�nosti.

Ukupno ima 3 · (24 + 64) = 264 naqina.

7. U svakoj vrsti i koloni se moraju periodiqno re�ati sve tri boje. Neka su boje u prvoj
vrsti 12312312. Za drugu vrstu postoje samo dve mogu�nosti: 23123123 ili 31231231 Pri
tome se boje 1 i 2 mogu odabrati na 6 naqina. Tako je broj mogu�ih bojeǌa 2 · 6 = 12.

8. Prvu vrstu moжemo obojiti na 4 · 3 · 2 = 24 naqina. Oznaqimo boje u ǌoj redom sa 1, 2 i 3: tj.
prva vrsta je 123. Boja ”4” se moжe pojaviti nijednom, jednom ili dvaput u ostatku tablice.

(0◦) Nema boje 4. Tada druge dve vrste mogu biti samo 231 i 312, ili obrnuto. Samo dve
mogu�nosti.

(1◦) Samo jedno poǉe ima boju 4. To poǉe se moжe odabrati na 6 ravnopravnih naqina -
recimo da je to prvo poǉe druge vrste. Za prvo poǉe imamo dva ravnopravna izbora -
boje 2 i 3. Odaberimo boju 2. Tada druga i tre�a vrsta imaju samo jedno mogu�e bojeǌe:
412 i 231, redom. Ovde imamo 6 · 2 = 12 mogu�nosti.

(2◦) Dva poǉa imaju boju 4: po jedno u drugoj i tre�oj vrsti. Poxto ta dva poǉa nisu u istoj
koloni, moжemo ih odabrati na 6 ravnopravnih naqina. Pdaberimo prvo poǉe druge i
drugo poǉe tre�e vrste. Druga vrsta moжe biti 412 (tada je tre�a vrsta 241 ili 341),
431 (tada je tre�a vrsta 342) ili 432 (opet je tre�a vrsta 241 ili 341). Izbrojali smo
6 · 5 = 30 mogu�nosti.

Ukupan broj mogu�ih bojeǌa je 24 · (2 + 12 + 30) = 1056.

9. Kraǉ treba da napravi 4 horizontalna i 4 vertikalna koraka, xto je ukupno 8 poteza. Redni
brojevi 4 horizontalna poteza iz skupa {1, 2, . . . , 8} mogu se odabrati na

(

8
4

)

= 70 naqina.
Prema tome, odgovor je 70.

10. Ovo vixe ne moжe da se prebroji elegantno poput prethodnog zadatka. Umesto toga, za svako
poǉe table izraquna�emo broj naqina da ga kraǉ dosegne.

Do poǉa (2, 1) (tj. 2. vrste odozdo i 1. kolone sleva) kraǉ moжe do�i na
samo jedan naqin. Isto vaжi za svako od poǉa (3, 1), (4, 1), (5, 1), (1, 2),
(1, 3), (1, 4), (1, 5). Daǉe, do poǉa (2, 2) kraǉ moжe sti�i na 3 naqina:
po jedan naqin za dolazak sa svakog od poǉa (1, 2), (1, 1), (2, 1). Do poǉa
(2, 3) kraǉ moжe sti�i na 5 naqina: tri ako dolazi s poǉa (2, 2), a po jedan

K

1

1

1

1

1 1 1 1

3

5

7

9

5 7 9

13

25

41

25 41

63

129

129

321

ako dolazi s poǉa (1, 2) ili (1, 3), i tako daǉe... Tablica prikazuje za svako poǉe na koliko
naqina se moжe sti�i do ǌega. Kao xto vidimo, odgovor je 321.

11. Nula pravih ,,dele” ravan na jednu oblast. Crtajmo prave
jednu po jednu. Kada docrtamo n-tu pravu, ona �e se�i n
oblasti (jer seqe svih n−1 dotad nacrtanih pravih), qime
�e se broj oblasti uve�ati za n. Dakle, kad nacrtamo 20-
tu pravu, ima�emo 1+ 1+ 2+ 3+ 4+ · · ·+ 20 = 20·21

2 + 1 = 211
oblasti.
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12. Uspravnu req TROUGAO po sredini zva�emo kiqmom. Svako qitaǌe traжene reqi moжe se
zavrxiti jedino u slovu O na dnu kiqme. Xtavixe, kada tokom qitaǌa dospemo na kiqmu,
moжemo nastaviti samo nadole. Prema tome, qitava req se nalazi ili u levoj polovini
(ukǉuquju�i i kiqmu), ili u desnoj.

(i) Neka je cela req u levoj polovini. Proqitajmo je otpozadi (,,OAGUORT”) poqev od slova
O na dnu kiqme. Za svako slovo od narednih 6 slova bira�emo izme�u dva smera qitaǌa:
nalevo i nagore. Dakle, celu req moжemo proqitati na 26 = 64 naqina.

(ii) Ako je cela req u desnoj polovini, opet imamo 64 naqina.

To je ukupno 128 naqina. Me�utim, uspravna req duж kiqme ubrojana je u oba sluqaja, pa ǌu
moramo oduzeti. Tako je odgovor 127.

13. Neka je ABCD jedan od pravougaonika. Ako znamo par temena (A,C), znamo ceo pravougaonik.

Teme A moжe se odabrati na 5 · 8 = 40 naqina. Naspramno teme C se nalazi u jednoj od
preostale 4 vrste i 7 kolona, te ǌega moжemo odabrati na 4 · 7 = 28 naqina. Dakle, mogu�ih
parova (A,C) ima 40 · 28 = 1120.

Izbrojali smo 1120 pravougaonika. Me�utim, svaki od ǌih je brojan qetiri puta - parovi
(A,C), (C,A), (B,D) i (D,B) svi odre�uju isti pravougaonik. Zato rezultat moramo da
podelimo sa 4. Rezultat je 1120/4 = 280.

14. Xta prebrojava izraz
(

n

k

)(

k

r

)

? Recimo da imamo n xoǉa kafe, od kojih treba da u k stavimo
mleko, a od tih k, u r treba da stavimo i xe�er. Dakle, xoǉe u koje dodajemo mleko biramo
na

(

n

k

)

naqina, a one u koje dodajemo xe�er na
(

k

r

)

naqina. Ukupno
(

n

k

)(

k

r

)

naqina.

Istom pitaǌu moжemo i ovako pristupiti: r xoǉa u koje dodajemo xe�er i mleko mogu se
odabrati na

(

n
r

)

naqina. Jox k − r od preostalih n − r xoǉa, u koje dodajemo samo mleko,

mogu se odabrati na
(

n−r
k−r

)

naqina. Ukupno
(

n
r

)(

n−r
k−r

)

naqina.

15. Ukupan broj permutacija je 6!. Od tog broja treba oduzeti permutacije koje poqiǌu dvojkom
(ima ih 5!) i permutacije koje se zavrxavaju neparnom cifrom (ǌih ima 3 · 5!). Me�utim,
3 · 4! permutacija koje poqiǌu dvojkom i zavrxavaju se neparnom cifrom oduzete su dvaput,
pa ǌihov broj treba dodati. Dakle, odgovor je 6!− 5!− 3 · 5! + 3 · 4! = 312.

16. Oznaqimo stranice trougla sa a 6 b 6 c. Najduжa stranica c nije maǌa od 33, a zbog
99− c = a+ b > c nije ni ve�a od 49. Daǉe, za stranicu b vaжi 99−c

2 = a+b
2 6 b 6 c.

− za c = 49 je 25 6 b 6 49: 25 mogu�nosti;
− za c = 48 je 26 6 b 6 48: 23 mogu�nosti;
− za c = 47 je 26 6 b 6 47: 22 mogu�nosti;

(itd...)
− za c = 33 je 33 6 b 6 33: 1 mogu�nost.
Ukupan broj mogu�ih trouglova je 25+23+22+20+19+17+16+14+13+11+10+8+7+5+4+2+1 =
8 · 27 + 1 = 217.

17. Brojimo podskupove {a, b, c} skupa {1, 2, . . . , 20} koji zadovoǉavaju uslove, gde je a < b < c.
Ukupan broj ovakvih podskupova je

(

20
3

)

, ali treba oduzeti one u kojima je a > 10 ili b > 15.

Ako je a > 10, onda je {a, b, c} podskup skupa {11, 12, . . . , 20}, a takvih ima
(

10
3

)

.

Ako je a 6 10 i b > 15, onda je {b, c} podskup skupa {16, 17, . . . , 20}, a a se moжe odabrati na 10
naqina. Ovakvih podskupova {1, b, c} ima 10

(

5
2

)

.

Sve u svemu, traжenih podskupova ima
(

20
3

)

−
(

10
3

)

− 10
(

5
2

)

= 1140− 240− 100 = 800.

18. Za i = 1, 2, . . . , n, sa Ai �emo oznaqiti skup permutacija (a1, a2, . . . , an) u kojima je ai = i. Treba
iskǉuqiti sve permutacije iz skupa A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An.

Odredimo Sk =
∑ |Ai1∩ · · · ∩Aik |. U ovoj sumi ima

(

n

k

)

sabiraka. Pri tome, za date indekse
i1, i2, . . . , ik skup Ai1∩ · · · ∩Aik se sastoji od permutacija u kojima je ai1 = i1, ai2 = i2, . . . , aik = ik.
Takve permutacije permutuju samo n−k elemenata razliqitih od i1, . . . , ik, te ǌih ima (n−k)!.
Dakle, svaki od sabiraka |Ai1∩ · · · ∩Aik | je jednak (n− k)!, dok je Sk =

(

n

k

)

· (n− k)! = n!
k! .

Po formuli ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa je |A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An| = S1 − S2 + S3 − · · · = n!
∑n

i=1
(−1)i−1

i! .

Dakle, rezultat je n!− n!
∑n

i=1
(−1)i−1

i! . To je prirodan broj najbliжi broju n!/e.
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19. Karakteristiqni polinom date rekurentne veze je x2 − 5x+6, a ǌegove nule su 2 i 3. Zato je
xn = A · 2n + B · 3n za neke konstante A i B. Pri tome je x0 = 1 = A + B i x1 = 1 = 2A + 3B,
odakle se dobija A = 2 i B = −1. Prema tome, xn = 2 · 2n − 3n = 2n+1 − 3n.

20. Oznaqimo potreban broj poteza sa Tn.

U jednom momentu �emo prebaciti najve�i disk sa A na B; u tom momentu �e ostalih n − 1
diskova morati da leжe pore�ani po veliqini na stubu C. Prenos ovih n− 1 diskova sa A
na C iziskuje bar Tn−1 poteza, i potom jox Tn−1 poteza da se oni prebace na najve�i disk na
stubu B. Dakle, Tn = 2Tn−1 + 1. Kako je T1 = 1, indukcijom se dobija Tn = 2n − 1.

::::::::::::::::
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