
Matematika 3 - pismeni deo ispita 11.7.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Odrediti partikularno rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′ + 2y′ + y = cosx

koje ispuǌava uslove

y(0) = 1, y′(0) =
1

2
.

Rexeǌe. Data jednaqina je nehomogena linearna diferencijalna
jednaqina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Odgovara-
ju�a homogena jednaqina glasi

y′′ + 2y′ + y = 0,

dok je karakteristiqna jednaqina

λ2 + 2λ+ 1 = 0.

Rexeǌa karakteristiqne jednaqine su λ1 = λ2 = −1, odakle dobi-
jamo fundamentalni sistem rexeǌa homogene jednaqine koji qine
funkcije y1 = e−x i y2 = xe−x. Stoga je opxte rexeǌe homogene
jednaqine

yh = (c1 + c2x)e
−x.

Partikularno rexeǌe polazne nehomogene jednaqine tra�imo me-
todom neodre�enih koeficijenata. Kako se ǌena desna strana
mo�e napisati u obliku

cosx = eαx [Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx)]

za α = 0, β = 1, Pm(x) = 1, Ql(x) = 0, i kako α + βi = i nije rexeǌe
karakteristiqne jednaqine, to partikularno rexeǌe polazne ne-
homogene jednaqine tra�imo u obliku

yp = eαx [Rk(x) cos(βx) + Sk(x) sin(βx)] ,

gde je k = max{m, l} = 0. Na osnovu prethodnog sledi

yp = A cosx+B sinx,
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gde su A i B nepoznate vrednosti koje treba odrediti. Lako do-
bijamo

y′p = −A sinx+B cosx,

y′′p = −A cosx−B sinx,

a nakon uvrxtavaǌa yp, y′p i y′′p u polaznu jednaqinu dobijamo

−2A sinx+ 2B cosx = cosx.

Prethodnu jednaqinu zadovoǉavaju konstante

A = 0, B =
1

2
,

pa je

yp =
1

2
sinx.

Opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y = yh + yp,

odnosno

y = (c1 + c2x)e
−x +

1

2
sinx. (1)

Odavde je

y′ = (−c1 + c2 − c2x)e−x +
1

2
cosx. (2)

Ako u (1) uvrstimo uslov y(0) = 1, a u (2) uslov y′(0) =
1

2
, dobijamo

c1 = 1, −c1 + c2 = 0,

odakle sledi

c1 = c2 = 1,

pa je tra�eno partikularno rexeǌe

y = (1 + x)e−x +
1

2
sinx.

2. Odrediti vektorske linije vektorskog poǉa
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~A = x2~i− 1

ln y
~j − e3z~k.

Zatim odrediti divergenciju i rotor datog vektorskog poǉa u
taqki M(0, e, 0).
Rexeǌe. Vektorske linije poǉa ~A odre�ujemo iz odgovaraju�eg
sistema diferencijalnih jednaqina u simetriqnom obliku

dx

x2
=

dy

− 1

ln y

=
dz

−e3z
.

Iz jednakosti

dx

x2
=

dy

− 1

ln y

nakon integracije imamo

c1 = y ln y − y − 1

x
,

a iz jednakosti

dx

x2
=

dz

−e3z
,

nakon integracije sledi

c2 =
1

3e3z
+

1

x
.

Divergencija u taqki M(0, e, 0) je

div ~A = ∇ ◦ ~A =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
◦
(
x2,− 1

ln y
,−e3z

)
=

∂

∂x
x2 +

∂

∂y

(
− 1

ln y

)
+

∂

∂z

(
−e3z

)
= 2x+

1

y ln y
− 3e3z

= {M(0, e, 0)} = 1

e
− 3,

dok je rotor u taqki M(0, e, 0)
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rot ~A = ∇ × ~A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

x2 − 1

ln y
−e3z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
~0 = {M(0, e, 0)} = ~0.

3. Izraqunati ∫
L

x2 sin ydx+ y cosxdy,

gde je L trougao sa temenima A(1, 1), B(2, 2), C(2, 3).
Rexeǌe. Va�i

I =

∫
L

x2 sin ydx+ y cosxdy =

{
Grinova
formula

}
=

∫∫
G

[
∂

∂x
(y cosx)− ∂

∂y

(
x2 sin y

)]
dxdy

= −
∫∫
G

(
y sinx+ x2 cos y

)
dxdy

gde je G oblast ome�ena trouglom L. Kako je y = x jednaqina prave
kroz taqke A i B, a y = 2x − 1 jednaqina prave kroz taqke A i C,
to su granice x|21, y|

2x−1
x , pa je

I = −
∫ 2

1

dx

∫ 2x−1

x

(
y sinx+ x2 cos y

)
dy

= −
∫ 2

1

[
sinx

2
y2 + x2 sin y

]∣∣∣∣2x−1
x

dx

= −1

2

∫ 2

1

(x+ 1)2 sinxdx−
∫ 2

1

x2 sin(2x− 1)dx = · · ·

= 6 cos 3− 5

2
cos 2− 7

2
cos 1− 8 sin 3 + 8 sin 2 + sin 1.

4. Izraqunati zapreminu tela ome�enog povrxima x = 1+
√
y2 + z2

i x = 2.
Rexeǌe. Tra�enu zapreminu raqunamo kao
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I =

∫∫∫
T

dxdydz =

∫∫
G

dydz

∫ 2

1+
√
y2+z2

=

∫∫
G

[
2− (1 +

√
y2 + z2)

]
dydz =

∫∫
G

(
1−

√
y2 + z2

)
dydz.

Ovde je sa T oznaqeno telo ome�eno konusom x = 1 +
√
y2 + z2

“odozdo”i ravni x = 2 “odozgo”, dok je G unutraxǌost (ukǉuqu-
ju�i i granicu) projekcije preseka datog konusa i date ravni na
Oyz ravan, za koju se dobija

G : y2 + z2 ≤ 1.

Prelaskom na polarne koordinate

y = ρ cosϕ, z = ρ sinϕ,

oblast G transformixemo u oblast

D : ρ2 ≤ 1.

Jakobijan je J = ρ, a granice su ρ|10, ϕ|
2π
0 . Daǉe je

I =

∫∫
D

(
1−

√
ρ2
)
· ρdρdϕ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

0

(1− ρ)ρdρ = 2π · 1
6
=
π

3
.
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