MatremaTuka 3

Llywarn Bykuh

1. Ommre mudepeHIjastHe jeHAYNHE

1.1. ¥YBon

Y ommreMm ciydyajy, nuepeHnujaaHa jeIHaYnHA pena n je jenHadmHa 00IuKa

/ 11
F(I)y7y Y - 7y(n)) = 0)
rae je F meka (pyHKUMja 0O NPOMEHJBUBO] &, HEIO3HATO] GYHKUUJU Y U HEHUM u3BomuMma Y, .. ., y(™).
Ommrre peniemne qupepeHImjaIHe jeJHaunHe pena n 00UdHO 3aBucK o4 N caobogrut koncwantiu Cq, Co,
..., Cp. Moxemo ra mobutu y HerkoM o ciaemehux obauka:
o ekcmumuTau 00muk: y = f(x;Cq,...,Ch);
o mMmmunutEn obmuk: f(z,y;C1,...,Cph) = 0;
o mapamerapcku obmuk: x = g(t;Cy,...,Cp), y=h(t;Cy,...,Cy).
Hajzan, monekan mocrtoje m pemema KOja ce He YRJIANAjy y ONINTe HU 3a KOjU M300p CI0OO0JHUX KOH-
crautu C1,...,C, (uak Hu Geckomaunux). Ta pemema 30BEMO CUHIYAGPHUM U OODUYHO Ce TOjaBe OHIA
Kala y OPOIeCy pellaBama jelHaurHe AeJrMO HeYMM IITO MOke OuTu Hysga. Y OBOM Kypcy hemo ce
3a,J0BOJLABATU MPOHAIAKEHEM OIIITEr PEelleHha.
Hpumep 1.1. Ommre pememe jennauune y'2 =y je y = 1(z + C)%
Bancra, umamo dy/dx =y’ = +,/y u omarne dx = +dy/,/y, mro unrerpanujom maje x + C = £2,/y.

MebyrTum, ¢pyurnuja y = 0 je Takobe pememe, a He nobuja ce Hu 3a jenan nzbop roucranre C. To
j€é CUHTYJapHO peleme.

1.2. PopMupan.€e jeqHAaUMHE HA OCHOBY ONINTEr PeEIIemHa

Lawo je pewemwe, wahu 3agattiak. ..

Ham npBu komTakT ca oBuM murTameMm 6mo je y Maremarunu 2, y onpebuBamy OpPTONOHAJIHUX TPa-
jekropuja. Pamumnuja kpuBux, 3anara jegunaunaoMm obsmuka f(z,y,C) = 0 ca caoboauom rouncranTom C,
MOTJIa C€ OINUCATU Kao OIIITE pellelme NuepeHUjalHe jefHaunHe IPBOTr pena.

Cana 3amucaumo na umamo n caobonuux koncrantu Ci,...,C,. Harie, umamo pamuianjy ¢GpyHKIMja
ATy jemHadynHoM OOJIUKA

y= f(x;C1,...,Cy), wnnu nmomuuurao, F(z,y;Cq,...,Cp) =0.

W oma ce MOke ommcaTu Kao ONIITE pelleihe AupepeHnujatre jeqHadute, ajau pena n. Haume, cama
jenmHauymHa (YHKIUje y U HEHM U3BOAM OO N-TOr pena nahe HaMm cucreM ca n + 1 jenHadywmHa IO N
waenozuatux” C,...,C,. Teopujcku, Uz n on BUX MOKEMO na ,pemmumo”’ Taj cucTeM, m3paskaBajyhu
roHcTanTe C; TpeKo (QyHKUMje y M BEHWX M3BOJA. Y MeTameM nobujeHux m3pasa 3a C; y mpeocray
jemHaumHy nobmlhiemo nudepeHnnjasHy jeIHAYMHY II0 Yy pena n.
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Ipumep 1.2. Hahu nmudepennujanny jeqHaduHy duje je ONIITE Pelleme Yy = oty
il etindd 1z 2



Pewemwe. 360r nBe caobonme KOHCTAHTE TpaskeHa jemmauwmna mMvahe pen 2. Hamazumo

2
(ClI—f—Cg)Q (01I+02)3
W3 mpse jemmakoctu mamasumo O = —y'/y?. Kaxko je Ciz + Cy = 1/y, 3aMeHOM y APYTY jeaHAaKOCT
12
nobujamo Yy’ = 72;’4 Sy, . " o
vy =2y".
[MonceTumo ce m mTa je TO JUHEAPHA HE3ABUCHOCT:
o OyHKIU]E Y1, . .., Yn CY AUHEAPHO He3aB8UCHE aKO He ocToje korcTanTe C1, ..., (), KOje HUCY CBe HyJa
rakse na je y = Cry; + -+ Cry, = 0.
ITon mpernocraBrkoM ma cy ¢GyHKIUjE yi,...,Y, Aupepenunjabunae n — 1 myra, jegaH mOrogaH HAYMH &

ce yTBpAU BUXOBA JMHEAPHA HEMIABUCHOCT je M3pauyHaBame HBUXOBe gelliepMmunanile Bponckor:

Y1 Y2 T Yn
/ / /
Y1 Ya T Yn
Wlys, .-, ynl : : . :
(n—1) (n—1) (n—1)
Y1 Ya T Yn
Hawnwme, ako cy ¢yuruuje yi,...,y, IUHEAPHO 3aBHUCHE, OHIA je jenHa O KOJOHA y neTepMUHAHTU Bpon-
CKOI' JIMHeapHa KOMOWHAIMja OCTaJUX, T€ je BPENHOCT NeTepMUHAHTEe Hyaa. JIpyrum pedmma, axo je
Wlyi,...,yn] # 0 y Markap jemsoj tauyku, TO je CUrypaH 3HAK Ha Cy (QYHKOUjE Y1,...,Y, JIUHEADHO He3a-
BUCHE.
Hexa HaMm je canma narto je n JIuMHeapHO HE3ABUCHUX N IIyTa AU(GEPEHNNjabUIHUX QYHKIU]A Y1, Y2, - - -, Yn

o npoMeHspuBOj . Kako Hahm nudpepeHnujanny jenHaYMHY 4Yuje je ONIITE peElIeHe
y=Ciyr+ Coyz + - + Cryn?

Omnucanu nocrynak eaunMmuHanuje koucrantu Ch,...,C), jemHe mo jemse cBakako je mo3BosbeH. Mmak, y
OBOM CJIyuajy meTepMuHaHTa BpoHCKOT HaMm maje npeunmy. PyHKmmje y1,. .., Y, U Y Cy JUHEADHO 3aBUCHE,
Te je BUXOBa HeTepMUHaHTa Bpouckor (mmmensuja (n+1)x(n+1)) jennaka mymm:

Y Y1 Yn

v o
W[y7yla"'7yn]: . : .. : :Oa

ORI RN

a OHa je HAKOH pa3BUjama HUIITA APYrO IO JWHeapHAa AU(PEepEeHNUjaHa jeHAYMHA IO Yy pena n.

IIpumep 1.3. Hahiu mudepentmjanny jennauuny uuje je ommre pemewme y = C1(x + 1) + Coy/.

Pewemwe. mamo 31 =z +1uys =2/, majey, =1, yf =0 u 9 = %z_1/2, yy = fi:c_?’/? Caemnn na je
y atl @l 1 1 -z
0=Wly,yr,yl =y 1 o2 =—22Py+ 2@+ 1)y — ——a /%y,
7 1.,.-3/2 4 4 2
Y 0 —3T

mro MEOEemeM ca 4r3/2 mocraje 2(x? — x)y” 4 (x + 1)y’ —y = 0.

1.3. Jemmaumne y KOjuMa He yUYeCTBYje Yy WM T

Y oBuM ciydajeBUMa IOTOJHMM CMEHAMa CHIDKABAMO pel naTe Au(PepeHNnUjasHe jeqHAUYNHE 3a jelaH.

o Ciayuaj 1. IIpernocraBumo na y mudepeHIUMjaaHO] jeIHAUMHM HE ydYecTBYyje (YHKIUja Yy, Mana
yuecrByjy mssomm i, ..., yM.

OBo je ouursnennuju ciayuaj: cmena z(x) = y'(x) ommax cBOAM jeqHAYUHY HA HOBY jeAHAUUHY IO Z
pena n — 1.

LJézef Maria Hoene-Wrorski (1776-1853), mOmCKA HAYUHIK



Ipumep 1.4. Pemmru jemnaunny y' = xy”.

Pewemwe. Cvenom z =y mobujamo z = xz’ = xdz/dx, mTo je jemmaumna ca pa3mBOjeHNM TPOMEHILUBUM:
dz/z = dz/z. Warerpamuja maje In|z| = In|z| + C, 1j. |z/z| = e, onakne je y' = z = Cox 3a Heky
xoncranty Cp. Jom jemma murerpanuja maje xomauno y = [y'de = Ciz* + Cs, rae cy Ci(= %CO) u
C5 mIpou3BOJbHE KOHCTAHTE.

IIpumep 1.5. Pemnrn jemnaunny y'> —y' = x.

Pewemwe. OBo je mpumep jeanaumne Koja ce pemasa mapamerapcku. Osmaummo 3 = t, Tako ga je t3—t = x.
Tana je dr = (3t* + 1)dt, ma umamo
y= [y'de= [t(3* + 1)dt = 3t* + 51> + C.
Jlobunu cMo pememe y mapaMeTrapckom obmuky: (x,y) = (2 —t, %t‘l + %tQ +C).

o Cuayuaj 2. IIpernocraBumo na y audepeHnujatHoj jeJHAYNHN He ydeCTBYje IPOMEHJbUBA T, MAIa
YUYECTBYjy (QYyHKIU]A i U H-EHU U3BOAU 1O T2 Y, .. ., y(”). OBakBe jeqHAUMHE Ce HA3UBAJY AYWOHOMHE.

Hacrojumo ma ce mormyno ocsiobomumo HeBumsmuse npomenssuBe . Cehame Ha BY jomn 4yBa HEH
nupepennujan dr, a OH je CByZa, jep CBU M3BOAU Cy no x: Haume, y' = dy/dx, y' = d(%)/daz T,

Nneja je na onpemumo kako y' 3aBucu on y. pyrum peunMa, y TpOrJamaBaMo 3a HOBY NPOMEHJLUBY,
a y' = z(y) 3a menosnary ¢yurnujy no y. Kako je dr = dy/z, uzBomu (gyHKIMje y 0O & BUMEr pena MOTY

ce M3Pa3uTH OpeKo Y, z u u3somda 2, 2", ... mo y. 3aucra,
dy’ d d dy”  d(z7 d(z2'
"= % = é =z d—; =z, y"'= dyx = (;;) =z (;yz ) _.. (22) = 2(22" + 2'%), wrn.

OsBako ce mosia3Ha jegHAYMHA [0 Y IpETBAPa y jeIHAUMHY IO Z, aJU 3a jeaH Mamer pela.

Bex6e pam, sabure y™* u y®). Mma mu meke 3axonurocTn?
IIpumep 1.6. Pemmtu jemmaunny vy’ = y'(1 — 2y).
Pewewe. Cmenom y' = z(y) mara jemnauyumna mocraje
22" = 2(1 - 2y),

mTo je jemHaumHa ca pasasojeHnM npomensmusuM: dz = (1 — 2y)dy. Wurerpammja naje y = z =

y—y?>+C, 1j. doe = y_j%. ITonoBHOM MHTErpaIujom nobMjamMo

dy 1 2y — 1 . 1
- — ot D Cy=/—C— =
’ /yfy2+0 o, M o, T maede Gr=y e

Konauno, y = § — Cy tg(Chrz + Cs), rae je Cy = C1D.

1.4. 3anmanm

1. Hahu mudepennujanny jemnaunny umje je ommre pememe y = Cix + Coe®.

2. Hahu mudpepennujanny jennauuny yuje je ommre pememe y = Crzcosx + Coxsina.

z+Cq
x+Co *

3. Hahu mudepennujanny jennauuny duje je ONIITE DEUIEHE Y =

y'+1
.

4. Pemmtu mupepentmmjanny jennaunny (x + 1)y” =
Hahu onmre pememe mudpepennujanne jenaaunse ¢V =z + y'.
Pemutu mudepennmjanny jenuauuny y'e? + 4" = 0.

Hahwu pememe jennaunue y’ = y'(1 —y).

Hahu pememe jemnaunne y?y”’ =y’ xoje 3amnosomasa noderne ycaose y(0) = y'(0) = 1.

© o N o o

Hahu ono pememe jemnaunne e*T¥y" = 1 koje 3amoBosbasa yciaos lim, o y(z) = 0.



10.

Pemmru mudepenmujanmy jemnaumny y” = (1+2tg? z)y ysobemem momohne ¢pyurnmje z =y’ —ytgz.

1.5. Pemema

. Pen jemmaunmne 6uhe 2. Ilpu tome je ¢y = C1 + Coe® u 3y’ = Cye®. Ommax mmamo C; =y —y” un

Cy = e *y”. Yepwhusamen y jennaumny 3a y mobujamo y = (y' —y" )z + ", Tj.

zy” —(z+1)y +y=0.

. ®yurnuja z = £ = C; cosx + Co sinx 3anoBomasa mudepenimjanny jeanauuny z” + z = 0.
2 1"
Bparumo y: mmamo 2’ = (£) = “’yx—{y uz' = (””yl;y) =4 72“’ 2 Tako jemmaumma 2" + z = 0
mocraje
" —2xy + (2° 4+ 2)y = 0.
Tpaskena jempaunna nmahe pen 2, ma 3aTo HaJgasuMmo y' = (a+02)2 ny' = ((fiicc)vé IHememeMm oBe
nse jemHakocTy emuMmuHAIeMo Co:
2/ 4 /3
x4+ Cy = — ?,JI u omatie O — Cy = —(x+ Co)*y = —%.
Y Y
Cana ybamueame y npBy jemmakocT maje y = 1 + 6;14_6?2 =142 ,, , i (y— 1)y =2y
z+1

YBemumo cmeny z =y’ u 2’ =y”. Ocraje muueapna jemnaunna (v + 1)2' = =, mTo je jennaumna
dz dx
z+1 = x(z+1)”

— 1, mTo Tpeba joum jeaHOM MHTErpaUTH:

ca pa3aBOjeHUM MTPOMEHJHUBUM:

Cldf — leb
z4+1= IHaxkme, y' = o}

Murerpamuja naje Inlz + 1| = 1n|mi+l| + const, Tj.

y:C’l(:cfln(:chl)) —x + Cs.

. ¥YBomumo napametap t =y, unme je x = et —t. Tana je dv = (e —1)dt, a y manazumo unTErpanUjom

y" mBamyT mo du: .
y = /y”dx = /t(et —1)dt = (t — 1)e* — 5752 + A,

/ t_ 142 t 20-3 5 22, t t
y=[ydo= [ ((t—1)" —1t* + A)(e' — 1)dt = ¢ T3 e—l—g—i—A(e —t)+ B.

/!

Cumenom y' = z(y) u vy’ = 2(y)2'(y) mobujamo zz'e¥ + z =0, 1j. 2/(y) = —e Y. Cuemn
z=[Zdy=eV+Cy, T1j. dy =y =e V4 (1,

mTo je jemmaumna ca paszasojenum npomenmusuM: dr = dy/(e”¥ + C1). Unrerpanmja naje

x=— 1n(1 +Cie?) + C,
Ch
eC1e+C2 _q .
IITO Ce MOYKE eKBUBAJECHTHO 3alMMCATH Kao iy = In g rueje Cy = -CC;.

Cmenom y' = z(y) n y” = 2(y)2/(y) mobujamo 2z’ =1 —y, Te je z = [(1 —y)dy = C +y — 1y, 1j.
y=C+y— %yQ. Y nobujeHoj jemHaAYMHU MOKEMO PA3ABOjUTU MPOMEHJLUBE:

2dy
dr=————  rmeje Cy=2C+1.
Co—(y—1)
Ilama uaTEerpanuja 3asucu ol 3Haka koucranre Cp:
e Axo je Cy <0, 1j. Cg = —C?, nobujamo z = fcl arctg %= LGy y=14+0C4 th.

e Ako je Cy > 0, T1j. Co—cl,ﬂO6I/IJaM0x_2C In giJrZ,T‘]. y:Cl( —m)—i—C’g

e Ako je Cy =0, nobujamo x = F +Cy, 1j. y=1+ x—c2'



8. Cmenom y' = z(y) m y" = 2(y)2'(y) mobumjamo y%22' = z, 1j. 2’ = 1/y?, mro maTerpammjom maje
% =2=01— i Samenom nouerrux ycaosa y(0) =y’ (0) = 1 mobujamo Cy = 2, ma je 3ampaso
dy 1 dy ydy
-~ =2——, mTo ce cBOIM Ha dr = T = .
dx Y 2 — m 2y —1

WNurerpamujom ciaemu 2z + Co = y + In |2y — 1|, a 3amenom nouernor ycaosa (z,y) = (0,1) konauno
nagaszumo Cy =1, 1j. 20+ 1=y +In|2y — 1.

9. Cmerom u = x +y u v’ = gy’ jemnmaumna moctaje ayroHomMHa: v’ = e %. YBoaumo (GyHKIUjY 2:
u' = z(u). Tana je u” = z(u)z'(u) = e, mro uaTerpammjom paje z> = Cy —2e™ ", 1j. & = =
+C1 — 2e~%. OBpue cy pasasojene npomensuse: dx = +du//Ch — 2e~*. Murerpanuja naje

+r =

2
In(v/Cie* + +/Cre* — 2) + const.
(/i + G D
ch(C+Dx)

Pemasamem no u mobujamo ommre pememe: u = 21In Dy 3& HeKe KOHCTamTe CuD.

Hajsax, acummrorckn je u ~ 2(C+Dz—In(Dv/?2)) kama © — +00, a Tpeba HaM u = T+Y ~ T, IIa CIeIn
D=1uC=In(Dv2) =—1In2. Haron cpebusama rxonauno nobujamo y = 21n (e”/? + Le=/2) — a.

10. Kaxo je (tgx) =cos 2z =1+tg?x, mvmamo 2/ =" —y'tgx — y(1 +tg?x). Cana je
2 ztgr=vy" — (14+2tg%z)y =0,

mITO je jefHaurMHa ca Pa3ABOjeHMM NPOMEHLUBUM 10 z: dz/z = —tgx dr. Wmrerpammjom ciemm
In |z| = In|cosz| + const, Tj. z = Cj cosx.

Ocraje na pemmmo jemmaumny 1o y: 4y —ytgxr = z = Crcosz. To je nuHeapHa jenHadMHa U HEHO
pememe je y = A(sinz + ) + £ rne cy A= 1C) u B npoussomue koncrante.

cos T cosx’

OO



