
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

1. Opxte diferencijalne jednaqine

1.1. Uvod

U opxtem sluqaju, diferencijalna jednaqina reda n je jednaqina oblika

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

gde je F neka funkcija po promenǉivoj x, nepoznatoj funkciji y i ǌenim izvodima y′, . . . , y(n).

Opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine reda n obiqno zavisi od n slobognih konsx̄̄anx̄̄i C1, C2,
. . . , Cn. Moжemo ga dobiti u nekom od slede�ih oblika:

◦ eksplicitni oblik: y = f(x;C1, . . . , Cn);

◦ implicitni oblik: f(x, y;C1, . . . , Cn) = 0;

◦ parametarski oblik: x = g(t;C1, . . . , Cn), y = h(t;C1, . . . , Cn).

Najzad, ponekad postoje i rexeǌa koja se ne uklapaju u opxte ni za koji izbor slobodnih kon-
stanti C1, . . . , Cn (qak ni beskonaqnih). Ta rexeǌa zovemo sin ı̄ularnim i obiqno se pojave onda
kada u procesu rexavaǌa jednaqine delimo neqim xto moжe biti nula. U ovom kursu �emo se
zadovoǉavati pronalaжeǌem opxteg rexeǌa.

Primer 1.1. Opxte rexeǌe jednaqine y′2 = y je y = 1
4 (x+ C)2.

Zaista, imamo dy/dx = y′ = ±√y i odatle dx = ±dy/√y, xto integracijom daje x+ C = ±2√y.
Me�utim, funkcija y = 0 je tako�e rexeǌe, a ne dobija se ni za jedan izbor konstante C. To
je singularno rexeǌe.

1.2. Formiraǌe jednaqine na osnovu opxteg rexeǌa

...Dax̄̄o je rexeǌe, na�i zagax̄̄ak...

Nax prvi kontakt sa ovim pitaǌem bio je u Matematici 2, u odre�ivaǌu ortogonalnih tra-
jektorija. Familija krivih, zadata jednaqinom oblika f(x, y, C) = 0 sa slobodnom konstantom C,
mogla se opisati kao opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine prvog reda.

Sada zamislimo da imamo n slobodnih konstanti C1, . . . , Cn. Dakle, imamo familiju funkcija
datu jednaqinom oblika

y = f(x;C1, . . . , Cn), ili implicitno, F (x, y;C1, . . . , Cn) = 0.

I ona se moжe opisati kao opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine, ali reda n. Naime, sama
jednaqina funkcije y i ǌeni izvodi do n-tog reda da�e nam sistem sa n + 1 jednaqina po n
,,nepoznatih” C1, . . . , Cn. Teorijski, iz n od ǌih moжemo da ,,reximo” taj sistem, izraжavaju�i
konstante Ci preko funkcije y i ǌenih izvoda. Umetaǌem dobijenih izraza za Ci u preostalu
jednaqinu dobi�emo diferencijalnu jednaqinu po y reda n.

Primer 1.2. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y =
1

C1x+ C2
.

1



Rexeǌe. Zbog dve slobodne konstante traжena jednaqina ima�e red 2. Nalazimo

y′ =
−C1

(C1x+ C2)2
i y′′ = − 2C2

1

(C1x+ C2)3
.

Iz prve jednakosti nalazimo C1 = −y′/y2. Kako je C1x+ C2 = 1/y, zamenom u drugu jednakost

dobijamo y′′ = − 2y′2

y4 · y3, tj.
yy′′ = 2y′2.

Podsetimo se i xta je to linearna nezavisnost:

◦ Funkcije y1, . . . , yn su linearno nezavisne ako ne postoje konstante C1, . . . , Cn koje nisu sve nula
takve da je y = C1y1 + · · ·+ Cnyn = 0.

Pod pretpostavkom da su funkcije y1, . . . , yn diferencijabilne n− 1 puta, jedan pogodan naqin da
se utvrdi ǌihova linearna nexavisnost je izraqunavaǌe ǌihove gex̄̄erminanx̄̄e Vronsko ı̄1:
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Naime, ako su funkcije y1, . . . , yn linearno zavisne, onda je jedna od kolona u determinanti Vron-
skog linearna kombinacija ostalih, te je vrednost determinante nula. Drugim reqima, ako je
W [y1, . . . , yn] 6= 0 u makar jednoj taqki, to je siguran znak da su funkcije y1, . . . , yn linearno neza-
visne.

Neka nam je sada dato je n linearno nezavisnih n puta diferencijabilnih funkcija y1, y2, . . . , yn
po promenǉivoj x. Kako na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe

y = C1y1 + C2y2 + · · ·+ Cnyn?

Opisani postupak eliminacije konstanti C1, . . . , Cn jedne po jedne svakako je dozvoǉen. Ipak, u
ovom sluqaju determinanta Vronskog nam daje preqicu. Funkcije y1, . . . , yn i y su linearno zavisne,
te je ǌihova determinanta Vronskog (dimenzija (n+1)×(n+1)) jednaka nuli:

W [y, y1, . . . , yn] =
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= 0,

a ona je nakon razvijaǌa nixta drugo do linearna diferencijalna jednaqina po y reda n.

Primer 1.3. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = C1(x+ 1) + C2
√
x.

Rexeǌe. Imamo y1 = x+ 1 i y2 = x1/2, pa je y′1 = 1, y′′1 = 0 i y′2 = 1
2x

−1/2, y′′2 = − 1
4x

−3/2. Sledi da je

0 = W [y, y1, y2] =
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x−3/2y +

1

4
x3/2(x+ 1)y′ − 1− x

2
x−1/2y′′,

xto mnoжeǌem sa 4x3/2 postaje 2(x2 − x)y′′ + (x+ 1)y′ − y = 0.

1.3. Jednaqine u kojima ne uqestvuje y ili x

U ovim sluqajevima pogodnim smenama sniжavamo red date diferencijalne jednaqine za jedan.

◦ Sluqaj 1. Pretpostavimo da u diferencijalnoj jednaqini ne uqestvuje funkcija y, mada

uqestvuju izvodi y′, . . . , y(n).

Ovo je oqigledniji sluqaj: smena z(x) = y′(x) odmah svodi jednaqinu na novu jednaqinu po z
reda n− 1.

1Józef Maria Hoene-Wroński (1776-1853), poǉski nauqnik
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Primer 1.4. Rexiti jednaqinu y′ = xy′′.

Rexeǌe. Smenom z = y′ dobijamo z = xz′ = xdz/dx, xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim:
dz/z = dx/x. Integracija daje ln |z| = ln |x| + C, tj. |z/x| = eC , odakle je y′ = z = C0x za neku
konstantu C0. Jox jedna integracija daje konaqno y =

∫

y′dx = C1x
2 + C2, gde su C1(=

1
2C0) i

C2 proizvoǉne konstante.

Primer 1.5. Rexiti jednaqinu y′3 − y′ = x.

Rexeǌe. Ovo je primer jednaqine koja se rexava parametarski. Oznaqimo y′ = t, tako da je t3−t = x.
Tada je dx = (3t2 + 1)dt, pa imamo

y =
∫

y′dx =
∫

t(3t2 + 1)dt = 3
4 t

4 + 1
2 t

2 + C.

Dobili smo rexeǌe u parametarskom obliku: (x, y) = (t3 − t, 3
4 t

4 + 1
2 t

2 + C).

◦ Sluqaj 2. Pretpostavimo da u diferencijalnoj jednaqini ne uqestvuje promenǉiva x, mada

uqestvuju funkcija y i ǌeni izvodi po x: y′, . . . , y(n). Ovakve jednaqine se nazivaju aux̄̄onomne.

Nastojimo da se potpuno oslobodimo nevidǉive promenǉive x. Se�aǌe na ǌu jox quva ǌen
diferencijal dx, a on je svuda, jer svi izvodi su po x: naime, y′ = dy/dx, y′′ = d( dydx)/dx itd.

Ideja je da odredimo kako y′ zavisi od y. Drugim reqima, y proglaxavamo za novu promenǉivu,
a y′ = z(y) za nepoznatu funkciju po y. Kako je dx = dy/z, izvodi funkcije y po x vixeg reda mogu
se izraziti preko y, z i izvoda z′, z′′, . . . po y. Zaista,

y′′ =
dy′

dx
=

dz

dx
= z · dz

dy
= zz′, y′′′ =

dy′′

dx
=

d(zz′)

dx
= z · d(zz

′)

dy
= z · (zz′)′ = z(zz′′ + z′

2
), itd.

Ovako se polazna jednaqina po y pretvara u jednaqinu po z, ali za jedan maǌeg reda.

Veжbe radi, na�ite y(4) i y(5). Ima li neke zakonitosti?

Primer 1.6. Rexiti jednaqinu y′′ = y′(1 − 2y).

Rexeǌe. Smenom y′ = z(y) data jednaqina postaje

zz′ = z(1− 2y),

xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim: dz = (1 − 2y)dy. Integracija daje y′ = z =
y − y2 + C, tj. dx = dy

y−y2+C . Ponovnom integracijom dobijamo

x =

∫

dy

y − y2 + C
= − 1

C1
arctg

2y − 1

2C1
+D, gde je C1 =

√

−C − 1

4
.

Konaqno, y = 1
2 − C1 tg(C1x+ C2), gde je C2 = C1D.

1.4. Zadaci

1. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = C1x+ C2e
x.

2. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = C1x cosx+ C2x sinx.

3. Na�i diferencijalnu jednaqinu qije je opxte rexeǌe y = x+C1

x+C2
.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu (x+ 1)y′′ = y′+1
x .

5. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine ey
′′
= x+ y′′.

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ey + y′ = 0.

7. Na�i rexeǌe jednaqine y′′ = y′(1− y).

8. Na�i rexeǌe jednaqine y2y′′ = y′ koje zadovoǉava poqetne uslove y(0) = y′(0) = 1.

9. Na�i ono rexeǌe jednaqine ex+yy′′ = 1 koje zadovoǉava uslov limx→+∞ y(x) = 0.
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10. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ = (1+2 tg2 x)y uvo�eǌem pomo�ne funkcije z = y′−y tg x.

1.5. Rexeǌa

1. Red jednaqine bi�e 2. Pri tome je y′ = C1 + C2e
x i y′′ = C2e

x. Odmah imamo C1 = y′ − y′′ i
C2 = e−xy′′. Uvrx�ivaǌem u jednaqinu za y dobijamo y = (y′ − y′′)x + y′′, tj.

xy′′ − (x+ 1)y′ + y = 0.

2. Funkcija z = y
x = C1 cosx+ C2 sinx zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu z′′ + z = 0.

Vratimo y: imamo z′ = ( yx )
′ = xy′−y

x2 i z′′ = (xy
′−y
x2 )′ = x2y′′−2xy′+2y

x3 . Tako jednaqina z′′ + z = 0
postaje

x2y′′ − 2xy′ + (x2 + 2)y = 0.

3. Traжena jednaqina ima�e red 2, pa zato nalazimo y′ = − C1−C2

(x+C2)2
i y′′ = 2(C1−C2)

(x+C2)3
. Deǉeǌem ove

dve jednakosti eliminixemo C2:

x+ C2 = −2y′

y′′
i odatle C1 − C2 = −(x+ C2)

2y′ = −4y′3

y′′2
.

Sada ubacivaǌe u prvu jednakost daje y = 1 + C1−C2

x+C2
= 1 + 2y′2

y′′ , tj. (y − 1)y′′ = 2y′2.

4. Uvedimo smenu z = y′ i z′ = y′′. Ostaje linearna jednaqina (x + 1)z′ = z+1
x , xto je jednaqina

sa razdvojenim promenǉivim: dz
z+1 = dx

x(x+1) . Integracija daje ln |z + 1| = ln | x
x+1 | + const, tj.

z + 1 = C1x
x+1 . Dakle, y′ = C1x

x+1 − 1, xto treba jox jednom integraliti:

y = C1

(

x− ln(x+ 1)
)

− x+ C2.

5. Uvodimo parametar t = y′′, qime je x = et−t. Tada je dx = (et−1)dt, a y nalazimo integracijom
y′′ dvaput po dx:

y′ =

∫

y′′dx =

∫

t(et − 1)dt = (t− 1)et − 1

2
t2 +A,

y =

∫

y′dx =

∫

(

(t− 1)et − 1
2 t

2 +A
)

(et − 1)dt =
2t− 3

4
e2t − t2 − 2

2
et +

t3

6
+A(et − t) +B.

6. Smenom y′ = z(y) i y′′ = z(y)z′(y) dobijamo zz′ey + z = 0, tj. z′(y) = −e−y. Sledi

z =
∫

z′dy = e−y + C1, tj. dy
dx = y′ = e−y + C1,

xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim: dx = dy/(e−y + C1). Integracija daje

x =
1

C1
ln(1 + C1e

y) + C,

xto se moжe ekvivalentno zapisati kao y = ln eC1x+C2−1
C1

, gde je C2 = −CC1.

7. Smenom y′ = z(y) i y′′ = z(y)z′(y) dobijamo z′ = 1 − y, te je z =
∫

(1 − y)dy = C + y − 1
2y

2, tj.
y′ = C + y − 1

2y
2. U dobijenoj jednaqini moжemo razdvojiti promenǉive:

dx =
2dy

C0 − (y − 1)2
, gde je C0 = 2C + 1.

Daǉa integracija zavisi od znaka konstante C0:

• Ako je C0 < 0, tj. C0 = −C2
1 , dobijamo x = − 2

C1
arctg y−1

C1
+ C2, tj. y = 1 + C1 tg

C1(C2−x)
2 .

• Ako je C0 > 0, tj. C0 = C2
1 , dobijamo x = 1

2C1
ln C1+y

C1−y , tj. y = C1

(

1− 2
e2C1x+1

)

+ C2.

• Ako je C0 = 0, dobijamo x = 2
y−1 + C2, tj. y = 1 + 2

x−C2
.
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8. Smenom y′ = z(y) i y′′ = z(y)z′(y) dobijamo y2zz′ = z, tj. z′ = 1/y2, xto integracijom daje
dy
dx = z = C1 − 1

y . Zamenom poqetnih uslova y(0) = y′(0) = 1 dobijamo C1 = 2, pa je zapravo

dy

dx
= 2− 1

y
, xto se svodi na dx =

dy

2− 1
y

=
y dy

2y − 1
.

Integracijom sledi 2x+ C2 = y + ln |2y − 1|, a zamenom poqetnog uslova (x, y) = (0, 1) konaqno
nalazimo C2 = 1, tj. 2x+ 1 = y + ln |2y − 1|.

9. Smenom u = x + y i u′′ = y′′ jednaqina postaje autonomna: u′′ = e−u. Uvodimo funkciju z:
u′ = z(u). Tada je u′′ = z(u)z′(u) = e−u, xto integracijom daje z2 = C1 − 2e−u, tj. du

dx = u′ =

±
√
C1 − 2e−u. Ovde su razdvojene promenǉive: dx = ±du/

√
C1 − 2e−u. Integracija daje

±x =
2√
C1

ln(
√

C1eu +
√

C1eu − 2) + const.

Rexavaǌem po u dobijamo opxte rexeǌe: u = 2 ln ch(C+Dx)

D
√
2

za neke konstante C i D.

Najzad, asimptotski je u ∼ 2(C+Dx−ln(D
√
2)) kada x→ +∞, a treba nam u = x+y ∼ x, pa sledi

D = 1
2 i C = ln(D

√
2) = − 1

2 ln 2. Nakon sre�ivaǌa konaqno dobijamo y = 2 ln
(

ex/2 + 1
2e

−x/2
)

− x.

10. Kako je (tg x)′ = cos−2 x = 1 + tg2 x, imamo z′ = y′′ − y′ tg x− y(1 + tg2 x). Sada je

z′ + z tg x = y′′ − (1 + 2 tg2 x)y = 0,

xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim po z: dz/z = − tg x dx. Integracijom sledi
ln |z| = ln | cosx|+ const, tj. z = C1 cosx.

Ostaje da reximo jednaqinu po y: y′ − y tg x = z = C1 cosx. To je linearna jednaqina i ǌeno
rexeǌe je y = A(sinx+ x

cos x) +
B

cosx , gde su A = 1
2C1 i B proizvoǉne konstante.
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