MatremaTuka 3

Llywarn Bykuh

2. Jlmneapue nudepeHnmMjaHe jeTHAUNHE

2.1. Ommmrra JuHEapHa jeaHauYrmHA

JTuneapre nudepeHnrjasine jefHaunHe Cy jeqHAYNHE OOJIMKA

L(y) = y™ + an_1(2)y" Y + -+ ar(@)y’ + ao(2)y = b(a), (1)
rjae cy KOehUIUjeHTH a1, ..., a, 1 b Gpyarnuje no x. Ona je zomoiena axo je b(x) =0, Tj.
Ly) =y" + an_1(x)y" ) + -+ ar(2)y’ + ao(z)y = 0. (2)
IIpumernmo na je ¢yurmmonan L mumeapan, tj. L(Ciyr + -+ + Cryr) = C1L(y1) + -+ + CrL(yg)-
IIpema TOME, akO Cy QYHKUUjE yi,...,Y; DElleme XOMOoreHe jennaduse (2), oHa je 1O u QyHKUUja y =
Ciy1 + - - - + Cryk, 3a ma roje xoucranre C,...,Ck.

Axo je y, jenno pememe Hexomorere jemuaunse (1), onna je L(y—vyp) = L(y) — L(yp) = b(z) —b(z) = 0.
HOpyrum peunma, y — yp je pememe onrosapajyhie xomorene jemuauume (2).

e Ommre pememe jemmaunse (2) peaa n uMa 06IUK
y=Cry1 + Coya + - + Cryn,

roe Yi,Y2,---,Yn IPEICTABIHAJY N JIMHEAPHO HE3aBUCHUX PeIlema. 3a OBUX 1 Pellelna KakeMO na
4nHe GYHGAMEHTUANHY CUCTLEM PEULERE.

e Omnmre pemene jennauune (1) uma 06Uk
Yy =yp+n 3)

rue je y, jemuo (T3B. UapWuKyaapHO) pelleme Te jenHaduse, a y =y = Ciyr + -+ - + Chy, otwie
ZOMOTEHO PeIlemhe - Tj. OIIITe pememne oaropapajyhe xomorene jemnauunue (2)

Koucrantre Cy,...,C, cy upoussomue. OHe ce MOTY oApeaUTH NOUYEeTHUM (IOHEKA HA3BAHUM ,, Komu-
jesum?”) yciaoBuMma, Tj. Kama Cy 3ajaTe BPEITHOCTHU (yHKIUje U/UIM HEeHUX U3BOJa y HEKUM TadKaMa.

IIpumep 2.1. Pemurtu nudpepennmjanny jennauuny y” — 3y’ + 2y = 1.

Pewewe. Onmax BUINMO Ia je jeTHO MapTUKYJIapPHO Pellewme ), = %

Xowmorena pememna norpaxnhemo v obaury y = e**. Tazma je ¢y = e u y” = A2e*?, re je

Y — 3y 4 2y = (A2 — 3\ + 2)e??,

IITO je Hysa ako 1 caMo ako je A = 1 mmu A\ = 2. Haxne, y; = €® u g = €2* cy XOMOreHa pellema.

YBepuMO ce Ja cy OBa [Ba XOMOT'€HA Pellena JWHEAPHO He3aBHCHA: HUXOBa JeTepMuHaHTa Bpon-

CKOT je
e~ 623,

e’ 22

Y1 Y2 3z
W = =e 0.
(T *

Haxne, y, = C1e® + Coye?”.

IIpema Tome, onmTe pememe gaTe jeTHAYUHE je Y = Yp + Yp = % + Cre® + Coe?®.

2 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), d¢pamnmnyckn matemMaTudap



2.2. JluHeapHa jemqHaumHAa ca je JHUM MO3HATUM PelieHheM

Onmre pememe xomorene jemHauune (2) oxpebeno je ca n jauHeapHO HE3aBUCHUX pemlema. llper-
IOCTABMMO Ia HAM je IMO3HATO CaMO jeIHO pelieme, HOp. Y. Y BoDemeM cMeHe y = y12z JaTa jeIHadYnHa,
ce CBOIU Ha jeNHAUYMHY IO HOBOj (YHKIU]U z, Pela Mamer 3a 1.

IIpumep 2.2. Pemurn jemmauuny y” — 2y’ +y = 0.

Pewewe. Kao y mpeTxommoM mpuMepy, MOTPasKAMO pereme y obuanky y = e**. Jlobuhemo 3" — 2y +y =
(A2 — 2\ 4+ 1)e*®, mTo je myna camo 3a A = 1. Jlakre, jemno pememe je y; = €%, a Koje je apyro?
YBomumo cmeny y = e*z. Rako je

v =e"(Z+z2) u y' =e"(2"+2+2),
mvamo 0 =y — 2y +y = €®2”, omakye je 2" = 0.
Cruenu ma je z = Cy + Cax u, ronauno, y = (C7 + Cax)e”, wro je ommre pemene JaTe jerHadnHe.
(Opmrosop Ha nurame ,a Koje je apyro?”’ morao 6u ma 6yue yo = xe®.)
[TpeTnocTaBUMO ma UMaMO ONIITY XOMOTEHY JUHEAPHY jeIHAUYWHY IPYTOr Pena
y" +p(@)y +a(z)y =0
Jrje HAM je jeIHO peleme Y MO3HATO. 3aMEHOM

!

y=wmz Y =n+yz u ¥ =y +200 +yz
nooujamo
0=y12" +2y12" +yi'z + p(x) (12" + y12) + q(x)y12

=y12" + (2y; + p(x)y1)2 + (i + =q(@)y1)z = y12" + (2y) + p(x)y1)z’

(mpumerumo na je yi +p(x)y] +q(x)yr = 0 jep je y; pememe), mWTo je jeaHaunHa IPBOT Peaa MO (GyHKIUjU
u = 2. Heno pememe je u = Cye™ P9 /y2 onakie wmamasumo z = Judz. IloBujamo ommre pememe y

00Ky
effpd:v
Y=y C1+02/?dlﬂ .
1

OsBo ce noneran masusa Juyeusosom® gopmyaom.

2.3. XoMoreHa JInHeapHa jeqHAUMHA Ca KOHCTAHTHUM KOe(pUIjeHTIMAa

Hara je nupepeHnujanHa jerHaYMHA
L(y) =y™ + an1y"V + -+ a1y + aoy = 0. (4)

Vcmurajmo 3a koje A je pyurmmja y = e’ pememe ose jemmaunue. Kaxo je y®) = N\reA? | pvamo L(y) =
P(\)er, rae je
PN = X"+ a, A\ P ad 4 ag (5)

Kapaximiepuciliuuny Goaunom jemaaunne (4). Hakme, y = e’ je pememe oBe jeHAUMHE aKO W CAMO aKO je
A Hyna nomuHOMa (5).

[Mrasume, ako je A myma noauroma (5) ca sumectpykomhy r (1j. (x—\)" meau momuaom P(x)), onna
cy

e)\:c, xe)\;c, x2ez\m, o Ir—lez\x

pemema jexuauuse (4).

OBo ocTaje Ha CHA3U U aKO ¢y A = @+ bi KOMILIEKCHU KOPEHU KAPAKTEPUCTUIHOT TOJUHOMa (OHU yBEK
nonaze y mapy). Mebhyrum, y Tom cayuajy je

y = e = e%(cos bx + i sin bx)
KOMIIJIEKCHO Delllerne jenHaunte (4), ma 3aTO yMECTO HUX MOMKEMO y3€TH
y1 = Rey =€ cosbxr u ys=+Imy=e"sinbx

Kao0 peatiHa pelena.

3 Joseph Liouville (1809-1882), ¢panmycku MaTeMaTugap



Ipumep 2.3. Pemmuru jennauuse:

(a) y"" =Ty + 6y =0,

(6) y) —y" —2y' +2y =0,
(7) (5) "no__

(8) 'V + 2y + ¢ =0.

Peweme. (a) Kapakrepuctuamu momaom je P(\) = A3 —7A+6 = (A —1)(A—2)(\ +3). Iaxrne, dyrmamen-
TAJHI CHCTEM pellera unmHe GYHENmje y; = eM? = %, yy = 2% = 2% y y3 = ™% = ¢737 a ommre
pememe je y = C1e® 4+ Cre®® + Cze 3%,

(6) Kaparrepuctuunn momaoMm je P(A) = A* — A2 — 2\ + 2 = (A — 1)2(A\2 + 2\ + 2), a merose HyIe Cy
A= —1+41iu gBocTtpyka A = 1.
— IlBocTpykoj mymu A = 1 omrosapajy pemema e u ze’”, 1j. e u we”.
— Tapy rommuekcHux Hyaa A = —1 £+ ¢ (mro je a £bi 32 a = —1 u b = 1) oarosapajy pememna
e Pcosr me “sinz.
Onmre pememe je y = (Cy + Cox)e® + e *(Cycosx + Cysinz).
(8) Kapakrepuctwunu mommmom je P(A) = A7+ 2X° + A% = A3(\? + 1)2, a merose myse cy A = 0 ca
BuirecTpykomhy 3 u A = +i ca BumecTpykocTAMa 2.
— Tpocrpykoj Hyiu A = 0 oxrosapajy pemema e, xe’ z2e* 1. 1,x,22.
— JIBOCTPYKUM KOMILIEKCHUM HysnamMa A = +i (mTo je a®bi 3a a =0 u b= 1) ogrosapajy pemema
cos T, TCosx, sinx, rsinx.

Ommre pememe je y = C1 + Cox + C322 + (Cy + Csx) cosx + (Cg + Cra) sin z.

2.4. Meron Heonpebenux rkoedumujenara

[IpernocraBumo fa HaM je maTa HEXOMOIeHa JIMHEApHA jeqHAUYMHA Ca KOHCTAHTUM KOe(UIjeHTUMA
L(y) = y"™ + ary™ ™V + -+ a1y + any = b(2). (6)

C 063upom Ha (3), yCHemmHo pemasame OBaKBe je THAUMHE 3aXTeBa HAJIAKEHE ONIITEr XOMOTEHOT PeIleha,
KOje canma ymeMmo na HabheMo, Ka0 U jeIHOT MapTUKYJIAPHOT Pelema. Y HEKUM CIENUjaJHUM CIydajeBuMa
OBJIMK MAPTUKYJIAPHOD Pellena Ce MOMKe HONONUTHU. JemaH TakaB ciayuaj je kana je b(x) 36up HEKOJIUKO
dynrmmja obauka x¥e™ cosbr mmm x¥e sin bx.

e Heka je y jennauunu (6) ¢pyuruuja b(x) obaura
e* (Py () cos Bz + Pa(x) sin fz),
rme cy P; u P, nonunomu crenena we Beher on k. Tana ce maprukyinapHO pelieme jeqHaunHe MOKe

Hahwu y oGnuky ]
y=z°e” (Ql(ac) cos Bx 4+ Q2(x) sin Bx),

rme cy Q1 u Q2 takobhe mosumuomu crenena me Beher om k, a s je BUImecTpyKOCT Kopena « + (i y
KapaKTePUCTUYHOM TIOJUHOMY jeTHAUUHE.

Ipumep 2.4. Pemury jennavumue:

(a) ¥’ — 4y + 3y = (z — 1)e**,
(6) y' +y = cosz.

Peweme. (a) Kapakrepuctuunu nosmuaom je T(z) = 2% —4x + 3 = (v — 1)(x — 3), ma je XOMOTEHO pelTee

jeHaYnHe )
Jen yp = Cre®” + Cae®®.

Hame, a =2, B =0u Pi(z) =z — 1 (mema nomunoma P»), onakie je k = deg P, = 1. Hajzan, a+ i
HUje HyJIa KapAKTePUCTUUHOr MoauHOMa (Tj. TO ,,je” Hyma sumectpykoctn 0), Te je s = 0. IIpema
TOME, NAPTUKYIAPHO PEIIEHe TPAKIMO ¥ 00UKy

Up = 27€ (Qu ()eosOFF Qala}irOT) = Qs ()6,

rae je Q1(x) = A+ Bx monmuoMm crenena Hajsume k = 1.

Ocraje ma onpemunvo A u B. Kako je

yp = (Bx + A)e*,  y, = (2B + 24+ B)e*, y) =4(Bx+ A+ B)e™,



miamo (z — 1)e?* = Yy, — 4y, + 3yp = (— Bz — A)e?®, onakne je B=—1, A=1muy, = (1—1z)e**.

Ommre pememe je Y= yp+un = (1 )2 1 Cre® + Cocd™.

(6) Kapakrepuctwunu nomuaom je T'(z) = 22 + 1 = (z +i)(x — i), a XoMOTeHO pememe

yp = Crcosx + Cosin.

Y oBom cayuajy je a =0, f =1, Pi(z) =1 u Pa(x) =0, e je k =0, mro 3uaunu na cy Qi(x) =An
Q2(x) = B roucranre. Kako je a+ i = i jemnocTpyka myna nonunoma 1'(z), mmamo s = 1. 3ato
HapTUKYJIAPHO PEMICHE TPAKAMO y OOIUKY

yp = x(Acosz+ Bsinz) = vy, = (A+Bx)cosz+(B—Ax)sinz, y, = (2B—Ax)cosx — (2A+Bx)sin .
Hajzam, cosx = y;,' +yp =2Bcosz — 2Asinz, onakne je B = % nA=0,1j. y,= %xsinx.

Omnurre pememe je Yy=yp+yn= Cicosx + (%erCQ)sinx_
IIpumep 2.5. Pemmru jemmauuny y”' — 3y’ + 2y = e® 4 2% 4 3%,

Pewemwe. Xomoreno pememe je y; = (C1 + Cox)e® + Cze™ 7.

Y 0oBOM ciIy4dajy ¥, je 30up TpuU mapTUKyJIapHa Pelema:

— Yp, - HAPTUKYJIAPHO pememne jennauute y” — 3y + 2y = e,
— Yp, - MAPTUKYJIAPHO pememe jemnaunse y" — 3y’ + 2y = e~ 2%,
— Yp, - TAPTUKYJIAPHO pememe jemnaumnse y" — 3y’ + 2y = 32,

Hame mocrynmamo Ha Beh ommcan HaumH. OBa Tpu HapTUKyJIapHa pellelma UMajy OOIuEe iy, =
Az*e®, yp, = Bre™** u y,, = Ce3*. Hamasmmo A =3, B=¢u C = 5.

Ommre pememne je Yy = Yp, + Ypo + Yps + Yn = %xQex + %xeih + 2—106395.

2.5. Meron Bapujamuje KOHCTAHTE

Osaj meron, mpunucan Jlarpamsy?, jaun je om metoma meompebherux xKoedurmujenaTa, jep He 3aXTeBa
cunenujanan obauk necue crpane y (6):

L(y) = y™ + a1y + -+ a1y’ + any = bla).

IIIraBumre, on MOke Ja ce KOPUCTU U aKO KOEPUIUjEHTU a1, ..., 0, HACY KOHCTAHTHU - IIOJ YCJIOBOM Ia
cMo y crtamy na Habemo ommTe XOMOreHo pememe. MebyTum, padyH je dyecTo mumaBuju.

Oo6paumuhemo cayuaj n = 2. pyrum peumma, garta HaM je jeAHAUYWHA APYLOr Pena
vy + a1y’ + agy = b(x).

Jmje HaM je ommTe XOMOreHo pememne Yy, = C1y; + Coys nmo3naro. Tanma u omnmrre pememe nare jeaHadvnHe
MOMKE Ia ce 3amuiie y oBakBoM o0suky, anu Cy m Cp mHelie Hy:KHO OMTH KOHCTAHTE:

y = Ci(x)y1 + Ca(x)yz.

Cana cy Cy u Cy weuosnatue gynxyuje. Hapasro, taxsux maposa (Cp,Cy) mMa MHOIO, ajiyl MU MMAMO
mpaBo ma UM HAMETHEMO MOJATHU yCJOB TAKO na u3somm 4y’ u y’ Oymy mTo jemnocTaBHUju:

y = Cuyy+ Coyh | +C Ly2 | «— namehemo ycuoB ma je oo myna

y'= Ciry + Cayl |+C1y; + Chyh | +— ronuro Tpeba na Gyme oBo?

OsBaro he mosasHa jegHavwHa OWTH 3HAYAJHO yHpourheHa:

b(z) =y" + a1y’ + apy = C1 - (yy T=Faoy1) + Cs - (y5 5 aoy2) + Cryy + Coys.

Cse y cBemy, ¢yurmuje C1 u Cy 3a00Bo/baBajy CUCTEM jeTHAYNHA

Clyr + Chy2 =0
Chyy + Coyy = b(x).

4 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), urannjancko-(ppaHIyCKA MaTeMaTudap



Y1 Y2 .
R IIpEnoO3Ha)eMO NEeTEPMUHAHTY BpOHCKOI‘, a OHa

HI/Ije HYyJI1Q. Tako cucTemM MOKEMO PEeOInT! HIIPp. IPUMEHOM HpaMepOBor IopaBUJIa:

-b -b -b )
C] = _2 ) W(:c), C) = b1 %) W(:c) U IpeMa TOMe Y = Yo Y1 A% W(:E) dx — 1 Y2 %) W(:c)

Ierepmunanra oBor cucrema je W = Wiyr, ya] =

dx. (7)

Y cnenmehem 3anaTky MeTon HeonpebeHux koeduiujeHaTa HUje yIOTPeOJLUB, Ia je METO Bapujalnuje
KOHCTaHTEe IPUPOAaH u3bop.

IIpumep 2.6. Pemuru jemmauuny y” +y = tgx.

Pewewe. Onmre xomoreno pememe je y, = Cpcosz + Cosinz. 3aro pememe mgare jeqHAYNHE TPAKIMO Y
obuury y = Cy(x) cosz + Co(z) sinz. Pynrunje Cy n Cp Hanazumo pemasameM cucrema mo Cf u Ch:
Ci(z)cosx + Cy(z)sinz = 0,
{ —Ci(z)sinz + Ch(x) cosz = tg .
Hobujamo Cf(x) = _sintz g, Ch(xz) = sinz. Marerpaunjom caenu Cy(z) = sinx + %1n‘m| +Amn

cos T 1+sinx
Cy(x) = —cosx + B, rue cy A u B npoussosmne korcTanre. Onumre pememne gate jeqHaduHe je

y = Ci(x)cosx + Cy(z)sinz = %lner:iI’]‘ﬂcosx—i—Acosx—i—Bsinx.

Ilo amamoruju, ako HaM je maTa jegHAUYWHA
y™ +ary" Y ot anay + any = b(2),
pena n 4mje je xomoreno pememe yp = Cry; + Coys + - - + Cpy,, onmre pememe nvahe o6ank

Ch (I)yl + 02(I)y2 + 4+ Cn(x)ym

rae ¢pyuarmmje Cq, ..., C, HAIA3UMO pemaBameM cucTeMa jeaHaumHa no uzsoguma Cf,...,Cl:
Cryi +Chy2 4+ - +Chyn = 0,
Cryi 4G, + - +Chy, = 0,
Cly"™ 4G4y ™ -+ O™ = 0,
it +Ch" ™+ Y = bla).
2.6. Ojneposa’ jemmaunna
To je jenmaunna obamka
2"y™ +a, 12" Y 4 agay + agy = b(x), (8)
rae cy ai,...,a, xkoacranre. Cmenom z = e' u y(z) = y(e') = (1) oBa jenHauumna ce cBOJM Ha JUHEAPHY
ca KOHCTAHTHUM Koedumjertuma. Haume, Baxu da = eldt, Te je
dy _ _dy dly) _ dly) -
89t "_ et o2
™ dt Y T T dt ( ) W,
roe 2',2",... mpexacrasibajy m3BoJe IO HOBOj nNpoMeHsuBoj t. Tako mobujaMo
y==z ay =2, x2y” v x3y'” =" 32 L, (9)

u yommre, 2"y = P,(4)z, rae je Po(§) = &€ —1)(6—2) - (€ —n+1). Jemmaumna (8) ce npeTsapa y

JUHEApHY jeTHAYMHY 1O Z Ca KOHCTAHTHUM KOE(PUIMjEHTHMA, & HEH KapPAKTEePUCTUYHU MOJUHOM Omhe
PA) =XA=1)---(A=n+1) + -+ asA(A = 1)(A = 2) + agA(A — 1) + a1 A + ao.

IIpumep 2.7. Pemmru jemmaunny z2y” + xy’ +y = 0.

Peweme. Cvenom = = e' u y(x) = y(e!) = 2(t) cBomumo jemnaumny nma (2’ —2')+2' +2=0, 1j. 2" +2=0.
Heno ommre pememe je z = Cjcost + Cosint, anu ¢t = Inx, nakie

y=Cicoslnz + Cysinln .

5 Leonhard Euler (1707-1783), mBajnapcku MaTeMaTugap
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Ipumep 2.8. Pemuru jemmauuny (2x + 1)%y” +y = Vdx + 2.

Pewewe. U1 oo je OjnepoBa jemnaumna. 3ancra, 3amucyjeMo je y OOIUKY

dz+ 3%y +y=2\/z+ 1.

¥ KopucTumo cmeny @ + 3 = e’ u y(x) = z(t). Popmyne (9) cama rnace (z+3)y' =2 u (z+ 3)%" =

2" — 2. Jenmaumua mocraje 4z — 4z’ + z = 2et/2.

Omnmrre pememe MOCHEImHE jeqHAUNHE je 2 = (it2 + C1t + Cy)et/?, mro ¢ o63upom Ha t = In(x + %)
Haj3an naje
y=(EW*@+ 1)+ Ciln(@+ 1)+ C2) /2 + 3.

2.7. 3amamu
1. Hahwu omnmre pememe nupepeHnujaine jeIHaAUNHE y©) =y,
2. Pemutu mudepennujanny jemnauuny y” +y — 6y = €%, a 3atuM Hahu OHO pememe Koje 3aI0B0JbaBa
yeaose y(0) = y'(0) = 1.
3. Hahu pememe mudepenmujanme jemnaumue 2y” — 3y’ +y = e ! koje 3amosomasa yciose y(1) =
y'(1) =1.
4. Hahwu ono pemene mupepenunjanne jeqnauune iy’ +9y = sin x sin 22 koje 3anoBomasa ycaose y(0) = 1
u y'(0) = 0.
5. Pemuru jemmauuny vy — 2y” + 1y’ — 2y = e* + cosx.
6. Hahu onmre pememe jemnauune y’ — 4y = e%ﬂ.
7. Pemwntn mudepenumjanny jennaunny y’ —y — 2y =In(e " 4+ 1).
8. Pemmu jemmauuny x%y” —2xy’ + (22 +2)y = Sif;x. (Xomoreno pememe je y, = Cixcosz+Corsinz.)
9. Hahu ommre pememe mupepenmujanne jeqnaunne r2y”’ +xy' —y =x
10. Pemutu mudepennumjanny jemmaunmy 3y + 2xy’ — 2y = .
11. Hahu ommre pememe mudepennujanue jemnauune (v — 1)y’ — 2xy’ +4y = — 1. Ila mm je y = 8
pememe oarosapajyhe xomorene jemnauune 3a HEKO A7
12. Jemno xomoreno pememe jemnaunue (v2 — 2)y” — 2xy’ — 2y = 23 + 22 uma obauxr (az + 1)e®, rae je
a HeKa KoHcTaHTa. Hahwu meHo ommre pereme.
13. Pemuru mupepennmjanmy jemmaumny ' — 2y'tgx — 2y = 1. Huje 3abpameHO KOPUCTUTU CMEHY
2 =1Yycosx.
14. Hahu pememe jemmaumue 2y'2 — yy” = y?(xy — 1) y3 yemos y(0) = ¢/(0) = 1. Iponasu o cmena

15.

16.
17.

y=1/z7

Pemmru mudepernujanny jemmaunny y” 412422y = e*¥y® y3 mouerne ycmose y(0) = 0, y'(0) = —1.
Huje 3abpameno kopuctutu cMeny & = x(y).

Pemmru mupepennujanny jemmauuny 22y” +y' 4+ y = 2 kopumhemenm cmene z(z) = y(z?).

Hahwu ommre pememe jemmauuue (i +e )y + 9 +y = 0 ako je MO3HATO da OHO MMa OGJIUK
y(x) = (C1+Cax)yo(x), rae je yo(z) jenno naprurynapuo pememe, a C1 u Cy TPOU3BOJLHE KOHCTAHTE.

2.8. Pemema

. Kapakrepuctuanu momumom je T'(A) = A6 — A2 = A2(A — 1)(\ + 1)(A\? + 1). Hoerosum mymama 0

(mBoctpyka), 1, —1 u +i pemom oarosapajy pemema y = Cy + Cox, y = Cse”, y = Che™" m y =
Cscosz + Cgsinz. IIpema Tome, ommre pememe je y = Cp + Cox + C3e” + Cye™" 4+ Cs cosx + Cg sin x.

11



. Kapaxrepuctuunu mommmom je T(A) = A2 + A — 6 = (A — 2)(\ + 3), ma je xoMoreno pememe mate
jenmaunue y;, = C1e?* + Che 3%,

[TapTukymapHO pelmeme TPAKUMO jeJHOCTABHO Kao Yy = Ae” u Hanasumo A = *%v TaKO JIa je OIIIITe
perreme 1

Y="Yp+yYn= —Zex + Che® + Che™37,
IMouernu ycaosu najy y(0) = *411 +C1+Cy=1uy(0) = *411 +2C1 —3C5 = 1, omakie JakO HAJIAZUMO
Ci=1uCy= i. Tpaskeno pememe je y = —ie” + e + ie_&”.

. Kaparrepucruunn nommuom je T'(A) = 2X\% —3A + 1 =2(A—1)(A — 1), na je xomoreno pememe nate

jemmaunne y = Che® 4+ Coe®/2.

Iecua crpana mate jemHauumHe je %e“’, Ia MapTUKYJIaPHO PeIlelne TPaKUMO y O0IuKy ¥y, = Aze”.
Yoauusamwem 3y’ = A(x + 1)e* u ¢y’ = A(x + 2)e® mobujamo A = %, Tj. yp = ze®. Ilarme, ommTe
pememe je .

y=yp+yn=(£+Cr)e” + Coe™?.

Cazna m3 nouetrnx yciaosa mmamo y(1) = (1+ Cre) + Czel/?2 =1 m /(1) = (2 + Cre) + 5Coe/? = 1,

omakje mobujamo C7 = f% uCy = %

z—1

[Ipema TOMe, KOHAUHO pememe je y = (r — 2)e ! +2¢e 2 .

. Kapakrepuctuunm mosmmmom mare jemmaumme je T(N\) = A2 + 9 ca mymama +£3i, ma je XOMOreHO

pememe y, = C1 cos3x + Cysin3zx. Kako je mecHa crpana jemHadumse sinz sin 2z = %cos:c — %cos 3z,
. : " 1 .
NapTUKYJAPHO PEIeme NeJUMO Ha IBa NeJa: Yy, 3a jemHaunny Yy +9y = 5 CoST U Yy, 3a jeAHAUNHY

y” 4+ 9y = —1 cos 3z.
Pememe y,, Tpaxkumo y obauky y,, = Ajcosz + Assinz u namasnmo Ay = % u Ay =0

_ . _ _ 1
Pememe y,, Tpamumo y obmuKy ¥y, = Bix cos3x + Boxsin 3z u Hanaszumo By =0 u By = — 13-

IIpema Tome, ommre pememe je

Y="Yp, +Ypo +Yn = Clcosi%ac—i—(— 1—1230—1—02) sin 3x + 1—16(:0530.

Hajsan, u3 y(0) = Cy + % =1uy'(0) =3Cy =0 nobujamo C; =12, Co =0 n

16°
15 3 1 . 3+ 1

= — COSOX — — T SIn oxr — COST.
Y= 16 12 16

. Kapakrepuctuanu momamom je T(A) = A3 —2X2 + XA — 2 = (A — 2)(\2 + 1) u merose myse cy 2 u =i,

ma je XOMOI'€HO pellemhe )
yn = Cre” + Cycosx + Cysin x.

IlBa xoMOreHa pelmema TPAKUMO y obaunuma y,, = Ae” (3a ) un y,, = Brcosz+Crsinz (3a cosx)

—_1 - _ 1 = _1
u manazumo A = —5, B=—5;u C = —=z.

Ommre pememe mOA3HE jeIHAUNHE j€

Y=Y+ Yp, + Ypo = C1€** + (Co — $2) cosz + (C3 — +z) sinz — Je”.
. ®dynrnmja Ha necHOj cTpaHU He momymrTa MeTon Heoapebhenux roeduiujenara. Kopucrumo meron
Bapujamje KOHCTaHTe. XOMOTeHO pemene oBe jemnaunse je y, = C1e?® +Che™ 2%, na ommre pememne
TPAKUMO Y ODJIUKY

y = C1(z)e** + Cy(x)e 2.
[Tpu Tome cy dpyurmmje Oy (z) u Oy (x) Bezane yemosuma Cfe??+Che 2" = 0 u 20 €2 —20%e 2" =
Hanazumo na je

4
er+1°

1 2x
GO =Fary " CW=a

Murerpamujom nodujamo Cq(r) =e % — %6_23" —In(14+e*)+ A u Cy(x) =In(1+e")—e” + B. TIpema
TOMeE, OIIITE PelleHe MOJa3He je THAUYNHE je

y=C1(2)e?® + Caz)e > =e® — e — L +e 22 (B+In(l+e”) —e**(A+In(l+e %)),

rage cy Au B IIPOM3BOJ/LHE KOHCTAHTE.

12



10.

11.

12.

13.

Xowmorerno pememe je y, = C1e?® + Coe™®. HacraBmbaMo METOIOM BapHjalldje KOHCTAHTE: Y =
C1(x)e** + Co(x)e™®, roe pymrmuje C1 u Cy 3a10BOHABAjY YCIOBE
Cle®™ +Che ™™ =0 mu 2Ce* —Che ™ =1In(e™ " + 1).

HoGujamo Cf = e 2" In(e™* 4+ 1) u C) = —fe”In(e™® + 1). Marerpanmja ca cMmenoM t =e~* maje

Ci=—-ge+5e 4+ i(l—e®)Inle®*+1)+A n Cy=—3z—3(e"+1)In(e*+1)+ B

"

CpebuBamem Hajzan nobdbujamo
y = Ae® + (B — %x)e_‘” — %e“‘ + % + %(62‘” —2e " —=3)In(e " 4+ 1)

Suajyhiu xoMoresa pemema 3 = £ COST U Yo = x sin, MoskeMo ma npuMeHuMo popmyay (7). ITomro
je b(z) = 2 W= 2%, mo6ujamo

2sinx cosx

. / dx / dx . (C +11 sin x D"‘ (C +11 Ccos T D
=zsinx — T COST =zsinx —In|——— T CoSx —In|——1).
y 2sinx 2cosx ! 2 1+ cosx 2 2 1+sinx

Oso je Ojneposa jemmauumna u pemasamo je cmenoM x = ¢! u y = z(t). Ilomro je zy’ = 2/ un

2%y" = 2" — 2/, nobujamo MUHEAPHY jeIHAUMHY C KOHCTAHTHUIM KOE(UINjeHTAMA

2 — 2 =e.
Kapaxrepuctuunu nonurom je A2 —1 = (A —1)(A+ 1), ma je XxoMoreno pememe no0UjerHe jeHauNHE
2 = Chret + Che™t.
[TapTUKYJIAPHO pememe TPakUMO y obumky z, = Ate' m mamasmmo ra 3a A = % Cnenu nma je
z=zp+2zp = (%t + Cy)et + Coe™t. Bpahamewm t = Inz mobujamo y = (% Inz+ Cy)x + %
Ha ocnosy jemnauuna (9) cmenom z = ¢! u y = z(1) nata jennauuna nocraje

2" =32 4+ 42 — 22 = €.
Kaparrepuctuunu nomurom je T(A) = A3 — 3A2 + 4\ — 2X = (A — 1)(A? — 2)\ + 2), ma je xomoreno
pememe zp = €'(C] + Cycost + Czsint).

[TapTuKyIAPHO pememe TPaRUMO y 00muKRy z, = Ate! n manasumo A = 1. Onmre pememe je

z=zp+2n = e'(t+ Oy + Cycost + Czsint), t1j. y=z(lnx+Cy+ Cycoslnx + Czsinlnx).

[Iposepumo aa i je y; = 8% xoMoreno pememe: umMamo y; = e** e je p = AIn8, na je y) = pet®,
"2 px
Yy =per u
(x — 1)y{ — 2zy) + 4y = (/ﬂ(ac —1) = 2uz +4) e = ((,u2 —2u)r — (p? — 4))et,
a To je myma camo Kama je p? —2u =p? —4=0, tj. 3a u=2; tama je A =2/In8 u y; = €>*.
Cana JluysuioBa ¢GopMmysia maje APYro XOMOTEHO pememe: ¥y = 22 — 2r + 1. Ilaprukyrapso

pelemhe TPAKAMO y OOJIMKY JUHEAPHOT MOJUHOMA U HAJIA3UMO YY) = 25”4_1.

Onmre pememe je y =22 4 Cre® + Cy(222 — 2z + 1).

Ucnurajmo y = (ax + 1)e*: rana je

Yy =(ax+a+1)e® 9 =(ax+2a+1)e* u (222" —2zy — 2y =220+ 1)(z + 1)e%,

wWTo je Hyna-(pyHKIU]a ako je a = f%. Iakne, y; = (f%:ch 1)e* = 7%(1’7 2)e* je XOMOT'€HO pelleme.

OmnmTe XOMOTeHO pemesne Hama3uMo npuMenoM Jluysunose popmyne: yp, = C1(z—2)e"+Ca(x+2)e 7.
VlcnpobaBameM TMHEADHUX MOIMHOMA ¥y = aT +b HaIa3uMO TapTUKYTaPHO pemesne ¥, = —z. Omnmre

pememne je y=yp+yn=—2+Ci(z—2)e" + Co(x +2)e".

. ) . . .
Kopuctuhemo ono mro Huje 3abpameno: ako je y = =, OHIA je
/ : " 2 25! : 2 2
, 2 COoST+ zsinx ,  Z'cos*x+ 22 cosxsing 4+ z(2 — cos® x)
Y =———>_—— Huomarie Yy = 3 .
Ccos* T Cos” T

Tako jemmauuna y” — 2y’ tgx — 2y = 1 makon cpebuBama mocraje JuHEApHA Ca KOHCTAHTHUM KOE(U-
mujentuMa: 2z’ — z = cos .

[TapTukyIapHO pememe je z, = —% cos x, xoMoreHo je zp = Cre” + Coe™®, ma uMamo z = z, + 25 1
z 1 Cie* +Che™
cosx 2 cosx '



14.

15.

16.

17.

ITonybena cmena maje , 5, " 5 1 5
Yy =—2""2 mu y =22z7"z°—z 2"

3aMeHOM Y maTy jemmaummy mobujamo 257477 — 227477 4 273" = 2 2(zz7! — 1), mrTo ce HakoH
MHOEEma ca z° nperBapa y 2z + 2z = z. OBy jeamaumny siako pemasamo: z = x + Cj cosz + Cy sin .

IMouernn ycnosu y(0) = ﬁ =1uy(0) = —Zé())% =1 majy 2(00=C1 =1uz'(0)=1+Cy=-1, na
je C1 =1u Cy = —2. Hajsan, 1
y =

x4+ cosx —2sinx’

Hanumwmvo nary jeguauuay Kao jemHaduHy mo & = x(y): Kako je

oL L dy') _d(/a") d(1/a")/dy  —a"/2? "
dv  dz/dy ' dx dx dx/dy x a3’
IaTa jeTHAYWHA MOCTaje
*f:; + =+ 2= 22,;, Tj. 2 — 2 —2x = —e?.

Xowmoreno pememe ose jemnauuue je x5(y) = Cre* + Coe™Y, a mapTuKyIapHO UMa 00JME T, (y) =
Aye®¥. Jlako mamasmmo A = —1, Te je

Hajsan, 3a ¢ = 0 Bau y = 0 m 3y = & = 1, omakne pobujamo z(0) = C1 + Cy = 0 n 2/(0) =
y

207 — % +Cy=1. Canemqu C = % uCy = —%, Iagae T = él_Tyer — e

w

Axo je z(z) = y(2?), onma je

() =2xy (2?) m () = 42y (2?) + 29/ (2?).
Axo y jemmaummu 27y’ +y +y = x 3amenumo x ca z2, mobujamo 2z%y"(z?) + y'(2?) + y(a?) = 22,
Tj. %z”(x) +2(x) = 22. To je jemmaumna ca KOHCTAHTHUM KOE(UIMjCHTUMA KO]y YMEMO Aa DeIIIMO:
zp(z) = Cy sin(v22) + Ca cos(v/2z) u z,(x) = 22 — 1, nakme

z(x) = 2® — 1+ Cysin(v2z) + Cy cos(V2).
Hajsan, y(z) = 2(vz) = — 1+ C1 cos V2 + Casin v2a.

Oszmaunmo P = % +e 2, Tlo ycmoBy, y = yo U y = TYp CYy pemema AupepeHIujalte jeIHaunHe
Py" +y +y=0. Nmamo (zyo) = zy} +yo u (zyo)” = zy} + 2y,. Ipema Tome,

Pyg+yo+yo=0 m Playo)” + (zyo)' +ayo = xPyg + (2P + 2)yj + (v + L)yo = 0.

Kana on mpyre jenaaduse oay3MeMO IPBY IOMHOMKEHY ca @, nobujamo 2Pyl +yo = 0, mro je oGuuna

jemHaumHa ca pa3aBojeHuM npoMmenspuBuM. Cana je %ﬁy” = %, a oJaTie MHTETPAIjoM
dx C
—21In = [ ——— =2In(e** 4+ 4) + const, ma je = —.
i = [ T = 2 o w= s
C1 + Csz

IIpema Tome, ommTe pememe jeqHadyrHe U3 3a0aTKA je Yy =

e +4 -
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