
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

2. Linearne diferencijalne jednaqine

2.1. Opxta linearna jednaqina

Linearne diferencijalne jednaqine su jednaqine oblika

L(y) = y(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y = b(x), (1)

gde su koeficijenti a1, . . . , an i b funkcije po x. Ona je homo ı̄ena ako je b(x) ≡ 0, tj.

L(y) = y(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a1(x)y

′ + a0(x)y = 0. (2)

Primetimo da je funkcional L linearan, tj. L(C1y1 + · · · + Ckyk) = C1L(y1) + · · · + CkL(yk).
Prema tome, ako su funkcije y1, . . . , yk rexeǌe homogene jednaqine (2), onda je to i funkcija y =
C1y1 + · · ·+ Ckyk, za ma koje konstante C1, . . . , Ck.

Ako je yp jedno rexeǌe nehomogene jednaqine (1), onda je L(y− yp) = L(y)−L(yp) = b(x)− b(x) = 0.
Drugim reqima, y − yp je rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine (2).

• Opxte rexeǌe jednaqine (2) reda n ima oblik

y = C1y1 + C2y2 + · · ·+ Cnyn,

gde y1, y2, . . . , yn predstavǉaju n linearno nezavisnih rexeǌa. Za ovih n rexeǌa kaжemo da
qine fungamenx̄̄alni sisx̄̄em rexeǌa.

• Opxte rexeǌe jednaqine (1) ima oblik

y = yp + yh, (3)

gde je yp jedno (tzv. ī̄arx̄̄ikularno) rexeǌe te jednaqine, a y = yh = C1y1 + · · · + Cnyn oī̄xx̄̄e
homo ı̄eno rexeǌe - tj. opxte rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine (2)

Konstante C1, . . . , Cn su proizvoǉne. One se mogu odrediti poqetnim (ponekad nazvanim ,,Koxi-
jevim2”) uslovima, tj. kada su zadate vrednosti funkcije i/ili ǌenih izvoda u nekim taqkama.

Primer 2.1. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 3y′ + 2y = 1.

Rexeǌe. Odmah vidimo da je jedno partikularno rexeǌe yp = 1
2 .

Homogena rexeǌa potraжi�emo u obliku y = eλx. Tada je y′ = λeλx i y′′ = λ2eλx, te je

y′′ − 3y′ + 2y = (λ2 − 3λ+ 2)eλx,

xto je nula ako i samo ako je λ = 1 ili λ = 2. Dakle, y1 = ex i y2 = e2x su homogena rexeǌa.

Uverimo se da su ova dva homogena rexeǌa linearno nezavisna: ǌihova determinanta Vron-
skog je

W =

∣

∣

∣

∣

y1 y2
y′1 y′2

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ex e2x

ex 2e2x

∣

∣

∣

∣

= e3x 6≡ 0.

Dakle, yh = C1e
x + C2e

2x.

Prema tome, opxte rexeǌe date jednaqine je y = yp + yh = 1
2 + C1e

x + C2e
2x.

2Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematiqar
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2.2. Linearna jednaqina sa jednim poznatim rexeǌem

Opxte rexeǌe homogene jednaqine (2) odre�eno je sa n linearno nezavisnih rexeǌa. Pret-
postavimo da nam je poznato samo jedno rexeǌe, npr. y1. Uvo�eǌem smene y = y1z data jednaqina
se svodi na jednaqinu po novoj funkciji z, reda maǌeg za 1.

Primer 2.2. Rexiti jednaqinu y′′ − 2y′ + y = 0.

Rexeǌe. Kao u prethodnom primeru, potraжimo rexeǌe u obliku y = eλx. Dobi�emo y′′ − 2y′ + y =
(λ2 − 2λ+ 1)eλx, xto je nula samo za λ = 1. Dakle, jedno rexeǌe je y1 = ex, a koje je drugo?

Uvodimo smenu y = exz. Kako je

y′ = ex(z′ + z) i y′′ = ex(z′′ + 2z′ + z),

imamo 0 = y′′ − 2y′ + y = exz′′, odakle je z′′ = 0.

Sledi da je z = C1 + C2x i, konaqno, y = (C1 + C2x)e
x, xto je opxte rexeǌe date jednaqine.

(Odgovor na pitaǌe ,,a koje je drugo?” mogao bi da bude y2 = xex.)

Pretpostavimo da imamo opxtu homogenu linearnu jednaqinu drugog reda

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

qije nam je jedno rexeǌe y1 poznato. Zamenom

y = y1z, y′ = y1z
′ + y′1z i y′′ = y1z

′′ + 2y′1z
′ + y′′1 z

dobijamo
0 = y1z

′′ + 2y′1z
′ + y′′1 z + p(x)(y1z

′ + y′1z) + q(x)y1z

= y1z
′′ + (2y′1 + p(x)y1)z

′ +
✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
(y′′1 + p(x)y′1 + q(x)y1)z = y1z

′′ + (2y′1 + p(x)y1)z
′

(primetimo da je y′′1 +p(x)y′1+ q(x)y1 = 0 jer je y1 rexeǌe), xto je jednaqina prvog reda po funkciji
u = z′. ǋeno rexeǌe je u = C2e

−
∫
p dx/y21, odakle nalazimo z =

∫

udx. Dobijamo opxte rexeǌe u
obliku

y = y1

(

C1 + C2

∫

e−
∫
p dx

y21
dx

)

.

Ovo se ponekad naziva Liuvilovom3 formulom.

2.3. Homogena linearna jednaqina sa konstantnim koeficijentima

Data je diferencijalna jednaqina

L(y) = y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0. (4)

Ispitajmo za koje λ je funkcija y = eλx rexeǌe ove jednaqine. Kako je y(k) = λkeλx, imamo L(y) =
P (λ)eλx, gde je

P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 (5)

karakx̄̄erisx̄̄iqni ī̄olinom jednaqine (4). Dakle, y = eλx je rexeǌe ove jednaqine ako i samo ako je
λ nula polinoma (5).

Xtavixe, ako je λ nula polinoma (5) sa vixestrukox�u r (tj. (x−λ)r deli polinom P (x)), onda
su

eλx, xeλx, x2eλx, . . . , xr−1eλx

rexeǌa jednaqine (4).

Ovo ostaje na snazi i ako su λ = a± bi kompleksni koreni karakteristiqnog polinoma (oni uvek
dolaze u paru). Me�utim, u tom sluqaju je

y = eλx = eax(cos bx± i sin bx)

kompleksno rexeǌe jednaqine (4), pa zato umesto ǌih moжemo uzeti

y1 = Re y = eax cos bx i y2 = ±Im y = eax sin bx

kao realna rexeǌa.

3Joseph Liouville (1809-1882), francuski matematiqar
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Primer 2.3. Rexiti jednaqine:

(a) y′′′ − 7y′ + 6y = 0,
(b) y(4) − y′′ − 2y′ + 2y = 0,
(v) y(7) + 2y(5) + y′′′ = 0.

Rexeǌe. (a) Karakteristiqni polinom je P (λ) = λ3− 7λ+6 = (λ− 1)(λ− 2)(λ+3). Dakle, fundamen-
talni sistem rexeǌa qine funkcije y1 = eλ1x = ex, y2 = eλ2x = e2x i y3 = eλ3x = e−3x, a opxte
rexeǌe je y = C1e

x + C2e
2x + C3e

−3x.

(b) Karakteristiqni polinom je P (λ) = λ4 − λ2 − 2λ + 2 = (λ − 1)2(λ2 + 2λ + 2), a ǌegove nule su
λ = −1± i i dvostruka λ = 1.

− Dvostrukoj nuli λ = 1 odgovaraju rexeǌa eλx i xeλx, tj. ex i xex.

− Paru kompleksnih nula λ = −1 ± i (xto je a ± bi za a = −1 i b = 1) odgovaraju rexeǌa
e−x cosx i e−x sinx.

Opxte rexeǌe je y = (C1 + C2x)e
x + e−x(C3 cosx+ C4 sinx).

(v) Karakteristiqni polinom je P (λ) = λ7 + 2λ5 + λ3 = λ3(λ2 + 1)2, a ǌegove nule su λ = 0 sa
vixestrukox�u 3 i λ = ±i sa vixestrukostima 2.

− Trostrukoj nuli λ = 0 odgovaraju rexeǌa eλx, xeλx, x2eλx, tj. 1, x, x2.

− Dvostrukim kompleksnim nulama λ = ±i (xto je a±bi za a = 0 i b = 1) odgovaraju rexeǌa
cosx, x cosx, sinx, x sinx.

Opxte rexeǌe je y = C1 + C2x+ C3x
2 + (C4 + C5x) cos x+ (C6 + C7x) sinx.

2.4. Metod neodre�enih koeficijenata

Pretpostavimo da nam je data nehomogena linearna jednaqina sa konstantim koeficijentima

L(y) = y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = b(x). (6)

S obzirom na (3), uspexno rexavaǌe ovakve jednaqine zahteva nalaжeǌe opxteg homogenog rexeǌa,
koje sada umemo da na�emo, kao i jednog partikularnog rexeǌa. U nekim specijalnim sluqajevima
oblik partikularnog rexeǌa se moжe pogoditi. Jedan takav sluqaj je kada je b(x) zbir nekoliko
funkcija oblika xkeax cos bx ili xkeax sin bx.

• Neka je u jednaqini (6) funkcija b(x) oblika

eαx
(

P1(x) cos βx + P2(x) sin βx
)

,

gde su P1 i P2 polinomi stepena ne ve�eg od k. Tada se partikularno rexeǌe jednaqine moжe
na�i u obliku

y = xseαx
(

Q1(x) cos βx+Q2(x) sin βx
)

,

gde su Q1 i Q2 tako�e polinomi stepena ne ve�eg od k, a s je vixestrukost korena α + βi u
karakteristiqnom polinomu jednaqine.

Primer 2.4. Rexiti jednaqine:

(a) y′′ − 4y′ + 3y = (x− 1)e2x,
(b) y′′ + y = cosx.

Rexeǌe. (a) Karakteristiqni polinom je T (x) = x2 − 4x+ 3 = (x− 1)(x − 3), pa je homogeno rexeǌe
jednaqine

yh = C1e
x + C2e

3x.

Daǉe, α = 2, β = 0 i P1(x) = x− 1 (nema polinoma P2), odakle je k = degP1 = 1. Najzad, α+ βi
nije nula karakteristiqnog polinoma (tj. to ,,je” nula vixestrukosti 0), te je s = 0. Prema
tome, partikularno rexeǌe traжimo u obliku

yp = ��✒
1

x0e2x(Q1(x)✘✘✘✘✿1
cos 0x+✭✭✭✭✭✭Q2(x) sin 0x) = Q1(x)e

2x,

gde je Q1(x) = A+Bx polinom stepena najvixe k = 1.

Ostaje da odredimo A i B. Kako je

yp = (Bx+A)e2x, y′p = (2Bx+ 2A+B)e2x, y′′p = 4(Bx+A+B)e2x,
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imamo (x− 1)e2x = y′′p − 4y′p + 3yp = (−Bx−A)e2x, odakle je B = −1, A = 1 i yp = (1 − x)e2x.

Opxte rexeǌe je
y = yp + yh = (1− x)e2x + C1e

x + C2e
3x.

(b) Karakteristiqni polinom je T (x) = x2 + 1 = (x+ i)(x− i), a homogeno rexeǌe

yh = C1 cosx+ C2 sinx.

U ovom sluqaju je α = 0, β = 1, P1(x) = 1 i P2(x) = 0, te je k = 0, xto znaqi da su Q1(x) = A i
Q2(x) = B konstante. Kako je α + βi = i jednostruka nula polinoma T (x), imamo s = 1. Zato
partikularno rexeǌe traжimo u obliku

yp = x(A cosx+B sinx) ⇒ y′p = (A+Bx) cos x+(B−Ax) sin x, y′′p = (2B−Ax) cos x− (2A+Bx) sin x.

Najzad, cosx = y′′p + yp = 2B cosx− 2A sinx, odakle je B = 1
2 i A = 0, tj. yp = 1

2x sinx.

Opxte rexeǌe je
y = yp + yh = C1 cosx+ (12x+ C2) sinx.

Primer 2.5. Rexiti jednaqinu y′′′ − 3y′ + 2y = ex + e−2x + e3x.

Rexeǌe. Homogeno rexeǌe je yh = (C1 + C2x)e
x + C3e

−2x.

U ovom sluqaju yp je zbir tri partikularna rexeǌa:

− yp1
- partikularno rexeǌe jednaqine y′′′ − 3y′ + 2y = ex,

− yp2
- partikularno rexeǌe jednaqine y′′′ − 3y′ + 2y = e−2x,

− yp3
- partikularno rexeǌe jednaqine y′′′ − 3y′ + 2y = e3x.

Daǉe postupamo na ve� opisan naqin. Ova tri partikularna rexeǌa imaju oblike yp1
=

Ax2ex, yp2
= Bxe−2x i yp3

= Ce3x. Nalazimo A = 1
6 , B = 1

9 i C = 1
20 .

Opxte rexeǌe je y = yp1
+ yp2

+ yp3
+ yh = 1

6x
2ex + 1

9xe
−2x + 1

20e
3x.

2.5. Metod varijacije konstante

Ovaj metod, pripisan Lagranжu4, jaqi je od metoda neodre�enih koeficijenata, jer ne zahteva
specijalan oblik desne strane u (6):

L(y) = y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = b(x).

Xtavixe, on moжe da se koristi i ako koeficijenti a1, . . . , an nisu konstantni - pod uslovom da
smo u staǌu da na�emo opxte homogeno rexeǌe. Me�utim, raqun je qesto pipaviji.

Obradi�emo sluqaj n = 2. Drugim reqima, data nam je jednaqina drugog reda

y′′ + a1y
′ + a0y = b(x).

qije nam je opxte homogeno rexeǌe yh = C1y1 +C2y2 poznato. Tada i opxte rexeǌe date jednaqine
moжe da se zapixe u ovakvom obliku, ali C1 i C2 ne�e nuжno biti konstante:

y = C1(x)y1 + C2(x)y2.

Sada su C1 i C2 neī̄oznax̄̄e funkcije. Naravno, takvih parova (C1, C2) ima mnogo, ali mi imamo
pravo da im nametnemo dodatni uslov tako da izvodi y′ i y′′ budu xto jednostavniji:

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 ✭✭✭✭✭✭✭

+C′
1y1 + C′

2y2 ←− name�emo uslov da je ovo nula

y′′= C1y
′′
1 + C2y

′′
2 +C′

1y
′
1 + C′

2y
′
2 ←− koliko treba da bude ovo?

Ovako �e polazna jednaqina biti znaqajno uprox�ena:

b(x) = y′′ + a1y
′ + a0y = C1 ·✭✭✭✭✭✭✭✭✭

(y′′1 + a1y
′
1 + a0y1) + C2 ·✭✭✭✭✭✭✭✭✭

(y′′2 + a1y
′
2 + a0y2) + C′

1y
′
1 + C′

2y
′
2.

Sve u svemu, funkcije C1 i C2 zadovoǉavaju sistem jednaqina
{

C′
1y1 + C′

2y2 = 0

C′
1y

′
1 + C′

2y
′
2 = b(x).

4Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), italijansko-francuski matematiqar
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Determinanta ovog sistema je W = W [y1, y2] =
∣

∣

y1 y2

y′
1 y′

2

∣

∣ - prepoznajemo determinantu Vronskog, a ona
nije nula. Tako sistem moжemo rexiti npr. primenom Kramerovog pravila:

C′
1 = −y2 · b(x)

W
, C′

2 =
y1 · b(x)

W
i prema tome y = y2

∫

y1 · b(x)
W

dx− y1

∫

y2 · b(x)
W

dx. (7)

U slede�em zadatku metod neodre�enih koeficijenata nije upotrebǉiv, pa je metod varijacije
konstante prirodan izbor.

Primer 2.6. Rexiti jednaqinu y′′ + y = tg x.

Rexeǌe. Opxte homogeno rexeǌe je yh = C1 cosx+ C2 sinx. Zato rexeǌe date jednaqine traжimo u
obliku y = C1(x) cos x+C2(x) sinx. Funkcije C1 i C2 nalazimo rexavaǌem sistema po C′

1 i C′
2:

{

C′
1(x) cos x+ C′

2(x) sinx = 0,

−C′
1(x) sin x+ C′

2(x) cos x = tg x.

Dobijamo C′
1(x) = − sin2 x

cosx i C′
2(x) = sinx. Integracijom sledi C1(x) = sinx + 1

2 ln
∣

∣

1−sin x
1+sin x

∣

∣ + A i
C2(x) = − cosx+B, gde su A i B proizvoǉne konstante. Opxte rexeǌe date jednaqine je

y = C1(x) cos x+ C2(x) sinx = 1
2 ln

∣

∣

1−sin x
1+sin x

∣

∣ cosx+A cosx+B sinx.

Po analogiji, ako nam je data jednaqina

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = b(x),

reda n qije je homogeno rexeǌe yh = C1y1 + C2y2 + · · ·+ Cnyn, opxte rexeǌe ima�e oblik

C1(x)y1 + C2(x)y2 + · · ·+ Cn(x)yn,

gde funkcije C1, . . . , Cn nalazimo rexavaǌem sistema jednaqina po izvodima C′
1, . . . , C

′
n:































C′
1y1 +C′

2y2 + · · · + C′
nyn = 0,

C′
1y

′
1 +C′

2y
′
2 + · · · + C′

ny
′
n = 0,

· · · · · · · · ·
C′

1y
(n−2)
1 +C′

2y
(n−2)
2 + · · · + C′

ny
(n−2)
n = 0,

C′
1y

(n−1)
1 +C′

2y
(n−1)
2 + · · · + C′

ny
(n−1)
n = b(x).

2.6. Ojlerova5 jednaqina

To je jednaqina oblika

xny(n) + an−1x
n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy

′ + a0y = b(x), (8)

gde su a1, . . . , an konstante. Smenom x = et i y(x) = y(et) = z(t) ova jednaqina se svodi na linearnu
sa konstantnim koeficijentima. Naime, vaжi dx = etdt, te je

y′ =
dy

dx
= e−t dy

dt
= e−tz′, y′′ =

d(y′)

dx
= e−t d(y

′)

dt
= e−2t(z′′ − z′), itd,

gde z′, z′′, . . . predstavǉaju izvode po novoj promenǉivoj t. Tako dobijamo

y = z, xy′ = z′, x2y′′ = z′′ − z′, x3y′′′ = z′′′ − 3z′′ + 2z′, . . . , (9)

i uopxte, xny(n) = Pn(
d
dt )z, gde je Pn(ξ) = ξ(ξ − 1)(ξ − 2) · · · (ξ − n + 1). Jednaqina (8) se pretvara u

linearnu jednaqinu po z sa konstantnim koeficijentima, a ǌen karakteristiqni polinom bi�e

P (λ) = λ(λ−1) · · · (λ−n+1) + · · ·+ a3λ(λ− 1)(λ− 2) + a2λ(λ− 1) + a1λ+ a0.

Primer 2.7. Rexiti jednaqinu x2y′′ + xy′ + y = 0.

Rexeǌe. Smenom x = et i y(x) = y(et) = z(t) svodimo jednaqinu na (z′′ − z′) + z′ + z = 0, tj. z′′ + z = 0.
ǋeno opxte rexeǌe je z = C1 cos t+ C2 sin t, ali t = lnx, dakle

y = C1 cos lnx+ C2 sin lnx.

5Leonhard Euler (1707-1783), xvajcarski matematiqar
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Primer 2.8. Rexiti jednaqinu (2x+ 1)2y′′ + y =
√
4x+ 2.

Rexeǌe. I ovo je Ojlerova jednaqina. Zaista, zapisujemo je u obliku

4(x+ 1
2 )

2y′′ + y = 2
√

x+ 1
2 .

i koristimo smenu x+ 1
2 = et i y(x) = z(t). Formule (9) sada glase (x+ 1

2 )y
′ = z′ i (x+ 1

2 )
2y′′ =

z′′ − z′. Jednaqina postaje 4z′′ − 4z′ + z = 2et/2.

Opxte rexeǌe posledǌe jednaqine je z = (14 t
2 + C1t + C2)e

t/2, xto s obzirom na t = ln(x + 1
2 )

najzad daje
y =

(

1
4 ln

2(x+ 1
2 ) + C1 ln(x + 1

2 ) + C2

)

√

x+ 1
2 .

2.7. Zadaci

1. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine y(6) = y′′.

2. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′+ y′− 6y = ex, a zatim na�i ono rexeǌe koje zadovoǉava
uslove y(0) = y′(0) = 1.

3. Na�i rexeǌe diferencijalne jednaqine 2y′′ − 3y′ + y = ex−1 koje zadovoǉava uslove y(1) =
y′(1) = 1.

4. Na�i ono rexeǌe diferencijalne jednaqine y′′+9y = sinx sin 2x koje zadovoǉava uslove y(0) = 1
i y′(0) = 0.

5. Rexiti jednaqinu y′′′ − 2y′′ + y′ − 2y = ex + cosx.

6. Na�i opxte rexeǌe jednaqine y′′ − 4y = 4
ex+1 .

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − y′ − 2y = ln(e−x + 1).

8. Rexiti jednaqinu x2y′′−2xy′+(x2+2)y = x3

sin 2x . (Homogeno rexeǌe je yh = C1x cosx+C2x sinx.)

9. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine x2y′′ + xy′ − y = x

10. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x3y′′′ + 2xy′ − 2y = x.

11. Na�i opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine (x − 1)y′′ − 2xy′ + 4y = x − 1. Da li je y = 8λx

rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine za neko λ?

12. Jedno homogeno rexeǌe jednaqine (x2 − 2)y′′ − 2xy′ − x2y = x3 + 2x ima oblik (ax + 1)ex, gde je
a neka konstanta. Na�i ǌeno opxte rexeǌe.

13. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′ − 2y′ tg x − 2y = 1. Nije zabraǌeno koristiti smenu
z = y cosx.

14. Na�i rexeǌe jednaqine 2y′2 − yy′′ = y2(xy − 1) uz uslov y(0) = y′(0) = 1. Prolazi li smena
y = 1/z?

15. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′′+y′2+2xy′3 = e2yy′3 uz poqetne uslove y(0) = 0, y′(0) = −1.
Nije zabraǌeno koristiti smenu x = x(y).

16. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2xy′′ + y′ + y = x korix�eǌem smene z(x) = y(x2).

17. Na�i opxte rexeǌe jednaqine (14 + e−2x)y′′ + y′ + y = 0 ako je poznato da ono ima oblik
y(x) = (C1+C2x)y0(x), gde je y0(x) jedno partikularno rexeǌe, a C1 i C2 proizvoǉne konstante.

2.8. Rexeǌa

1. Karakteristiqni polinom je T (λ) = λ6 − λ2 = λ2(λ − 1)(λ + 1)(λ2 + 1). ǋegovim nulama 0
(dvostruka), 1, −1 i ±i redom odgovaraju rexeǌa y = C1 + C2x, y = C3e

x, y = C4e
−x i y =

C5 cosx+C6 sinx. Prema tome, opxte rexeǌe je y = C1 +C2x+C3e
x +C4e

−x +C5 cosx+C6 sinx.
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2. Karakteristiqni polinom je T (λ) = λ2 + λ − 6 = (λ − 2)(λ + 3), pa je homogeno rexeǌe date
jednaqine yh = C1e

2x + C2e
−3x.

Partikularno rexeǌe traжimo jednostavno kao yp = Aex i nalazimo A = − 1
4 , tako da je opxte

rexeǌe
y = yp + yh = −1

4
ex + C1e

2x + C2e
−3x.

Poqetni uslovi daju y(0) = − 1
4 +C1+C2 = 1 i y′(0) = − 1

4 +2C1−3C2 = 1, odakle lako nalazimo
C1 = 1 i C2 = 1

4 . Traжeno rexeǌe je y = − 1
4e

x + e2x + 1
4e

−3x.

3. Karakteristiqni polinom je T (λ) = 2λ2 − 3λ+ 1 = 2(λ− 1)(λ− 1
2 ), pa je homogeno rexeǌe date

jednaqine y = C1e
x + C2e

x/2.

Desna strana date jednaqine je 1
ee

x, pa partikularno rexeǌe traжimo u obliku yp = Axex.
Ubacivaǌem y′ = A(x + 1)ex i y′′ = A(x + 2)ex dobijamo A = 1

e , tj. yp = x
e e

x. Dakle, opxte
rexeǌe je

y = yp + yh =
(

x
e + C1

)

ex + C2e
x/2.

Sada iz poqetnih uslova imamo y(1) = (1 + C1e) + C2e
1/2 = 1 i y′(1) = (2 + C1e) +

1
2C2e

1/2 = 1,
odakle dobijamo C1 = − 2

e i C2 = 2√
e
.

Prema tome, konaqno rexeǌe je y = (x− 2)ex−1 + 2e
x−1

2 .

4. Karakteristiqni polinom date jednaqine je T (λ) = λ2 + 9 sa nulama ±3i, pa je homogeno
rexeǌe yh = C1 cos 3x+ C2 sin 3x. Kako je desna strana jednaqine sinx sin 2x = 1

2 cosx − 1
2 cos 3x,

partikularno rexeǌe delimo na dva dela: yp1
za jednaqinu y′′+9y = 1

2 cosx i yp2
za jednaqinu

y′′ + 9y = − 1
2 cos 3x.

Rexeǌe yp1
traжimo u obliku yp1

= A1 cosx+A2 sinx i nalazimo A1 = 1
16 i A2 = 0

Rexeǌe yp2
traжimo u obliku yp2

= B1x cos 3x+B2x sin 3x i nalazimo B1 = 0 i B2 = − 1
12 .

Prema tome, opxte rexeǌe je

y = yp1
+ yp2

+ yh = C1 cos 3x+
(

− 1
12x+ C2

)

sin 3x+ 1
16 cosx.

Najzad, iz y(0) = C1 +
1
16 = 1 i y′(0) = 3C2 = 0 dobijamo C1 = 15

16 , C2 = 0 i

y =
15

16
cos 3x− 1

12
x sin 3x+

1

16
cosx.

5. Karakteristiqni polinom je T (λ) = λ3 − 2λ2 + λ− 2 = (λ− 2)(λ2 + 1) i ǌegove nule su 2 i ±i,
pa je homogeno rexeǌe

yh = C1e
2x + C2 cosx+ C3 sinx.

Dva homogena rexeǌa traжimo u oblicima yp1
= Aex (za ex) i yp2

= Bx cosx+Cx sinx (za cosx)
i nalazimo A = − 1

2 , B = − 1
10 i C = − 1

5 .

Opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y = yh + yp1
+ yp2

= C1e
2x +

(

C2 − 1
10x
)

cosx+ (C3 − 1
5x) sinx− 1

2e
x.

6. Funkcija na desnoj strani ne dopuxta metod neodre�enih koeficijenata. Koristimo metod
varijacije konstante. Homogeno rexeǌe ove jednaqine je yh = C1e

2x+C2e
−2x, pa opxte rexeǌe

traжimo u obliku
y = C1(x)e

2x + C2(x)e
−2x.

Pri tome su funkcije C1(x) i C2(x) vezane uslovima C′
1e

2x+C′
2e

−2x = 0 i 2C′
1e

2x−2C′
2e

−2x = 4
ex+1 .

Nalazimo da je
C′

1(x) =
1

e2x(ex + 1)
i C′

2(x) = −
e2x

ex + 1

Integracijom dobijamo C1(x) = e−x− 1
2e

−2x− ln(1+ e−x)+A i C2(x) = ln(1+ ex)− ex+B. Prema
tome, opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y = C1(x)e
2x + C2(x)e

−2x = ex − e−x − 1
2 + e−2x(B + ln(1 + ex))− e2x(A+ ln(1 + e−x)),

gde su A i B proizvoǉne konstante.
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7. Homogeno rexeǌe je yh = C1e
2x + C2e

−x. Nastavǉamo metodom varijacije konstante: y =
C1(x)e

2x + C2(x)e
−x, gde funkcije C1 i C2 zadovoǉavaju uslove

C′
1e

2x + C′
2e

−x = 0 i 2C′
1e

2x − C′
2e

−x = ln(e−x + 1).

Dobijamo C′
1 = 1

3e
−2x ln(e−x + 1) i C′

2 = − 1
3e

x ln(e−x + 1). Integracija sa smenom t = e−x daje

C1 = − 1
6e

−x + 1
12e

−2x + 1
6 (1− e−2x) ln(e−x + 1) +A i C2 = − 1

3x− 1
3 (e

x + 1) ln(e−x + 1) +B

Sre�ivaǌem najzad dobijamo

y = Ae2x +
(

B − 1
3x
)

e−x − 1
6e

x + 1
12 + 1

6 (e
2x − 2e−x − 3) ln(e−x + 1)

8. Znaju�i homogena rexeǌa y1 = x cosx i y2 = x sinx, moжemo da primenimo formulu (7). Poxto

je b(x) = x3

2 sin x cosx i W = x2, dobijamo

y = x sinx

∫

dx

2 sinx
− x cos x

∫

dx

2 cosx
= x sinx

(

C1 +
1

2
ln
∣

∣

∣

sinx

1 + cosx

∣

∣

∣

)

+ x cos x
(

C2 +
1

2
ln
∣

∣

∣

cosx

1 + sinx

∣

∣

∣

)

.

9. Ovo je Ojlerova jednaqina i rexavamo je smenom x = et i y = z(t). Poxto je xy′ = z′ i
x2y′′ = z′′ − z′, dobijamo linearnu jednaqinu s konstantnim koeficijentima

z′′ − z = et.

Karakteristiqni polinom je λ2 − 1 = (λ− 1)(λ+1), pa je homogeno rexeǌe dobijene jednaqine
zh = C1e

t + C2e
−t.

Partikularno rexeǌe traжimo u obliku zp = Atet i nalazimo ga za A = 1
2 . Sledi da je

z = zp + zh = (12 t+ C1)e
t + C2e

−t. Vra�aǌem t = lnx dobijamo y = (12 lnx+ C1)x+ C2

x .

10. Na osnovu jednaqina (9) smenom x = et i y = z(t) data jednaqina postaje

z′′′ − 3z′′ + 4z′ − 2z = et.

Karakteristiqni polinom je T (λ) = λ3 − 3λ2 + 4λ − 2λ = (λ − 1)(λ2 − 2λ + 2), pa je homogeno
rexeǌe zh = et(C1 + C2 cos t+ C3 sin t).

Partikularno rexeǌe traжimo u obliku zp = Atet i nalazimo A = 1. Opxte rexeǌe je

z = zp + zh = et(t+ C1 + C2 cos t+ C3 sin t), tj. y = x(ln x+ C1 + C2 cos lnx+ C3 sin lnx).

11. Proverimo da li je y1 = 8λx homogeno rexeǌe: imamo y1 = eµx, gde je µ = λ ln 8, pa je y′1 = µeµx,
y′′1 = µ2eµx i

(x − 1)y′′1 − 2xy′1 + 4y1 =
(

µ2(x− 1)− 2µx+ 4
)

eµx =
(

(µ2 − 2µ)x− (µ2 − 4)
)

eµx,

a to je nula samo kada je µ2 − 2µ = µ2 − 4 = 0, tj. za µ = 2; tada je λ = 2/ ln 8 i y1 = e2x.

Sada Liuvilova formula daje drugo homogeno rexeǌe: y2 = 2x2 − 2x + 1. Partikularno
rexeǌe traжimo u obliku linearnog polinoma i nalazimo yp = 2x−1

4 .

Opxte rexeǌe je
y = 2x−1

4 + C1e
2x + C2(2x

2 − 2x+ 1).

12. Ispitajmo y = (ax+ 1)ex: tada je

y′ = (ax+ a+ 1)ex, y′′ = (ax+ 2a+ 1)ex i (x2 − 2)y′′ − 2xy′ − x2y = −2(2a+ 1)(x+ 1)ex,

xto je nula-funkcija ako je a = − 1
2 . Dakle, y1 = (− 1

2x+1)ex = − 1
2 (x−2)ex je homogeno rexeǌe.

Opxte homogeno rexeǌe nalazimo primenom Liuvilove formule: yh = C1(x−2)ex+C2(x+2)e−x.
Isprobavaǌem linearnih polinoma y = ax+b nalazimo partikularno rexeǌe yp = −x. Opxte
rexeǌe je

y = yp + yh = −x+ C1(x− 2)ex + C2(x+ 2)e−x.

13. Koristi�emo ono xto nije zabraǌeno: ako je y = z
cos x , onda je

y′ =
z′ cosx+ z sinx

cos2 x
i odatle y′′ =

z′′ cos2 x+ 2z′ cosx sinx+ z(2− cos2 x)

cos3 x
.

Tako jednaqina y′′− 2y′ tg x− 2y = 1 nakon sre�ivaǌa postaje linearna sa konstantnim koefi-
cijentima: z′′ − z = cosx.

Partikularno rexeǌe je zp = − 1
2 cosx, homogeno je zh = C1e

x + C2e
−x, pa imamo z = zp + zh i

y =
z

cosx
= −1

2
+

C1e
x + C2e

−x

cosx
.
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14. Ponu�ena smena daje
y′ = −z−2z′ i y′′ = 2z−3z′2 − z−2z′′.

Zamenom u datu jednaqinu dobijamo ✘✘✘✘2z−4z′2 −✘✘✘✘2z−4z′2 + z−3z′′ = z−2(xz−1 − 1), xto se nakon
mnoжeǌa sa z3 pretvara u z′′ + z = x. Ovu jednaqinu lako rexavamo: z = x+C1 cosx+C2 sinx.

Poqetni uslovi y(0) = 1
z(0) = 1 i y′(0) = − z′(0)

z(0)2 = 1 daju z(0) = C1 = 1 i z′(0) = 1 + C2 = −1, pa
je C1 = 1 i C2 = −2. Najzad,

y =
1

x+ cosx− 2 sinx
.

15. Napiximo datu jednaqinu kao jednaqinu po x = x(y): kako je

y′ =
dy

dx
=

1

dx/dy
=

1

x′ i y′′ =
d(y′)

dx
=

d(1/x′)

dx
=

d(1/x′)/dy

dx/dy
=
−x′′/x′2

x′ = − x′′

x′3 ,

data jednaqina postaje

− x′′

x′3 + 1
x′2 + 2x

x′3 = e2y

x′3 , tj. x′′ − x′ − 2x = −e2y.

Homogeno rexeǌe ove jednaqine je xh(y) = C1e
2y + C2e

−y, a partikularno ima oblik xp(y) =
Aye2y. Lako nalazimo A = − 1

3 , te je

x = xp + xh = (− 1
3y + C1)e

2y + C2e
−y.

Najzad, za x = 0 vaжi y = 0 i y′ = 1
x′ = 1, odakle dobijamo x(0) = C1 + C2 = 0 i x′(0) =

2C1 − 1
3 + C2 = 1. Sledi C1 = 4

3 i C2 = − 4
3 , dakle x = 4−y

3 e2y − 4
3e

−y.

16. Ako je z(x) = y(x2), onda je

z′(x) = 2xy′(x2) i z′′(x) = 4x2y′′(x2) + 2y′(x2).

Ako u jednaqini 2xy′′ + y′ + y = x zamenimo x sa x2, dobijamo 2x2y′′(x2) + y′(x2) + y(x2) = x2,
tj. 1

2z
′′(x) + z(x) = x2. To je jednaqina sa konstantnim koeficijentima koju umemo da reximo:

zh(x) = C1 sin(
√
2x) + C2 cos(

√
2x) i zp(x) = x2 − 1, dakle

z(x) = x2 − 1 + C1 sin(
√
2x) + C2 cos(

√
2x).

Najzad, y(x) = z(
√
x) = x− 1 + C1 cos

√
2x+ C2 sin

√
2x.

17. Oznaqimo P = 1
4 + e−2x. Po uslovu, y = y0 i y = xy0 su rexeǌa diferencijalne jednaqine

Py′′ + y′ + y = 0. Imamo (xy0)
′ = xy′0 + y0 i (xy0)

′′ = xy′′0 + 2y′0. Prema tome,

Py′′0 + y′0 + y0 = 0 i P (xy0)
′′ + (xy0)

′ + xy0 = xPy′′0 + (2P + x)y′0 + (x + 1)y0 = 0.

Kada od druge jednaqine oduzmemo prvu pomnoжenu sa x, dobijamo 2Py′0+y0 = 0, xto je obiqna
jednaqina sa razdvojenim promenǉivim. Sada je −2dy0

y0
= dx

P , a odatle integracijom

−2 ln |y0| =
∫

dx
1
4 + e−2x

= 2 ln(e2x + 4) + const, pa je y0 =
C

e2x + 4
.

Prema tome, opxte rexeǌe jednaqine iz zadatka je y =
C1 + C2x

e2x + 4
.
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