
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

3. Sistemi diferencijalnih jednaqina

3.1. Metod eliminacije

Ovde se bavimo sistemima prvog reda sa n nepoznatih funkcija y1(x), y2(x), . . . , yn(x):


















y′1 = F1(y1, y2, . . . , yn, x),

y′2 = F2(y1, y2, . . . , yn, x),

· · ·
y′n = Fn(y1, y2, . . . , yn, x),

gde su Fi(t1, t2, . . . , tn+1) za i = 1, . . . , n date diferencijabilne funkcije po n+ 1 promenǉivih.

Jedan naqin na koji se moжe pristupiti rexavaǌu ovakvih sistema je metod eliminacije.
Imamo

y′′1 =
d

dx
F1(y1(x), y2(x), . . . , yn(x), x)

=
∂F1

∂t1
· y′1 +

∂F1

∂t2
· y′2 + · · ·+

∂F1

∂tn
· y′n +

∂F1

∂tn+1

=
∂F1

∂t1
· F1 +

∂F1

∂t2
· F2 + · · ·+

∂F1

∂tn
· Fn +

∂F1

∂tn+1
,

xto je funkcija po vrednostima x i y1(x), . . . , yn(x). Na isti naqin, svi izvodi vixeg reda mogu se
predstaviti u obliku nekih funkcija po vrednostima x i y1(x), . . . , yn(x). Ovako dobijamo sistem
n jednaqina iz kojeg se moжe eliminisati n− 1 nepoznatih vrednosti y2(x), . . . , yn(x), qime ostaje
diferencijalna jednaqina reda n po y1.

Primer 3.1. Rexiti sistem jednaqina

{

y′1 = y2 − x,

y′2 = 2y1/x
2.

Rexeǌe. Diferenciraǌe prve jednaqine daje

y′′1 = y′2 − 1 = 2y1/x
2 − 1, tj. x2y′′1 − 2y1 = −x2.

Ovo je Ojlerova jednaqina po y1 qije je opxte rexeǌe y1 = − 1
3x

2 lnx+ C1x
2 + C2

x .

Konaqno, y2 = y′1 + x = − 2
3x lnx+ (2C1 − 1

3 )x−
C2

x2 .

3.2. Sistem linearnih jednaqina sa konstantnim koeficijentima

Posmatrajmo sistem


















y′1 = a11y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn + b1(x),

y′2 = a21y1 + a22y2 + · · ·+ a2nyn + b2(x),

· · ·
y′n = an1y1 + an2y2 + · · ·+ annyn + bn(x),

(10)

gde su y1, . . . , yn nepoznate funkcije po promenǉivoj x, a aij konstante. Ovaj sistem se metodom
eliminacije svodi na linearnu jednaqinu po y1 reda (najvixe) n sa konstantnim koeficijentima.

Primer 3.2. Rexiti sistem jednaqina po nepoznatim funkcijama x(t), y(t), z(t):







x′ = 3x+ 2y + 6z,
y′ = x+ 2y + 3z,
z′ = y + 6z.
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Rexeǌe. Izrazi�emo prva tri izvoda funkcije x preko vrednosti x, y, z:

x′ = 3x+ 2y + 6z,

x′′ = 3x′ + 2y′ + 6z′ = 3(3x+ 2y + 6z) + 2(x+ 2y + 3z) + 6(y + 6z) = 11x+ 16y + 60z,

x′′′ = 11x′ + 16y′ + 60z′ = 11(3x+ 2y + 6z) + 16(x+ 2y + 3z) + 60(y + 6z) = 49x+ 114y+ 474z.

Iz prve jednakosti eliminixemo z = 1
6 (x

′ − 3x − 2y), qime druge dve jednaqine postaju x′′ =
10x′−19x−4y i x′′′ = 79x′−188x−44y. Zatim eliminixemo y = 1

4 (−x′′+10x′−19x), qime druga
jednaqina daje linearnu po x:

x′′′ − 11x′′ + 31x′ − 21x = 0.

ǋen karakteristiqni polinom je T (λ) = λ3 − 11λ2 +31λ− 21 = (λ− 1)(λ− 3)(λ− 7), pa je opxte
rexeǌe

x = C1e
t + C2e

3t + C3e
7t.

Sada nalazimo
y = 1

4 (−x′′ + 10x′ − 19x) = − 5
2C1e

t + 1
2C2e

3t + 1
2C3e

7t,

z = 1
6 (x

′ − 3x− 2y) = 1
2C1e

t − 1
6C2e

3t + 1
2C3e

7t.

Primer 3.3. Rexiti sistem jednaqina po nepoznatim funkcijama x(t), y(t):

{

x′ = 2x+ y + et,

y′ = 2x+ 3y + e−t.

Rexeǌe. Diferenciraǌe prve jednaqine daje x′′ = 2x′ + y′ + et = 2(2x+ y + et) + (2x+ 3y+ e−t) + et =
6x+ 5y + 3et + e−t. Eliminacijom y = x′ − 2x − et iz prve jednaqine dobijamo x′′ = 6x + 5(x′ −
2x− et) + 3et + e−t = 5x′ − 4x− 2et + e−t, tj.

x′′ − 5x′ + 4x = e−t − 2et.

Opxte rexeǌe po x je x = (23 t+ C1)e
t + C2e

4t + 1
10e

−t.

Odavde nalazimo y = (− 2
3 t− C1 − 1

3 )e
t + 2C2e

4t − 3
10e

−t.

3.3. Metod sopstvenih vrednosti

Pokaza�emo ukratko kako se homogeni sistemi oblika (10) rexavaju metodom iz linearne al-
gebre. Mada je ovaj pristup elegantniji, komplikuje se u sluqaju kada karakteristiqni polinom
ima vixestruke nule. Taj sluqaj �emo ovog puta pre�utati.

Sistem (10) se moжe zapisati u obliku homogene linearne diferencijalne jednaqine prvog reda
po vektorskoj funkciji ~r:

~̇r = A~r +B, gde je ~r =











y1
y2
...
yn











i A =











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann











, B =











b1
b2
...
bn











.

Homogen sistem ima oblik
~̇r = A~r. (11)

Ovde ~̇r oznaqava izvod vektorske funkcije ~r. Tako�e, sa ∗T �emo oznaqavati transponovaǌe.

Ispitajmo za koje λ postoji konstantni nenula vektor ~v = [v1 v2 . . . vn]
T takav da je ~r = eλt~v

rexeǌe sistema (11). Kako je ~̇r = λeλt~v, sistem (11) se svodi na λeλt~v = Aeλt~v, tj.

(A− λI)~v = 0. (12)

Ova jednaqina po ~v ima netrivijalno rexeǌe ako i samo ako je det(A − λI) = 0. Za datu n × n
matricu A, izraz

χA(t) = (−1)n det(A− tI) = det(tI −A)

je moniqan polinom stepena n - karakx̄̄erisx̄̄iqni ī̄olinom matrice A. U naxem sluqaju λ mora da
bude nula ovog polinoma - soī̄sx̄̄vena vregnosx̄̄ matrice A. Vektor ~v se tada dobija kao netrivijalno
rexeǌe jednaqine (12) - on se naziva soī̄sx̄̄veni vekx̄̄or matrice A.

Razmotri�emo samo sluqaj kada matrica A ima n razliqitih sopstvenih vrednosti λ1, λ2, . . . , λn.

Svakoj od vrednosti λi odgovara po jedno rexeǌe sistema (11): ~ri = eλit~vi za i = 1, 2, . . . , n, gde je
vi sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λi. Opxte rexeǌe jednaqine (11) je tada
linearna kombinacija rexeǌa ~ri:

~r = C1~r1 + C2~r2 + · · ·+ Cn~rn =

n
∑

i=1

Cie
λit~vi.
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Primer 3.4. Rexiti sistem jednaqina po nepoznatim funkcijama x(t), y(t), z(t):







x′ = x+ 2y + z,
y′ = 2x+ 3y + z,
z′ = 4x + z.

Rexeǌe. Dati sistem se zapisuje kao

~̇r = A~r, gde je ~r =





x
y
z



 i A =





1 2 1
2 3 1
4 0 1





Karakteristiqni polinom matrice A je χA(t) = − det(A−tI) = t3−5t2−t+5 = (t−1)(t+1)(t−5),
a sopstvene vrednosti su λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 5.

Sopstveni vektor ~v1 = [a b c]T koji odgovara vrednosti λ1 = 1 je rexeǌe jednaqine A~v1 = ~v1,
tj. rexeǌe sistema

a+ 2b+ c = a, 2a+ 3b+ c = b, 4a+ c = c

To rexeǌe je (a, b, c) = (0,−1, 2)s, pa uzimamo ~v1 = [0 − 1 2]T .

Sliqno nalazimo ~v2 = [−1 0 2]T i ~v3 = [2 3 2]T . Prema tome,

~r1 = et





0
−1
2



 , ~r2 = e−t





−1
0
2



 , ~r3 = e5t





2
3
2



 ,





x
y
z



 = C1~r1 + C2~r2 + C3~r3 =





C2e
−t+2C3e

5t

−C1e
t+3C3e

5t

2C1e
t+2C2e

−t+2C3e
5t



 .

3.4. Sistem jednaqina u simetriqnom obliku

Sistem diferencijalnih jednaqina po nepoznatim funkcijama x1(t), . . . , xn(t)

dx1

dt
= F1,

dx2

dt
= F2, . . . ,

dxn

dt
= Fn,

gde su F1, F2, . . . , Fn date funkcije po x1, . . . , xn, moжe se zapisati u simex̄̄riqnom obliku:

dx1

F1
=

dx2

F2
= · · · = dxn

Fn
(= dt). (13)

Pri rexavaǌu ovakvog sistema pokuxavamo da napravimo linearnu kombinaciju jednakosti

dx1 = F1dt, . . . , dxn = Fndt

qija je leva strana totalni diferencijal, a desna strana nula. Drugim reqima, traжimo pogodne
funkcije G i G1, . . . , Gn po x1, . . . , xn tako da je

dG = G1dx1 +G2dx2 + · · ·+Gndxn = (G1F1 +G2F2 + · · ·+GnFn)dt = 0.

Na taj naqin dobijamo vezu izme�u nepoznatih x1, . . . , xn, tzv. ī̄rvi inx̄̄e ı̄ral sistema (13):

G(x1, x2, . . . , xn) = const.

Da bi sistem (13) bio potpuno rexen, treba nam n− 1 nezavisnih veza ovog tipa.

Primer 3.5. Rexiti sistem jednaqina
dx

y2 − z2
=

dy

z2 − x2
=

dz

x2 − y2
.

Rexeǌe. Sistem moжemo da zapixemo kao

dx = (y2 − z2)dt, dy = (z2 − x2)dt, dz = (x2 − y2)dt.

Prosto sabiraǌe daje

d(x + y + z) = dx+ dy + dz =
(

(z2−x2) + (x2−y2) + (y2−z2)
)

dt = 0 ⇒ x+ y + z = C1.

Tako�e imamo

d(x3+y3+z3) = x2dx+y2dy+z2dz =
(

x2(y2−z2)+y2(z2−x2)+z2(x2−y2)
)

dt = 0 ⇒ x3+y3+z3 = C2.

Tako smo dobili implicitno datu familiju rexeǌa:

{

x+ y + z = C1,

x3+y3+z3 = C2.

Ponekad i parametar t ima ulogu, pa rexeǌe bude u parametarskom obliku.

Primer 3.6. Rexiti sistem
dx

y
=

dy

z
=

dz

x
.
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Rexeǌe. Imamo dx = y dt, dy = z dt i dz = x dt, tj.

x′ = y, y′ = z, z′ = x.

Ovo je sistem linearnih jednaqina s konstantnim koeficijentima, i to sasvim jednostavan:
odmah imamo jednaqinu x′′′ = x qije je opxte rexeǌe

x = C1e
t + C2e

−t/2 cos t
√
3

2 + C3e
−t/2 sin t

√
3

2 .

Diferenciraǌem nalazimo

y = x′ = C1e
t + C3

√
3−C2

2 e−t/2 cos t
√
3

2 −
C3+C2

√
3

2 e−t/2 sin t
√
3

2 ;

z = y′ = C1e
t − C3

√
3+C2

2 e−t/2 cos t
√
3

2 −
C3−C2

√
3

2 e−t/2 sin t
√
3

2 .

3.5. Zadaci

1. Rexiti sistem jednaqina

{

y′ = z − y,
z′ = z

y (z − y),
gde su y, z nepoznate funkcije po x.

2. Rexiti sistem jednaqina

{

y′ = (1− x)y − z,

z′ = x2y + (1 + x)z,
gde su y, z nepoznate funkcije po x.

3. Rexiti sistem jednaqina







x′ = x− y + z,
y′ = 2x+ 4y + z,
z′ = 3x+ 3y + 4z.

4. Rexiti sistem jednaqina







x′ = 3x+ 2y + 2z,
y′ = 2x+ 3y + 3z,
z′ = x+ y + z.

5. Na�i opxte rexeǌe x(t), y(t) sistema

{

x′ = 3x− 2y + cos t,
y′ = 5x− 3y.

6. Rexiti sistem jednaqina

{

x = y′ − 2x′ + et,

y = x′ − 2y′ − et.
uz poqetni uslov x(0) = y(0) = 0.

7. Rexiti sistem jednaqina
dx

xz
=

dy

y
=

dz

2y
.

8. Na�i opxte rexeǌe sistema jednaqina
dx

−y2 =
dy

x2−2xy =
dz

y2z
.

9. Rexiti sistem jednaqina
dx

2y + 3z
=

dy

2x+ 2z
=

dz

3x
.

10. Na�i sistem u simetriqnom obliku qije je opxte rexeǌe

{

x+ y + z = C1,
xy(x+ y + 2z) = C2.

11. Rexiti sistem jednaqina
dx

7y2 − 5z2
=

dy

3z2 − 7x2
=

dz

5x2 − 3y2
.

12. Rexiti sistem jednaqina
dx

z − y
=

dy

xz + 1
=

dz

xy + 1
.

13. Rexiti sistem jednaqina
dx

x3 + xyz
=

dy

2y3
=

dz

2y2z
.

14. Na�i rexeǌe sistema
dx

x2−yz =
dy

y2
=

dz

x2−xy koje prolazi kroz taqku (x, y, z) = (1, 1, 4).

3.6. Rexeǌa

1. Eliminiximo z. Imamo

y′′ = z′ − y′ =
z

y
(z − y)− (z − y) =

(z − y)2

y
=

y′2

y
, tj. yy′′ = y′2.
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U dobijenoj jednaqini se ne pojavǉuje x, pa se ona rexava smenom y′ = u = u(y) i y′′ = uu′.
Dobija se y · uu′ = u2, tj. du

u = dy
y , xto znaqi da je ln |u| − ln |y| = const, tj. u = C1y za neku

konstantu C1. Dakle,
y′ = C1y ⇒ y = C2e

C1x.

2. Diferenciraǌem izraza za y′ dobija se y′′ = (1− x)y′ − z′ − y = −2xy − 2z = −2y + 2y′, tj.

y′′ − 2y′ + 2y = 0.

Karakteristiqni polinom ove jednaqine je T (λ) = λ2 − 2λ + 2 i ima nule 1 ± i, pa je opxte
rexeǌe

y = ex(C1 cosx+ C2 sinx).
Sada imamo i

z = (1 − x)y − y′ = −ex
(

(C1x+ C2) cosx+ (C2x− C1) sinx
)

.

3. Diferenciraǌem prve jednaqine dobijamo

x′′ = x′ − y′ + z′ = (x− y + z)− (2x+ 4y + z) + (3x+ 3y + 4z) = 2x− 2y + 4z,

x′′′ = 2x′ − 2y′ + 4z′ = 2(x− y + z)− 2(2x+ 4y + z) + 4(3x+ 3y + 4z) = 10x+ 2y + 16z.

Iz polazne jednaqine je z = x′ − x + y, pa ove dve jednaqine postaju x′′ = 4x′ − 2x + 2y i
x′′′ = 16x′ − 6x + 18y. Eliminacijom y sledi x′′′ − 9x′′ + 20x′ − 12x = 0. Karakteristiqni
polinom je T (λ) = λ3 − 9λ2 + 20λ− 12 = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 6), pa je

x = C1e
t + C2e

2t + C3e
6t.

Odavde lako izraжavamo preostale dve nepoznate:

y = x′′−4x′+2x
2 = − 1

2C1e
t − C2e

2t + 7C3e
6t, z = x′ − x+ y = − 1

2C1e
t + 12C3e

6t.

4. Diferenciraǌem prve jednaqine dobijamo

x′′ = 3x′ + 2y′ + 2z′ = 3(3x+ 2y + 2z) + 2(2x+ 3y + 3z) + 2(x+ y + z) = 15x+ 14y + 14z

i ve� odavde moжemo da napravimo diferencijalnu jednaqinu po x: zamenom z = 1
2 (x

′−3x−2y)
sledi

x′′ − 7x′ + 6x = 0

s karakteristiqnim polinomom T (λ) = λ2 − 7λ+ 6 = (λ− 1)(λ− 6), te je x = C1e
t + C2e

6t.

Me�utim, y ne moжemo da izrazimo direktno, ve� samo diferencijalnom jednaqinom: y′ =
2x+ 3y + 3z = 2x+ 3y + 3

2 (x
′ − 3x− 2y) = 1

2 (3x
′ − 5x) = −C1e

t + 13
2 C2e

6t, odakle je

y =
∫

y′dx = −C1e
t + 13

12C2e
6t + C3 i najzad z = 1

2 (x
′ − 3x− 2y) = 5

12C2e
6t − C3.

5. Imamo x′′ = 3x′ − 2y′ − sin t = 3(3x− 2y + cos t)− 2(5x− 3y)− sin t = −x+ 3 cos t− sin t, tj.

x′′ + x = 3 cos t− sin t.

Homogeno rexeǌe ove jednaqine je xh = C1 cos t + C2 sin t, a partikularno ima oblik xp =
t(A cos t+B sin t). Poxto je tada x′′

p + xp = 2B cos t− 2A sin t, sledi da je A = 1
2 , B = 3

2 i

x = xp + xh = (12 t+ C1) cos t+ (32 t+ C2) sin t.

Prva jednaqina sistema daje y = 1
2 (3x− x′ + cos t) = 6C1−2C2+1

4 cos t+ (52 t+
6C2+2C1−3

4 ) sin t.

6. Za poqetak, izrazimo x′ i y′ preko x i y kako smo navikli:

x′ = − 2
3x− 1

3y +
1
3e

t, y′ = − 1
3x− 2

3y − 1
3e

t.

Sada je x′′ = − 2
3x

′ − 1
3y

′ + 1
3e

t = 5
9x+ 4

9y +
2
9e

t, pa poxto je y = −3x′ − 2x+ et, sledi

x′′ + 4
3x

′ + 1
3x = 2

3e
t.

Homogeno rexeǌe je xh = C1e
−t + C2e

−t/3, a partikularno xp = 1
4e

t. Tako dobijamo

x = 1
4e

t + C1e
−t + C2e

−t/3 i y = −3x′ − 2x+ et = − 1
4e

t + C1e
−t − C2e

−t/3.
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7. Iz dy
y = dz

2y sledi dz = 2dy, tj.
z = 2y +A

za neku konstantu A. Zamenom u jednakost dx
xz = dy

y dobijamo

dx

x
=

2y+A

y
dy ⇒ ln |x| =

∫

dx

x
=

∫

2y+A

y
dy = (2y +A ln |y|) + const.

. Odavde je x = ByAe2y za neku konstantu B.

8. Iz jednakosti dx
−y2 = dz

y2z sledi −dx = dz
z , odakle je −x = ln |z|+ const, tj.

z = C1e
−x.

Tako�e imamo homogenu jednaqinu dy
dx = 2xy−x2

y2 , koja se smenom y = xu i dy
dx = u + xdu

dx svodi na

u+ xdu
dx = 2u−1

u2 , tj. u2du
u3−2u+1 = − dx

x . Integracijom se dobija

− ln |x| = ln |u− 1|+ 1√
5
ln
∣

∣

2u+1+
√
5

2u+1−
√
5

∣

∣ + const,

xto se vra�aǌem u = y
x svodi na

2y + (1+
√
5)x

2y + (1−
√
5)x
· |y − x|

√
5 = C2.

9. Oznaqimo dt = dx
2y+3z . Imamo

x′ = dx
dt = 2y + 3z,

y′ = dy
dt = 2x+ 2z,

z′ = dz
dt = 3x.

Dobijeni sistem rexi�emo metodom sopstvenih vrednosti. Matrica sistema je A =
[

0 2 3
2 0 2
3 0 0

]

,

a ǌen karakteristiqni polinom χA(λ) = − det(A− λI) = λ3 − 13λ− 12. Nule ovog polinoma su
sopstvene vrednosti matrice A: λ1 = −1, λ2 = −3 i λ3 = 4. Sopstveni vektori koji odgovaraju

ovim trima vrednostima su redom v1 =
[

1
4

−3

]

, v2 =
[

1
0

−1

]

i v3 =
[

8
7
6

]

. Sledi da je





x
y
z



 = C1e
λ1tv1 + C2e

λ2tv2 + C3e
λ3tv3 =





C1e
−t + C2e

−3t + 8C3e
4t

4C1e
−t + 7C3e

4t

−3C1e
−t − C2e

−3t + 6C3e
4t



 .

10. Totalni diferencijali levih strana dveju jednaqina su

dx+ dy + dz = 0 i (2xy+y2+2yz)dx+ (x2+2xy+2xz)dy + 2xy dz = 0.

To znaqi da je vektor (dx, dy, dz) normalan na vektore

~v1 = (1, 1, 1) i ~v2 = (2xy+y2+2yz, x2+2xy+2xz, 2xy),

pa sledi da je kolinearan s vektorom ~v1 × ~v2 = (−(x2+2xz), y2+2yz, (x−y)(x+y+2z)). Prema
tome, dx

−(x2 + 2xz)
=

dy

y2 + 2yz
=

dz

(x − y)(x+ y + 2z)
.

11. Oznaqimo dx
z−y = dt; tada je dx = (z − y)dt, dy = (xz + 1)dt, dz = (xy + 1)dt. Imamo ydy − zdz =

(y − z)dt = −dx, odakle integracijom dobijamo

2x+ y2 − z2 = C1.

Imamo i dy−xdx = (xy+1)dt = dz, pa integracijom dobijamo drugu jednaqinu:

x2 − 2y + 2z = C2.

12. Iz uslova dx = (7y2−5z2)dt, dy = (3z2−7x2)dt i dz = (5x2−3y2)dt sledi 3dx+ 5dy + 7dz = 0, xto
integracijom daje

3x+ 5y + 7z = C1 za neku konstantu C1.

Tako�e je x2dx+ y2dy + z2dz = 0, xto integracijom daje drugu vezu: x3 + y3 + z3 = C2.
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13. Iz druge jednakosti je dy
y = dz

z i integracijom ln |y| − ln |z| = const, odakle je z = C1y za neku
konstantu C1.

Sada moжemo da eliminixemo z, pa prva jednakost postaje

dx

x3 + C1xy2
=

dy

2y3
, tj.

dx

dy
=

x3 + C1xy
2

2y3
.

Prepoznajemo homogenu jednaqinu i uvodimo smenu x = y · u i dx
dy = u + yu′, qime dobijamo

u+y du
dy = u3+C1u

2 , xto je jednaqina sa razdvojenim promenǉivim: dy
y = 2du

u3+(C1−2)u . Integracija
daje

ln y = 1
C1−2 ln

∣

∣

u2

u2+C1−2

∣

∣+ const

i odatle C2y
C1−2 = u2

u2+C1−2 . Vra�aǌem u = x
y i C1 = z

y dobijamo konaqno C2y
z/y = x2y2

x2−2y2+yz .

Dakle, opxte rexeǌe je familija krivih

{

z = C1y,

x2y2 = C2y
z/y(x2 − 2y2 + yz).

14. Iz jednaqine sledi dx = x2−yz
y2 dy i dz = x2−xy

y2 dy, pa oduzimaǌe daje dx − dz = xy−yz
y2 dy, tj.

dx−dz
x−z = dy

y . Integracijom sledi

ln(x− z) = ln y + const, tj x− z = Ay

za neku konstantu A. Iz poqetnog uslova (x, y, z) = (1, 1, 4) nalazimo A = −3, tj. z = x+ 3y.

Sada eliminixemo z. Imamo dy
y2 = dx

x2−y(x+3y) , xto je homogena jednaqina dx
dy = x2−xy−3y2

y2 .

Smenom x = y · u ona postaje u+ yu′ = u2 − u− 3, tj. du
u2−2u−3 = dy

y . Integracija nam daje

4 ln |y| = ln

∣

∣

∣

∣

3− u

1 + u

∣

∣

∣

∣

+ const = ln

∣

∣

∣

∣

3y − x

x+ y

∣

∣

∣

∣

+ const, tj. 3y − x = By4(x+ y)

za neku konstantu B. Iz poqetnog uslova je B = 2
3 , tj. 2y4(x+ y) = 9y − 3x.
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