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4. Skalarna i vektorska poǉa

4.1. Osnovni pojmovi

Skalarno ī̄oǉe je preslikavaǌe koje svakoj taqki prostora ili dela prostora (obiqno trodi-
menzionalnog) dodeǉuje skalar, tj. broj. Drugim reqima, to je obiqna funkcija vixe (taqnije,
triju) promenǉivih.

Sliqno, vekx̄̄orsko ī̄oǉe je preslikavaǌe koje svakoj taqki prostora ili dela prostora dodeǉuje
vektor (obiqno u tri dimenzije); dakle, to je vektorska funkcija.

Kako uvesti diferencijalni raqun na ovakvim preslikavaǌima?

Pre svega, imamo tri prostorne koordinate i potrebu za diferenciraǌem po svakoj od ǌih.
Uvodimo nabla oī̄erax̄̄or kao vektor-operator parcijalnog diferenciraǌa po svakoj od tri pro-
menǉive:

∇ =

(

∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

.

U sluqaju (diferencijabilnog) skalarnog poǉa U nabla se prirodno primeǌuje, daju�i sve
informacije o ponaxaǌu funkcije u okolini date taqke koje mogu biti potrebne. Tako definixemo
ı̄ragijenx̄̄ gradU skalarnog poǉa U kao

gradU = ∇U =

(

∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z

)

.

Gradijent je vektorsko poǉe - svakoj taqki M u prostoru dodeǉen je vektor gradU(M).

Primetimo da je totalni diferencijal skalarnog poǉa U jednak

dU = U ′
xdx+ U ′

ydy + U ′
zdz = gradU · (dx, dy, dz).

Po analogiji sa izvodima, gradijent zadovoǉava slede�a pravila, xto se lako proverava:

grad (cU) = c · grad U, grad (U ± V ) = gradU ± grad V,

grad (U · V ) = Ugrad V + V gradU, grad
U

V
=

V gradU − Ugrad V

V 2

za proizvoǉna skalarna poǉa U i V i konstantu c ∈ R.

Ako nam je poznat gradijent skalarnog poǉa U u datoj taqki M , moжe se odrediti brzina
rasta poǉa U u smeru proizvoǉnog vektora ~v. Naime, ako je ~v = (xv, yv, zv), poǉe U se moжe
aproksimirati Tejlorovim polinomom u okolini taqke M kao

U(M + h~v) = U(M) +
∂U(M)

∂x
· hxv +

∂U(M)

∂y
· hyv +

∂U(M)

∂z
· hzv + o(h) = U(M) + h gradU(M) · ~v + o(h).

Tako definixemo izvog u smeru vekx̄̄ora ~v:

∂U(M)

∂~v
= lim

h→0

U(M + h~v)− U(M)

h|~v| = gradU(M) · ~v|~v| .

Ovaj izvod je oqito najve�i u smeru gradijenta gradU , tj. u tom smeru poǉe U najbrжe raste.

Primer 4.1. Dati su skalarno poǉe U(x, y, z) = x2y + y2z, taqka A(1, 1, 1) i vektor ~v = (1, 2,−2).
Gradijent poǉa U je jednak grad U = (2xy, x2 + 2yz.y2). U taqki A on je jednak (2, 3, 1).

Izvod poǉa U u pravcu vektora ~v u taqki A je ∂U(A)
∂~v = gradU(A) · ~v

|~v| = (2, 3, 1) · 13 (1, 2,−2) = 2.
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U sluqaju vektorskog poǉa ~A = (Ax, Ay, Az), gde su Ax, Ay, Az diferencijabilne funkcije po
x, y, z, situacija je nexto drugaqija. Budu�i vektor, nabla operator se moжe ,,pomnoжiti” vek-
torom ~A na dva naqina: skalarno i vektorski. Tako uvodimo pojmove giver ı̄encije div ~A i rox̄̄ora
rot ~A:

div ~A = ∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
,

rot ~A = ∇× ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Ax Ay Az

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂Az

∂y
−∂Ay

∂z
,
∂Ax

∂z
−∂Az

∂x
,
∂Ay

∂x
−∂Ax

∂y

)

.

Kao xto je uobiqajeno, sa ~ı, ~ i ~k oznaqeni su jediniqni vektori duж koordinatnih osa:

~ı = (1, 0, 0), ~ = (0, 1, 0), ~k = (0, 0, 1). (14)

Dakle, divergencija je broj, a rotor je vektor.

Ako je U skalarno poǉe, pravila proizvoda bi izgledala ovako:

div (U · ~A) = ∇ · (U · ~A) = ∇U · ~A+ U(∇ · ~A) = gradU · ~A+ U · div ~A,

rot (U · ~A) = ∇× (U · ~A) = ∇U × ~A+ U(∇× ~A) = gradU × ~A+ U · rot ~A.

4.2. Klasifikacija vektorskih poǉa

Vektorsko poǉe ~A = (Ax, Ay, Az) je:

− harmonijsko ako je div ~A = 0 i rot ~A = ~0 u svakoj taqki;
− ī̄ox̄̄encijalno ako je rot ~A = ~0 u svakoj taqki;
− vrx̄̄loжno ako je div ~A = 0 u svakoj taqki;
− sloжeno ako je div ~A 6≡ 0 i rot ~A 6≡ ~0.

Gradijent ma kog skalarnog poǉa U je potencijalno vektorsko poǉe. Zaista,

rot (grad U) =

(

∂

∂y
U ′
z −

∂

∂z
U ′
y,

∂

∂z
U ′
x −

∂

∂x
U ′
z,

∂

∂x
U ′
y −

∂

∂y
U ′
x

)

= (0, 0, 0).

Ispostavǉa se da vaжi i obratno tvr�eǌe:

• Za svako potencijalno vektorsko poǉe ~A postoji skalarno poǉe U takvo da je gradU = ~A.
Poǉe U se naziva ī̄ox̄̄encijalom vektorskog poǉa ~A.

Potencijal se moжe jednostavno na�i ponovǉenom integracijom.

Primer 4.2. Klasifikovati vektorsko poǉe ~A = (2x+y+1, x+z+2, y+2z−1) i odrediti ǌegov poten-
cijal ako postoji.

Rexeǌe. Imamo

rot ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

2x+y+1 x+z+2 y+2z−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1− 1, 0− 0, 1− 1) = ~0,

div ~A =
∂(2x+y+1)

∂x
+

∂(x+z+2)

∂y
+

∂(y+2z−1)
∂z

= 2 + 0 + 2 = 4.

Ove vrednosti klasifikuju poǉe kao potencijalno, ali ne i harmonijsko.

Sada �emo na�i ǌegov potencijal U .

− Poxto je U ′
x = 2x+ y + 1, integracijom po dx dobijamo U =

∫

U ′
xdx = x2 + xy + x + E(y, z).

Primetimo da, mada je E konstanta po x, ona moжe da zavisi od y i z.

− Daǉe, kako je x + z + 2 = U ′
y = ∂

∂y (x
2 + xy + x + E(y, z)) = x + E′

y, imamo E′
y = z + 2 i,

integracijom po dy, E = yz + 2y + D(z), te je U = x2 + xy + yz + x + 2y + D(z). Sada
,,konstanta” D zavisi samo od z.

− Najzad, kako je y + 2z − 1 = U ′
z = ∂

∂z (x
2 + xy + yz + x + 2y + D(z)) = y + D′(z), sledi

D′(z) = 2z − 1 i odatle D = z2 − z + C za neku ,,pravu” konstantu C. Prema tome,
U = x2 + xy + yz + z2 + x+ 2y − z + C.

4.3. Vektorske linije

Vekx̄̄orska linija vektorskog poǉa ~A = (Ax, Ay, Az) je diferencijabilna kriva qiji je vektor
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tangente u svakoj svojoj taqki P kolinearan s vektorom ~A(P ). Ta
kriva zadovoǉava sistem jednaqina u simetriqnom obliku:

dx

Ax
=

dy

Ay
=

dz

Az
.

Na primer, ako vektorsko poǉe ~A predstavǉa poǉe vazduxnih
struja, qestica �e se u ǌemu kretati vektorskom linijom.

Primer 4.3. Odrediti vektorsku liniju vektorskog poǉa ~A = (xy,−x2, yz+z) koja prolazi kroz
taqku M(4, 3, 2).

Rexeǌe. Treba rexiti sistem
dx

xy
=

dy

−x2
=

dz

yz

uz poqetne uslove (x, y, z) = (4, 3, 2). Iz prve jednakosti imamo dx
y = − dy

x , tj. xdx = −ydy, pa
integracijom sledi x2 + y2 = C1. Iz pripadnosti taqke M sledi C1 = 25.

Zamenom y =
√
25− x2 u jednakosti dz

dx = yz+z
xy dobijamo jednaqinu sa razdvojenim promenǉivim

dx

x
+

dx

x
√
25− x2

=
dz

z
.

Integracija daje 6
5 ln |x| − 1

5 ln(5 +
√
25− x2) = ln |z|+ const, dakle, z5(y + 5) = C2x

6. Iz pripad-
nosti taqke M sledi C2 = 1

16 .

Rexeǌe je kriva data uslovima x2 + y2 = 25 i x6 = 16z5(y + 5).

4.4. Zadaci

1. Sa ~r = (x, y, z) oznaqavamo vektor poloжaja, a sa r = |~r| ǌegov intenzitet. Za koju konstantu

a je poǉe ~A = ra~r harmonijsko?

2. Klasifikovati vektorsko poǉe ~A = (exy+ez, eyz+ex, ezx+ey). Odrediti izvod ǌegovog poten-
cijala U u taqki M(−1, 1, 0) u pravcu vektora ~v = (2, 2,−1), ako taj potencijal postoji.

3. Dato je vektorsko poǉe ~A =
(

3x−2z
x , 2x−2z

y , 3x−4z
z

)

. Odrediti konstante a, b i c za koje je po-

ǉe xaybzc· ~A potencijalno. Za te vrednosti a, b, c na�i izvod potencijala u taqki P (1, 1, 1) u
pravcu vektora ~v = (1, 1, 1).

4. Izraqunati divergenciju i rotor vektorskog poǉa ~A = ez−y(y, x−xy−1, xy+1) u taqki P (2, 1, 1).

Odrediti potencijal poǉa ~A ako postoji.

5. Na�i divergenciju, rotor i potencijal vektorskog poǉa ~A = (x2 + yz, z2 + xz, 2yz + xy).

6. Dato je vektorsko poǉe ~A = (2x+ay+3z, −2y+bz, cx+y+4z), gde su a, b i c realni parametri.

Na�i vrednosti a, b, c za koje je poǉe ~A potencijalno i odrediti ǌegov potencijal.

7. Klasifikovati vektorsko poǉe ~A = (x+y+z)α
(

(y+2z, z−x, −2x−y
)

u zavisnosti od parametra
α. Odrediti ǌegov potencijal za onu vrednost α za koju on postoji.

8. Klasifikovati vektorsko poǉe ~A = (yz+1, xz, xy+x) i odrediti vektorsku liniju koja prolazi
kroz taqku P (0, 0, 0).

9. Dato je vektorsko poǉe ~A = (2z, y, y+2x). Na�i divergenciju i rotor poǉa ~A u taqki P (0, 1, 3).
Odrediti vektorsku liniju koja prolazi kroz taqku P .

10. Odrediti vektorske linije vektorskog poǉa ~A = (x, 3y−z, z−x−3y). Za koju vrednost para-

metra a je poǉe ~v × ~A vrtloжno, gde je ~v = (1, a, 1)?

11. Na�i vektorsku liniju vektorskog poǉa ~A = (x, x + z, x+ y) koja prolazi kroz taqku (1, 1, 0).

12. Dato je vektorsko poǉe ~A = (x2 − 1, 1− y2, x− y). Na�i divergenciju i rotor poǉa ~A u taqki
(2, 3, 0). Odrediti ǌegove vektorske linije.
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4.5. Rexeǌa

1. Divergencija i rotor poǉa ~r su

div ~r = ∂
∂xx+ ∂

∂yy + ∂
∂z z = 3 i rot ~r =

(

∂
∂yz− ∂

∂z y,
∂
∂zx− ∂

∂xz,
∂
∂xy− ∂

∂yx) = (0, 0, 0).

Tako�e je ∂
∂xr

a = ∂
∂x (x

2 + y2 + z2)
a
2 = a

2 (x
2 + y2 + z2)

a
2
−1 · 2x = ara−2x i, sliqno, ∂

∂y r
a = ara−2y i

∂
∂z r

a = ara−2z, pa je grad ra = ara−2~r. Sada je

div ~A = (grad ra) · ~r + radiv ~r = ara−2~r · ~r + 3ra = (a+ 3)ra,

rot ~A = (grad ra)× ~r + rarot ~r = ara−2~r × ~r + ~0 = ~0.

Poǉe ~A je harmonijsko ako je div ~A = 0, tj. za a = −3.

2. Imamo rot ~A = ~0, pa je ovo potencijalno poǉe. ǋegov potencijal U tada postoji i vaжi
gradU = ~A. Odmah znamo i izvod potencijala U u pravcu vektora ~v:

∂U(M)

∂~v
= gradU(M) · ~v|~v| =

~A(M) · ~v|~v| =
(1

e
+1,

1

e
, e−1

)

· 1
3
(2, 2,−1) = 1− e

3
+

4

3e
.

Potencijal je U = exy + eyz + ezx+ C, ali ǌega nije bilo neophodno na�i.

3. Poǉe je potencijalno ako mu je rotor nula, a rotor datog poǉa je

rot ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

xaybzc 3x−2z
x xaybzc 2x−2z

y xaybzc 3x−4z
z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= xaybzc
( (3b−2c)x+2(c−2b+1)z

yz , 3(c−a−1)x+2z(2a−c−1)
zx , (2a−3b+2)x+2(b−a)z

xy

)

.

Ovo je nula ako je 3b−2c = c−2b+1 = c−a−1 = 2a−c−1 = 2a−3b+2 = b−a = 0, a to vaжi ako je
(a, b, c) = (2, 2, 3).

Ako je U potencijal, ǌegov izvod u pravcu vektora ~v je gradU · ~v
|~v| =

1√
3
~A(P ) · (1, 1, 1) = 0.

4. Imamo div ~A = 2(xy− x+1)ez−y, te je div ~A(P ) = 2, i rot ~A ≡ ~0. Dakle, poǉe ~A je potencijalno,
a potencijal U zadovoǉava

U ′
x = ez−yy ⇒ U =

∫

U ′
xdx = xyez−y + C(y, z),

zatim U ′
y = (x− xy)ez−y + C′

y ⇒ C′
y = −ez−y ⇒ C =

∫

y C
′
ydy = ez−y +D(z),

i najzad U ′
z = (xy + 1)ez−y +D′(z) ⇒ D′ = 0 ⇒ D = const.

Tako smo dobili U = (xy + 1)ez−y + const.

5. Raqunamo div ~A = ∆ · ~A = 2x+2y i rot ~A = ∆× ~A = (0, 0, 0), pa postoji i potencijal U . Za ǌega
vaжi

U ′
x = x2 + yz ⇒ U = 1

3x
3 + xyz +A(y, z),

zatim U ′
y = z2 + xz ⇒ A = yz2 +B(z),

i najzad U ′
z = 2yz + xy ⇒ B = const.

Dakle, U = 1
3x

2 + xyz + yz2 + const.

6. Rotor datog poǉa je ~A = (1− b, 3− c,−a), xto je nula-vektor za (a, b, c) = (0, 1, 3) i tada je

~A = (2x+ 3z, z − 2y, 3x+ y + 4z)

potencijalno poǉe.

ǋegov potencijal U zadovoǉava U ′
x = 2x+ 3z, dakle U =

∫

(2x+ 3z)dz = x2 + 3xz + E(y, z).

Daǉe, z − 2y = U ′
y = E′

y, pa je E = zy − y2 +D(z) i U = x2 + 3xz − y2 + yz +D(z).

Najzad, 3x+ y + 4z = U ′
z = 3z + y +D′(z), pa je D = 2z2 + C i U = x2 + 3xz − y2 + yz + 2z2 + C.
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7. Imamo div ~A = 3α(z − x)(x+y+z)α−1 i rot ~A = (α+ 2)(x+y+z)α(−1, 2,−1).
Divergencija je nula samo za α = 0, a rotor je nula samo za α = −2. Poǉe je potencijalno za
α = −2, vrtloжno za α = 0 i sloжeno u ostalim sluqajevima.

Za α = −2 postoji potencijal U i vaжi

U ′
x =

y + 2z

(x + y + z)2
, U ′

y =
z − x

(x + y + z)2
, U ′

z = − 2x+ y

(x+ y + z)2
.

Iz prve jednakosti sledi U = y+2z
(x+y+z)2dx = − y+2z

x+y+z + C(y, z), a odatle diferenciraǌem po y i

z sledi iz C′
y = C′

z = 0, tj. C je konstanta i U = − y+2z
x+y+z + const.

8. Poǉe je potencijalno, jer je div ~A = 0, ali ne i harmonijsko, jer je rot ~A = (0,−1, 0).
Vektorske linije zadovoǉavaju sistem dx

yz+1 = dy
xz = dz

xy+x . Iz druge jednakosti je (y+1)dy = zdz,

pa integracijom sledi (y+1)2−z2 = C1. Zamena (x, y, z) = (0, 0, 0) daje C1 = 1, tj. z =
√

y2 + 2y.

Zamenom z u jednaqini dobijamo

dx

y
√

y2+2y + 1
=

dy

x
√

y2+2y
, tj. x dx =

(

y +
1

√

y2+2y

)

dy.

Integracijom dobijamo x2 = y2 + 4 ln
(√

y +
√
y+2

)

+ C2. Zamena x = y = 0 daje C2 = −2 ln 2.

9. Imamo div ~A = 1 i rot ~A = (1, 0, 0) = ~ı; oba su konstantna. Na�imo jox vektorske linije.

Ako je dx
2z = dy

y = dz
y+2x = dt, onda je dx + dy + dz = 2(x + y + z)dt i odatle d(x+y+z)

2(x+y+z) = dy
y , pa

integracijom sledi 2 ln |y| = ln |x+ y + z|+ const. Odavde je x+ y + z = C1y
2.

Vratimo z = C1y
2 − x− y u polazni sistem:

dy
y = dx

2z = dx
2(C1y2−x−y) , tj. dx

dy = 2(C1y
2−x−y)
y = 2C1y − 2− 2x

y ,

xto je linearna diferencijalna jednaqina po x kao funkciji po y: x′+ 2
yx = 2C1y−2. Rexeǌe

je x = C2

y2 + 1
2C1y

2 − 2
3y, tj. y2(3x+ y − 3z) = 6C2.

Zamenom (x, y, z) = (0, 1, 3) nalazimo C1 = 4 i C2 = − 4
3 , pa je traжena vektorska linija data

jednaqinama
x+ y + z = 4y2, y2(3x+ y − 3z) = −8.

10. Za poqetak, iz dx
x = dy

3y−z = dz
z−x−3y = dt odmah sledi dx+ dy + dz = 0, pa je x+ y + z = C1.

Zamenom z = C1−x− y u jednaqinu dobijamo dx
x = dy

x+4y−C1
, tj. dy

dx = 4y
x + x−C1

x , xto je linearna

jednaqina po y. ǋeno rexeǌe je y = C1

4 − x
3 + C2x

4.

Najzad, divergencija poǉa ~v × ~A = (−3ax−(a+3)y+(a+1)z, 4x+y−z, −ax+3y−z) je −3a, pa je
poǉe vrtloжno samo za a = 0.

11. Sistem jednaqina dx
x = dy

x+z = dz
x+y (= dt) moжe se zapisati u normalnom obliku: x′ = dx

dt = x,

y′ = dy
dt = x + z i z′ = dz

dt = x + y. Odmah dobijamo x = Aet, a daǉe sistem rexavamo kao xto
smo navikli:

y′ = Aet + z, y′′ = Aet + z′ = 2Aet + y, tj. y′′ − y = 2Aet.

Homogeno rexeǌe po y je yh = Bet +Ce−t, a partikularno traжimo u obliku Dtet i nalazimo
yp = tet i y = (t+B)et + Ce−t. Odatle je z = y′ −Aet = (t+B −A+ 1)et − Ce−t. Prema tome,

(x, y, z) = (Aet, (t+B)et+Ce−t, (t+B−A+1)et−Ce−t).

Najzad, za vektorsku liniju koja sadrжi taqku P (1, 1, 0), slobodnim odabirom t = 0 nalazimo
(1, 1, 0) = (A,B+C,B−A−C+1), tj. A = 1, B = C = 1

2 .

12. Divergencija je div ~A = 2x− 2y = −2, a rotor rot ~A = (−1− 0)~ı+ (0− 1)~+ (0− 0)~k = (−1,−1, 0).
Vektorske linije nalazimo iz sistema dx

x2−1 = dy
1−y2 = dz

x−y = dt. Iz prve jednakosti dobijamo

jednaqinu sa razdvojenim promenǉivim qije je rexeǌe ln |x−1
x+1 |+ ln |y−1

y+1 | = const, xto znaqi
x− 1

x+ 1
· y − 1

y + 1
= C1, tj. (x− 1)(y − 1) = C1(x+ 1)(y + 1).

Tako�e, iz dz = (x − y)dt i dx + dy = (x2 − y2)dt = (x + y)dz sledi dz = d(x+y)
x+y , odakle je

integracijom
z = ln |x+ y|+ const, tj. x+ y = C2e

z.
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
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