MatremaTuka 3

Llywarn Bykuh

4. CrajlapHa U BEKTOPCKA IMOJbA

4.1. OcHOBHHM TOjMOBU

Ckanapro Uowe je IpeCcInKaBame KOje CBAKOj TAUKM IPOCTOpA WU Aeja npocropa (06UYHO TpOoau-
MEH3UOHAJHOT) HoJesbyje CKagap, Tj. 0poj. Ipyrum peumma, To je obuuHa (yHENMja Bumme (TadvHuje,
TPUjy) NPOMEHILUBUX.

CnuyHO, 8eKWOPCKo Uove je TPECINKABAKE KOje CBAKO] TAUKM IPOCTOPA UM [eJIa IPOCTOPA AOAEIbYje
BekTOp (OOMYHO y TpU QUMEH3Uje); HaKJe, TO je BEKTOPCKa (yHKIHja.

Kako yBectn mudepennujasau padyH Ha OBAKBUM MIPECIUKABAKBAMA !

IIpe cBera, nMaMo TpM IPOCTOPHE KOOPAMHATE U NOTPeDdy 3a Mu(EePEHIUPAmEM 110 CBAKO] O IHUX.
YBOAUMO Hab.a OUEPGUOP KAO BEKTOP-OIepaTop HapIrjajHor AudepeHnupama I0 CBAKOj Ol TPU IPO-

MEHJbUBE: o 90 0
C\ox’ 0y’ 0z )

Y cayuajy (mudepenuujabuanor) ckajgapHor nossa U Habsa ce npupoaHo npumemyje, xajyhu cse
UHpOpMAIje O IOHAIAKY (PYHKIMjEe Y OKOJIUHYU naTe TadKe Koje Mory ourtu norpebue. Tako neduHuimmemo
wagujenis grad U cramapuor moma U Kao

gradU = VU = <8U ou 6U) .

dx’ dy’ Iz
I'paamjenT je BEKTOPCKO mosbe - ¢Bakoj tauku M y mpoctopy monesmed je sekrop grad U(M).

[Ipumernmo na je ToTasHu nupepeHnujas ckajapHor moma U jemHak
dU = U, dx + U, dy + Udz = grad U - (dz, dy, dz).

ITo amamoruju ca u3BoaMMa, TPaAUjeHT 33,00BObABA ciaemeha mpaBuia, MTO Ce JaKo MpoBepaBa:

grad (cU) = c - grad U, grad (U +V) =gradU + grad V,
grad (U - V) = Ugrad V + Vgrad U, grad % e U‘;2Ugrad ’

3a mpom3BOJpHA CKasiapHa nmossa U m V u rorcTanty c € R.

Ako maMm je mosHaT rpaiujeHT ckajJapHor mosa U y maroj tauku M, Moske ce ompenuTu Op3uHA

pacra noma U y cMmepy npousBosbHOr Bekropa U. Hawmme, ako je U = (Ty, Yy, 20), nome U ce Momxe
anpokcuMuparu TejaopoBuM MOIMHOMOM y OKOJUHU Tauke M Kao
oU (M oU (M oU (M
U(M+h6):U(M)+%-h:cy+ E?(y )-hvar 6(2 )-hzv+0(h):U(M)+hgradU(M)~17+0(h).
Tako mepuHUIIEMO U360g Y CMEPY BEKUWOPA U:
M M + hv) — UM 0]
8U(_’ ):lim UM + UZ Ul ):gradU(M)~i_,.
v h—0 h|9] |0

Osaj ussBox je ounto Hajsehu y cmepy rpamujenta grad U, Tj. y Tom cmepy nosme U HajOop:ke pacre.

Ipumep 4.1. HNatu cy ckamapuo nome U(x,y,z) = 2%y + y?2z, Tauka A(1,1,1) u Bexrop v = (1,2, —2).
Ipamujent noma U je jemnax grad U = (2zy, 22 + 2yz.y?). Y Tauku A om je jemmax (2,3,1).

WsBon nmoma U y mpasuy BexkTopa ¥y Tauku A je oU4) gradU(A) - & = (2,3,1) - %(1,2, —-2)=2.

ov 7|
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Y cayudajy BEKTOPCKOI I0Jba A = (Az, Ay, A,), roe cy Az, Ay, A, mudepenmujabunme (byHKLU/Ije o
T,y,z, CUTyalluja je HEMTO Apyraduja. Byﬂyhu BEKTOp, HabJa ONepaToOp Ce MOKe ,,[IOMHOKUTU  BEK-
TOpPOM A Ha ;Ba HauMHA: CKAJAPHO U BeKTOpCKU. Tako yBoammo mojMose gueeplenyuje div A u poiiopa
rot A . L 9A, 0A, 0A.

v A = A= T
div v 8x+8y+8z’

—

B B v 7 k OA. OA, 0A, 0A. 0A, 0A,
rot A=V xA=1|9/0x 9/0y 0/0z :(8yz_8zy’ a;—a;, axy_ayl)'

A, Ay A,
Kao mTo je yobuuajeuno, ca 7, Ju k osmauenu Cy jeAVHWYHU BEKTOPU MyK KOOPIAWHATHUX OCA:
T= (17();0)7 j: (07]-;0)7 k= (anﬂl) (14)
Iakne, nuBeprenuuja je Opoj, a pOTOP je BEKTOP.

Axo je U cramapHO moJbe, IpaBuia IPOU3BOAA OU U3TIIeNANA OBAKO:
div(U-A)=V-(U-A)=VU-A+UV-A) =gradU - A+ U -div 4,
rot (U-A) =V x (U-A)=VU x A+ U(V x A) = gradU x A+ U -rot A.

4.2. Knacudpukramuja BEKTOPCKUX II0JbA

BekTopcko mosme A= (Az, Ay, AL) je:
— zapmonujcko axo je div A=0urot A=0 Y CBaKO] TauyKW;
— wowenyujaaro axo je rot A =0 y cBakoj Tauru;
— epuwinoncrno ako je div A =0y cBakoj Tauru;
— caoxceno aro je div A # 0 u rot A £ 0.
'pamujent ma Kor crajgapHoOr mosma U je MOTEeHIUjaTHO BEKTOPCKO MMOJbe. 3aucTa,
0 0 0 0 0 0
rot (gradU) = | =—=U. — =—U!, =—U., — —U., —U! — =—U. | =(0,0,0).
(g ) <8yz 0z Y9z * 9x Pox Y Oy * (0,0,0)
Wcnocrasma ce ma Baxku u oOpaTHO TBphHeme:
e 3a CBaKO MOTEHINjaJHO BEKTOPCKO MOJHE A mocToju ckasapuo nosbe U takBo na je grad U = A.
ITome U ce HaszuBa wotienyujanom BEKTOPCKOT moJba A.

IloTennujan ce Mmoxke jemuocTaBHO HahM MOHOBLEHOM MHTETPAIIAjOM.

IIpumep 4.2. KnacupruroBaTtu BEKTOPCKO MOJbE A= (2x+y—+1,x+2+42,y+22—1) 1 OAPEAUTH HETOB IOTEH-
nujall aKko IOCTO)jU.
Pewewe. Vmamo -

| 7 ; )
rotA=| 9/ox  9/dy  9/9z |=(1-1,0-0,1—-1)=0,
2e+y+1 z+2+2 y+2z2-1
0(2z+y+1)  O(x+z+2)  O(y+2z-1)
+ -
or oy 0z

OBe BpeIHOCTU KIACUPUKYjy MOJbE KAO MOTEHIM]aIHO, Al HEe U XapMOHUjCKO.

div A = =240+2=4.

Cana hemo mahu meros norernmjan U.

— Tlowro je U, = 2z + y + 1, marerpanujom no dz nobujamo U = [Uldx = 2?2 +ay+x+ E(y, 2).
ITpumerumo ma, mana je B KOHCTAHTA MO X, OHA MOYKE & 3aBUCU ON Y U Z.

— Ilame, xaxo je v +2+2 = U, = 8%(332+xy+:£+E(y,z)) =z + B, mmamo E; = z+ 2 u,
unTerpamujom mo dy, E = yz + 2y + D(z), te je U = 2® + 2y + yz + x + 2y + D(z). Cana
»koHcTanta” [ 3aBuUCH caMO OI Z.

— Hajsan, rakxo je y+2z—1 = U. = %(12 +ay+yz+z+2y+ D(2) = y+ D'(2), cnenn
D'(z) = 22 — 1 u omarne D = 22 — 2z + C 3a mexy ,mpasy”’ wkouctauty C. Ilpema Towme,
U=z2’4+ay+yz+22+ax+2y—2+C.

4.3. BekTopcke juHUje

Bexwiopcka aunuja BEKTOPCKOT TOJbA A= (Az, Ay, A) je mudepennujabunna KpuBa YUjU je BEKTOP
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TAHIEHTE y CBaKOj CBOjoj Tauku P komuneapan ¢ sekropom A(P). Ta
KPMBa 3a0B0JbaBa CUCTEM jeJHAUMHA y CAUMETPUUYHOM OOJIMKY:

dov _dy _ dz
A, A, A,

Ha mpumep, ako BeKTOpCKO mosbe A mpencrasiba MoJbe Ba3IyIHUX
cTpyja, yectuna he ce y meMy KpPeTaTd BEKTOPCKOM JIMHUjOM. Q

—

Ilpumep 4.3. OmpemuT BEKTOPCKY JWHM]Y BeKTOpckor mosma A = (zy, —a?,yz+2) Koja mpoiasum Kpo3

Pewemwe. Tpeba pemuTtu cucrem

raury M (4,3,2).

de dy  dz
ry —a?  yz
y3 nouetne ycaose (z,y,z) = (4,3,2). V3 upse jemmakoctu mmamo % = f%, 1j. xdr = —ydy, na

WHTErPaInmnjoM CJiean x? + y? = C,. U3 npunaznsocru tauke M ciemu C; = 25.

SamenoM y = /25 — 22 y jemHakocTu % = % no0UjaMo jeTHAUYNHY ca Pa3ABOjeHUM TPOMEH/LUBUM

r o oaV25 -2 oz
Unrerpammja aaje &In|z| — £ In(54 v/25 — 22) = In|z| + const, makxe, 2°(y +5) = Coab. U3 npunaz-
noctu tauke M cuemu Co = %
Pememe je kpusa mata yciosuma x2 + y? = 25 u 2% = 162°(y + 5).

4.4. 3amamm

10.

11.

12.

. Ca 7= (z,y,2) 03HAUABAMO BEKTOD MOJIOKAja, & ca 1" = |F| 1eroB MHTEH3NTeT. 3a KOjy KOHCTAHTY

a je momwe A = r®r xapMoOHU]CKO?

. Knacudurosaru Bexropcko nome A = (e*y+e?, e¥z+e”, e*zr+e¥). Oumpeautu u3BoA HErOBOI MTOTEH-

mujana U y rauku M (—1,1,0) y npaBuy Bexropa ¥ = (2,2, —1), ako Taj HOTEHUUjaJl IOCTO]U.

3x—2z 2x—2z 3x—4z
z 7 y z

IlaTo je BeKTOpPCKO mojre A = ( ) Ognpennru KoHCTAaHTE a, b U ¢ 3a KOje je mo-

Jbe x“ybz?/_l’ HOTEHIUjaJHO. 3a Te BPENHOCTU «a,b, ¢ Haliu uzBox norenuujana y tauku P(1,1,1) y
npasny Bekropa ¥ = (1,1,1).

. Vzpauynatu nquBeprennujy u poTop BEKTOPCKOT MOJba A= e* Y(y,x—xy—1,zy+1) y taurn P(2,1,1).

OnpenuTu mOTEHIM]AT T0ha A aKO MOCTOjU.

. Hahwu muBeprenmujy, porop u mMOTEHIUjaJ BEKTOPCKOT MOJba A= (22 + yz, 22 + 22, 2yz + ).

IlaTto je BEKTOPCKO MOJbE A= (2z+ay+3z, —2y+bz, cx+y+4z), rme ¢y a, b 1 ¢ peanHu napaMeTpu.
Hahu Bpenmoctu a, b, ¢ 3a Koje je mome A MOTEHIM]AJIHO U OAPEIUTUA HEMOB MOTEHIN]aJl.

KaacugprkoBatu BEeKTOPCKO mobe A = (x—i—y—i—z)“((y—i—Qz, z—x, —2:U—y) V 3aBUCHOCTH OJ] TapaMeTpa
«. OppemuTu BHEroB MOTEHOUjAJ] 32 OHY BPEIHOCT (¢ 33 KOjy OH IOCTOjWU.

KnacudpumkoBaTy BEKTOPCKO mObE A= (yz+1, xz, zy-+x) u 0 ApeAUTU BEKTOPCKY JUHUJY KOja MPOJIA3U
kpo3 Tauky P(0,0,0).

IlaTo je BEKTOPCKO TOJbe A= (2z,y, y+2x). Hahu nuseprenmujy u poTop mosma A y Taukn P (0,1, 3).
OxpenuTu BEKTOPCKY JIMHU]Y KOja IIPOJa3u KpOo3 Taury P.

OppennTu BEKTOPCKE JIMHUj€ BEKTOPCKOT IMOJbA A= (x, 3y—z, z—x—3y). 3a KOjy BPEOHOCT mapa-
Merpa a je mose ¥ X A Bpraoskno, rae je U= (1,a,1)?

Hahu BexkTOpCKY MUHUjY BEKTOPCKOT MOJLA A= (x,x 4+ z,z + y) Koja mponasmu kpo3 raury (1,1,0).

IlaTo je BEKTOPCKO IOJbe A= (22 — 1, 1 —y?, v — y). Hahu nuseprennujy u poTop mosba A Y Ta4Ku
(2,3,0). OmpenuTu mEroBe BEKTOPCKE JIUHUJE.
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4.5. Pemema

1. IIuseprennuja u poTop mossa 7 Cy

div 7 = —ac + 8yy + —z =3 u rot7= (a%z——y, —x—%z, aly——x) (0,0,0).
Tarobe je 2r® = L (2% +y? +2%)% = 2(2? +y? + 2%)5 1 . 20 = ar® %z u, cnmuno, a%ra =ar® 2y u

9 _ a— 2 _ a—2=> :
57" = ar®"?z, na je gradr® = ar®"*7. Cana je

div A = (grad r®) - 7 + r%div 7 = ar®~
rot A = (grad %) X 7+ rirot ¥ = ar®"
TTome A'je XapMOHUjCKO ako je div A= 0, Tj. 3a a = —3.
2. Umamo rot A = 6, ma je OBO MOTEHIUjaJaHo mose. IberoB morenmnujan U Tamga mMOCTOjU U BasKU
grad U = A. Oamax 3HaMO U uM3BOA nmoreHnujasa U y mpaBmy BeKTOpa U
oU (M) v 1 4

, 1 1
—AM) - L= (241, ee1) 22,2, 1) =1- S 4 &
a5 M)z (e+’e’e ) 5221 37 30

0l

=grad U(M) - 7

ITorenmujan je U = ey + €Yz 4+ e*x + C, anu wera Huje 6uno Heonxoano nahu.

3. Ilome je moTeHNUjaJHO AKO MY j€ POTOP HYJa, & POTOP AATOT MOJHA je

—

7 7 E
rot A = 0/0x /0y 0/0z
% y Zc&:n 2z xayb252x72z xayb253x74z
Y z

_ a.b C((Sb 2¢)x+2(c— 2b+1)z 3(c—a—1)z+22(2a—c— 1) (2a—3b+2)x+2(b— a)z)
=Ty -z yz zZT Ty

Oso je myna ako je 3b—2c = c—2b+1 = c—a—1 = 2a—c—1 = 2a—3b+2 = b—a = 0, a TO BaskM aKo je
(a,b,c) = (2,2,3).

Axo je U moTeHnmjas, meros M3BOL y Hpasily Bekropa ¥ je grad U - & = %A’(P) -(1,1,1)=0.

G

4. Vvamo div A = 2(xy —x+1)e* 7Y, e je div ff(P) =2, rot A = 0. Ilakme, noJe gje IIOTEHIINj AJIHO,
a morennujaa U 3amoBosbaBa

U, =e"Yy = U= [Uldx=uzye* ¥+ Cly,z),
satum Uy = (x — zy)e* Y + O = Cy=-¢Y = C=[ Cdy=e""+D(2),
nuajsan U.=(xy+1)e Y+ D'(z) = D' =0 = D = const.

Taxro cmo pobuiu U = (zy + 1)e* Y 4 const.

5. Pauymamo divA=A-A=2z+ 2y u rotA=AxA= (0,0,0), ma mocroju u norennujasa U. 3a mera

B
U=2"+y: = U=322"+ayz+ A(y,2),

satmv U =2"+22 = A=y2"+ B(2),
u najsan Ul =2yz+xy = B = const.

Harme, U = sac + xyz + yz2 + const.

6. Porop maTor moma je A = (1-1b,3—¢,—a), mTo je myna-sexkrop 3a (a,b,c) =(0,1,3) u Tana je
A= (22 + 32,2 —2y,3x +y +4z)
MOTEHIIN]aJHO MOJLe.
Heros norennujan U s3anosomasa U, = 2z + 3z, nakae U = [(2z + 3z)dz = 2* + 3z + E(y, 2).
Name, z — 2y = U, = E;, na je E=zy—y?>+D(2) uU=2%+32z—y>+yz+ D(2).
Hajsam 3z +y+42=U.=32+y+D'(2), maje D=222+C u U = 2% + 32z — y* + yz + 222 + C.
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7. Vlmanmo div A = 3a(z — 2)(z+y+2)*"" u rot A= (a+2)(z+y+2)*(—1,2,—1).

Iuseprennuja je myna camo 3a « = 0, a porop je mHyaa camo 3a « = —2. [lome je morernumjaano 3a
o = —2, BpTJIOKHO 32 o = 0 U CIOXKEHO Yy OCTAJUM CIydajeBUMA.
3a a = —2 mocroju norernujan U u Baxku
;. yt2z ;o z—x ;o 2z +y
Tyt Y @yt T (atyt2)?
W3 npee jemnakoctu caenu U = %d = f;f;‘_zz + C(y,2), a omatae qudepeHmupameM IO Y U

y+2z

pra— -+ const.

z cnem w3 Cy = C, =0, 1j. C je roucranra u U = —

8. Iome je morenmmjanuo, jep je div A = 0, anu He 1 XapMOHUjCKO, jep je rot A = (0,—1,0).

de  _ dy _ _dz
yz+1 = xz T xytz’

na urrerpamujom ciaemn (y+1)% — 22 = C1. amena (r,y, 2) = (0,0,0) maje C = 1, tj. z = \/y% + 2y.
3aMeHOM z y jeAHAUYUHU TO0MjaMo
dx dy ) 1
N (vl

WuTerpanujom mobujamo z2 = y? +41n (\/er \/y+2) + Cs. 3amena x =y =0 maje Co = —2In2.

Bexkropcke nmuHmMje 3an0B0/baBajy cuCTEM

N3 npyre jemnarocru je (y+1)dy = zdz,

9. Mmamo divA =1 nrot A = (1,0,0) =7} 0oba cy roucrantHa. Habumo jom BekTOpcke nunwmje.

Axo je g—;ﬂ = % = yiga = dt, ouzma je dx +dy + dz = 2(x + y + z)dt u omariue % = %, na

unTerpanujom caema 2Inly| = In |z +y + z| + const. Omasme je x +y + z = Cry>.

Bparumo z = C1y? — 2 — y y TONa3HU CHUCTeM:

dy _ dx dz _ 2(Ciy°—az—y) —92C

_ d ; 2

v T Ty U W T Ty W25

WTO je JuHeapHa AU(EpPEHIUjalHa jeJHAUMHA 10 & Kao QYHKUUju 1o y: =’ + iz = 2C1y—2. Pememe
je x = % +3C1y* = 2y, Tj. ¥*Bx +y —32) = 6C;.

Samenom (z,y,z) = (0,1,3) mamasumo C; = 4 u Cy = —%, na je TpaskeHa BEKTOPCKa JIMHMUja OaTa
jemHauymHaAMA ) )

r+y+z=4y°, y*(Br+y—3z)=-8.

d .
10. 3a mouerak, u3 % = 3yfz = Z_gz_3y =dt onmax caemu dx +dy+dz =0, na je x +y+ 2z = C].

- o . . dz _ dy ody 4y | a—C
Bamenom z = C1 —x —y y jeanauuny pobujamo <F = T o U@ =Tt
(71 T

jenmauuna no y. tbewo pememe je y = 5+ — 5 + Cha?.

, ITO je JMHeapHa

Hajsanx, muBeprennuja mosba o x A = (=3ax—(a+3)y+(a+1)z, do+y—=z, —ax+3y—z) je —3a, ma je
moJbe BPTIIORKHO caMo 3a a = 0.

: dv _ dy _ _d=z _ .o dx
11. Cucrem jenmaumna F = 75 = pray (= dt) moxe ce zamucaTu y HOpMaJHOM OOMmKYy: o' = &
y = Z—f =r+zmuz = % =z +y. Omvax gobujamo x = Ae!, a mame cucTeM pemraBaMo Kao IITO

CMO HAaBURJIN:

= 1%

y = Ae' +z, Yy =Ae'+ 2 =24 +y, 1j. Yy —y=24c"
Xowmoreno pememe 10 ¥y je y, = Be! +Ce™!, a maprukyrapHo TpaskuMmo y obauky Die! u Hazasmmo
yp=te' my = (t+ B)e' + Ce™'. Onmarne je z=y' — Ae' = (t+ B— A+ 1)e! — Ce ", IIpema Tome,
(z,y,2) = (Ae', (t+B)e'+Ce™ ", (t+B—A+1)e!—Ce™).

Hajsan, 3a BekTOpCKY JauHM]y Koja canp:xu tauky P(1,1,0), caobomaum omabupom t = 0 HAIA3UMO
(1,1,0) = (A, B+C, B—A—C+1), 1j. A=1, B=C = 1.

= (=1—0)74 (0 —1)7+ (0 — 0)k = (—1,—1,0).
dx d

Bekropcke snuHMje HATA3UMO U3 CUCTEMA —3oq = dz

12. Huseprennuja je divA =2z — 2y = —2, a porop rot A
1 1—?;{;2 = Ty

= dt. U3 nupse jemnakoctu modujamo

—1

jemHAUMHEY ca Pa3ABOjEHMM MPOMEHJLUBUM uuje je pememe In |Z| 4 In|L=| = const, mTo 3Hauu

) ) z+1 y+1

r—1 y-— _

o v B C (z-1y—-1)=Clz+1)(y+1)

Takobe, m3 dz = (z — y)dt u dz + dy = (22 — y2)dt = (z + y)dz crem dz = Y onakne je

- z+y
WHTErPAIjoM
z=1In|z+y|+const, Tj. x+y=Cse®.

OO
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