
Matematika 3

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

5. Krivolinijski integrali

5.1. Zasnivaǌe

Podsetimo se kako smo uveli odre�eni integral funkcije f(x) na segmentu [a, b].

a
b

xi−1 xi

ci

∆xi

Posmatrajmo podelu segmenta [a, b] podeonim taqkama
a = x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn = b na podintervale i u sva-
kom podintervalu [xi−1, xi] odaberimo taqku ci. Za datu
podelu, sa δ oznaqavamo najve�u od razlika ∆xi = xi−xi−1

za i = 1, . . . , n.

− Integralna suma je suma S =
∑n

i=1 f(ci) ·∆xi. Na slici je to zbir povrxina pravougaonika.

− Integral
∫ b

a f dx je limes integralne sume S kada podela teжi najsitnijoj mogu�oj, tj. kada
δ → 0. Na slici je to povrxina ispod krive.

Analognim postupkom bismo mogli da definixemo integral funkcije f : Φ → R po bilo kom
merǉivom objektu Φ. Zaista, taj postupak �emo ponavǉati vixe puta. Integralna suma je suma
vrednosti funkcije u nekim “istaknutim” taqkama pomnoжenih odgovaraju�ih teжinama, a inte-
gral je limes integralne sume. Dakle, integral je neka vrsta sume vrednosti funkcije u “svim”
taqkama, gde je svaka vrednost pomnoжena odgovaraju�om teжinom.

U ovoj glavi objekat Φ je kriva Γ zadata parametarski:

Γ : ~r(t) = (x(t), y(t), z(t)) za α 6 t 6 β. (15)

Izvod vektorske funkcije ~r je ~̇r(t) =
(

x′(t), y′(t), z′(t)
)

. Podrazumevamo da je kriva ı̄lax̄̄ka, tj. da su
funkcije x(t), y(t) i z(t) neprekidno diferencijabilne (skoro svuda). To je gotovo uvek sluqaj.

A0=~r(a) An=~r(b)

Ai
‖

~r(ti)
Ai+1

‖

~r(ti+1)

~̇r(ti)

Γ :
~r(t) = (x, y, z)
(a 6 t 6 b)

Podela Π intervala [a, b] na podintervale [ti−1, ti] za i = 1, 2, . . . , n, gde su

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b, (16)

odre�uje podelu krive Γ na lukove Γi (od taqke Ai−1 = ~r(ti−1) do taqke Ai = ~r(ti)). Fino�a ī̄ogele δ
je najve�a od duжina podintervala ∆ti = ti − ti−1.

Na svakom od podintervala [ti−1, ti] odabrana je isx̄̄aknux̄̄a x̄̄aqka ci, qime su odre�ene i is-
taknute taqke Mi = ~r(ci) na luku krive Γi.

5.2. Integral skalarnog poǉa po krivoj

Date su kriva Γ, zadata jednaqinom (15), i funkcija f (tj. skalarno poǉe) definisana u taqkama
krive. Integral funkcije f po krivoj Γ, poznat i kao krivolinijski inx̄̄e ı̄ral ī̄rve vrsx̄̄e, oznaqava
se kao

I =

∫

Γ

f ds

i intuitivno predstavǉa ,,koliqinu” funkcije na krivoj.
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Posmatrajmo podelu Π krive Γ zadatu sa (16) i oznaqimo sa ∆si duжinu dela Γi.

Inx̄̄e ı̄ralna suma je

S = S(Π) =

n
∑

i=1

f(Mi) ·∆si.

x

y
z

∆si

Mi

f(ci)Γ

+

−

+=⇒

Γ
,,ispeglano”

∆si

Mi

Integral I se definixe kao limes integralne sume S kada podela Π teжi najfinijoj mogu�oj,
tj. kada δ = maxi∆ti teжi nuli. Na slici je to povrxina xrafirane povrxi nad krivom (povrxina
,,ispod” krive raquna se kao negativna).

Poxto duжinu ∆si moжemo da aproksimiramo duжinom duжi Ai−1Ai:

∆si ≈ Ai−1Ai = |~r(ti)− ~r(ti−1)| ≈ (ti − ti−1)|~̇r(ti)| =
√

x′(ti)2 + y′(ti)2 + z′(ti)2 ·∆ti,

puxtaǌem ∆ti → 0 sledi da se diferencijal ds duжine krive moжe izraziti kao

ds = |~̇r(t)| dt =
√

x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 · dt.
Prema tome:

I =

∫

Γ

f ds =

∫ b

a

f(~r(t)) · |~̇r(t)| dt =
∫ b

a

f
(

x(t), y(t), z(t)
)
√

x′(t)2+y′(t)2+z′(t)2 dt.

Duжina ℓ krive Γ je integral jedinice po krivoj:

ℓ =

∫

Γ

1 ds =

∫ b

a

√

x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2 dt.

U specijalnom sluqaju kada je kriva Γ zadata u ravni jednaqinom y = y(x) za a 6 x 6 b, ulogu
parametra t moжe da preuzme x. Tada imamo ds =

√

1 + y′(x)2 · dx i

I =

∫

Γ

f(x, y)ds =

∫ b

a

f(x, y(x))
√

1 + y′(x)2 dx.

Primer 5.1. Ako je Γ kruжnica data jednaqinom x2 + y2 = 1, izraqunati I =

∫

Γ

x2 ds.

Rexeǌe. Parametrizacija date kruжnice je

x = cos t, y = sin t, 0 6 t 6 2π.

Ovde je x′(t) = − sin t, y′(t) = cos t i ds =
√

x′(t)2 + y′(t)2 dt =
√

sin2 t+ cos2 t dt = dt, pa integral
I postaje

I =

∫ 2π

0

cos2 t dt =

∫ 2π

0

1 +✘✘✘✿=0
cos 2t

2
dt = π.

5.3. Integral vektorskog poǉa po krivoj

Sada je na krivoj Γ sa jednaqinom (15) dato vektorsko poǉe ~A = (P,Q,R). Integral poǉa ~A po
krivoj Γ:

I =

∫

Γ

~A · d~r =

∫

Γ

P dx+Q dy +R dz,

poznat i kao krivolinijski inx̄̄e ı̄ral gru ı̄e vrsx̄̄e, u stvari predstavǉa ,,dejstvo” (tj. rag) vektorskog

poǉa duж krive. Ovde uqestvuje vektorski diferencijal d~r = ~̇r dt = (dx, dy, dz), gde su

dx = x′(t) dt, dy = y′(t) dt, dz = z′(t) dt,

tako da se gorǌi integral moжe zapisati kao

I =

∫

Γ

P dx +Q dy +R dz =

∫

~A(~r(t)) · ~̇r(t) dt =
∫ b

a

(Px′ +Qy′ +Rz′) dt, (17)
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pri qemu su P = P (x(t), y(t), z(t)), Q = Q(x(t), y(t), z(t)) i R = R(x(t), y(t), z(t)) tako�e funkcije po t.

Kako je d~r = ~̇r(t) dt = ~̇r(t)

|~̇r(t)| ds, integral vektorskog poǉa se svodi na integral skalarnog duж
krive:

∫

~A · d~r =

∫

~A · ~̇r(t)
|~̇r(t)|

ds =

∫

Proj~̇r
~A ds.

Drugim reqima, to je integral ī̄rojekcije vektorskog poǉa ~A (taqnije, ǌene usmerene duжine) na

vektor kretaǌa ~̇r duж krive.

Γ =⇒

,,ispeglano” Γ

Prime�ujemo da integral vektorskog poǉa zavisi od orijenx̄̄acije krive, tj. od smera kretaǌa
duж ǌe. Promena orijentacije uzrokuje promenu znaka skalarnih proizvoda ~A · ṙ, a samim tim i
vrednosti integrala. Za razliku od ǌega, integral skalarnog poǉa je nezavisan od smera kretaǌa.

Primer 5.2. Date su konstante a, b > 0. Kriva Γ je luk krive date jednaqinom ya = xb od taqke

A(0, 0) do taqke B(1, 1). Izraqunati I =

∫

Γ

xdy + ydx.

Rexeǌe. Krivu moжemo parametrizovati jednaqinama

x = ta i y = tb za 0 6 t 6 1.

Tada imamo dx = ata−1dt, dy = btb−1dt i

I =

∫ 1

0

(ta · btb−1 + tb · ata−1)dt =

∫ b

a

(a+ b)ta+b−1dt = (a+ b) · 1

a+ b
= 1.

Ova vrednost ne zavisi od a i b.

Integral vektorskog poǉa ima razliqite fiziqke interpretacije. Na primer, zamislimo qes-

ticu koja, kre�u�i se fiksnom putaǌom Γ, prolazi kroz poǉe vazduxnih struja ~A. U taqki

M = ~r(t) qestica ima vektor brzine ~̇r(t), a strujaǌe brzine ~A(~r(t)) �e joj zadati ubrzaǌe jednako
~A·~̇r. Drugim reqima, integral I meri ukupnu promenu u intenzitetu brzine qestice koju �e struje
prouzrokovati duж krive Γ.

U sluqaju kada je kriva Γ zatvorena koristi se i termin cirkulacija poǉa, uz oznaku

∮

~A · d~r.

Primer 5.3. Na�i integral I =

∮

(y2 − z)dx− x dy duж zatvorene krive date uslovima x2 + 4y2 = 4

i x+ y + z = 2, orijentisane u smeru kazaǉke na satu.

Rexeǌe. Koristimo parametrizaciju

x = 2 cos t, y = sin t, z = 2− 2 cos t− sin t,

ali zbog orijentacije krive (u negativnom smeru) parametar t se kre�e od 2π do 0.

Kako je dx = −2 sin t dt i dy = cos t dt, imamo

I =

∫ 0

2π

(

(cos2 t+ 2 cos t+ sin t− 2) · (−2 sin t)− 2 cos t · cos t
)

dt

= −
∫ 2π

0

(

−2(cos2 t+2 cos t−2) sin t− 2 sin2 t− 2 cos2 t
)

dt = 2

∫ 2π

0

(cos2 t+2 cos t−2) sin t+ 2

∫ 2π

0

dt.

Najzad, smenom | y=cos t
dy=− sin t dt| dobijamo I = −2

∫ 1

1 (y
2 + 2y − 2)dy + 4π = 4π.

5.4. Putna nezavisnost integrala vektorskog poǉa

U primeru 5.2 pojavilo se (dvodimenzionalno) vektorsko poǉe ~A = (y, x) qiji je integral
∫

y dx+ x dy po raznim putevima od taqke (0, 0) do taqke (1, 1) bio isti. Razlog tome je xto je (y, x)
ı̄ragijenx̄̄ funkcije f(x, y) = xy, te je integrand y dx+ x dy zapravo ǌen totalni diferencijal df .
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Ako je vektorsko poǉe ~A potencijalno, ono je gradijent svog potencijala U , tj.

~A = gradU.

Tada je izvod sloжene funkcije U ◦ ~r jednak

dU(~r(t))

dt
= gradU(~r(t)) · ~̇r(t) = ~A(~r(t)) · ~̇r(t).

To znaqi da, ako je kriva Γ zadata jednaqinom (15), vaжi

∫

Γ

~A · d~r =

∫ b

a

~A(~r(t)) · ~̇r(t) dt =
∫ b

a

dU(~r(t))

dt
dt = U(~r(b))− U(~r(a)) = U(B)− U(A),

xto u stvari ne zavisi od putaǌe Γ, ve� samo od ǌene poqetne taqke A i krajǌe taqke B.

Primer 5.4. Date su taqke A(1, 2) i B(2, 1), a Γ je proizvoǉna kriva od A do B.

(a) Dokazati da integral
∫ B

A
y dx−x dy

y2 ne zavisi od putaǌe Γ i izraqunati ga.

(b) Pokazati da integral
∫

Γ
(y dx − x dy) zavisi od putaǌe Γ.

Rexeǌe. (a) Dati integral je integral vektorskog poǉa ~A = ( 1y ,− x
y2 ) u dve dimenzije. Dodajmo

mu i tre�u dimenziju: ~A = ( 1y ,− x
y2 , 0). Tada je rot ~A = ~0, pa je ovo poǉe potencijalno, a lako

nalazimo da mu je potencijal U = x
y + const.

Traжeni integral je

U(B)− U(A) = 2− 1

2
=

3

2
.

(b) Poǉe (y,−x, 0) nije potencijalno, ali to jox uvek nije dokaz. Izraquna�emo integrale
duж dve razliqite putaǌe od A do B i vide�emo da su razliqiti.

(1) I1 =
∫

Γ1
(y dx− x dy) po guжi AB: x = t, y = 3− t, 1 6 t 6 2. Imamo

I1 =
∫ 2

1

(

(3− t) · 1− t · (−1)
)

dt = 3.

(2) I2 =
∫

Γ1
(y dx− x dy) po luku kru ı̄a: x = 1 + sin t, y = 1 + cos t, 0 6 t 6 π

2 . Imamo

I2 =
∫ π/2

0

(

(1 + cos t) cos t− (1 + sin t)(− sin t)
)

dt =
∫ π/2

0
(sin t+ cos t+ 1) = 2 + π

2 6= 3.

5.5. Zadaci

1. Kriva γ je data parametarski: (x, y) = (4 sin t, t− sin t cos t) za 0 6 t 6 π. Izraqunati I =

∫

γ

xds.

2. Kriva γ u prostoru je data uslovima x = cos z, y = sin z, 0 6 z 6 π. Odrediti I =

∫

γ

y ds

x+ 2
.

3. Izraqunati integral

∫

s

√
4− x ds, gde je s duж AB s krajevima A(3, 2, 0) i B(0, 1, 1).

4. Ako je Γ kruжnica data jednaqinom x2 + y2 = 2x, izraqunati

∫

Γ

√
x ds.

5. Izraqunati integral I =

∫

γ

ds

x+y+z
po krivoj γ u preseku povrxi y2 + z2 = 2xz i ln z

2 = 1 + y
z

izme�u ravni z = 2 i z = 2e.

6. Na�i integral I =

∫

γ

z ds, gde je γ kriva u preseku polusfere x2+y2+z2 = 4, z > 0 i cilindra

x2 + y2 = 2x.

7. Izraqunati integral

∫

γ

√

12z − 2z2 − 3ds, gde je γ kriva u preseku povrxi z = x2+ y2 i ravni

x+ y + z = 2.

8. Na�i integral I =

∫

γ

(1 + y) ds po kargioigi: x = (1− cos t) cos t, y = (1 − cos t) sin t, 0 6 t 6 2π.
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9. Kriva γ je krug x2 + y2 = 1. Izraqunati integrale (a)

∫

γ

(x2+x) ds i (b)

∮

γ

(x2+x) dy u pozi-

tivnom smeru.

10. Kriva γ je data uslovima (x, y) = (t3 + t, t3 − t) za 0 6 t 6 1. Izraqunati

∫

γ

√
x+y dx+

√
x−y dy.

11. Na�i integral

∫

γ

x dy + y dz + z dx, gde je γ zavojnica data uslovima (x, y, z) = (cos t, sin t, t) za

0 6 t 6 π.

12. Izraqunati

∮

C
(y − z)2dx + (z − x)2dy + (x − y)2dz, gde je C kontura trougla ABC s temenima

A(0, 0, 0), B(1, 2,−1) i C(2,−1, 1).

13. Izraqunati I =

∫

γ

dx+ dy + dz

y2 + 2z2
, gde je γ kriva y =

√
x, z =

√
1− x od taqke A(0, 0, 1) do taqke

B(1, 1, 0).

14. Izraqunati I =

∫

C
x2dx+ xy dy, gde je C deo krive x2 + xy+ y2 = 1 u prvom kvadrantu od taqke

A(1, 0) do taqke B(0, 1).

15. Odrediti integral I =

∮

γ

dx

y
+

dy

z
+

dz

x
, gde je γ pozitivno orijentisana kriva u preseku

cilindra y2 + z2 = 1 i konusa x2 + y2 = z2 u poluravni z > 0.

16. Odrediti konstantu α za koju krivolinijski integral
∫

γ
(x3dx+ y3dy + z3dz)(x4 + y4 + z4)α ne

zavisi od puta, gde je γ bilo koja kriva od taqke A(−1, 0, 1) do taqke B(3, 4, 5).

17. Proveriti da li integral

∫ (1,1,1)

(0,0,0)

ex−y
(

(xy + y + z2)dx − (xy − x + z2)dy + 2z dz
)

ne zavisi od

puta i odrediti ga.

5.6. Rexeǌa

1. Kako je x′ = 4 cos t i y′ = 2 − 2 cos2 t, imamo ds =
√

16 cos2 t+ (2− 2 cos2 t)2dt = 2(1 + cos2 t)dt.
Dobijamo

I = 8

∫ π

0

sin t(1 + cos2 t)dt =| u=cos t
du=− sin t dt|= 8

∫ 1

−1

(1 + u2) du =
64

3
.

2. Za parametrizaciju koristimo promenǉivu z. Izvodi po z su x′ = − sin z, y′ = cos z i z′ = 1,

pa je ds =
√

x′2+y′2+z′2 dt =
√
2 dt. Dobijamo

I =
√
2

∫ π

0

sin z dz

2 + cos z
=| u=2+cos z

du=− sin z dz|=
∫ 3

1

du

u
= ln 3.

3. Prvo parametrizujemo duж AB: ona je data jednaqinom

(x, y, z) = A+ t · −−→AB = (3, 2, 0) + t(−3,−1, 1) = (3− 3t, 2− t, t).

Sada je ds =
√

x′2 + y′2 + z′2 dt =
√
11 dt i

√
4− x =

√
1 + 3t, pa je traжeni integral

I =

∫ 1

0

√
1 + 3t

√
11 dt =|u=1+3t

du=3dt |=
√
11

3

∫ 4

1

u1/2du =

√
11

3
· 2
3
u3/2|u=4

u=1 =
14
√
11

9
.

4. Data kruжnica ima jednaqinu (x− 1)2 + y2 = 1, tj. ima centar A(1, 0) i polupreqnik r = 1, pa
se moжe parametrizovati polarnim koordinatama: x− 1 = cos t i y = sin t, −π 6 t 6 π.

Sada je x′ = − sin t, y′ = cos t i ds =
√

x′2 + y′2 dt =
√

sin2 t+ cos2 t dt = dt, pa imamo
∫

Γ

√
x ds =

∫ π

−π

√
1 + cos t dt =

∫ π

−π

√

2 cos2 t
2 dt =

√
2

∫ π

−π

cos
t

2
dt =

√
2 · 2 sin t

2

∣

∣

∣

π

−π
= 4
√
2.
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5. Da bismo parametrizovali krivu, oznaqi�emo 1 + y
z = t. Iz druge jednaqine sledi z = 2et i

odatle y = 2(t− 1)et, a onda prva jednaqina daje x = (t2 − 2t+ 2)et. Sledi

x′ = t2et, y′ = 2tet, z′ = 2et i ds =

√

x′2+y′2+z′2 dt = et
√

t4 + 4t2 + 4 dt = (t2 + 2)et dt.

Najzad, uslov 2 6 z 6 2e se svodi na 0 6 t 6 1, pa dobijamo I =
∫ 1

0
dt = 1.

6. Prvo parametrizujemo krivu. Dati cilindar ima jednaqinu (x − 1)2 + y2 = 1, pa ǌega
parametrizujemo polarnim koordinatama: x = 1 + cosϕ, y = sinϕ (0 6 ϕ 6 2π). Iz jedna-

qine polusfere dobijamo z =
√

4− x2 − y2 =
√
2− 2 cosϕ = 2 sin ϕ

2 .

Imamo ds =
√

x′2 + y′2 + z′2 dt =
√

1 + cos2 ϕ
2 , pa sledi

I = 2

∫ 2π

0

√

1+ cos2
ϕ

2
sin

ϕ

2
dϕ =| t=− cos ϕ

2

dt= 1
2
sin ϕ

2
dϕ
|= 4

∫ 1

−1

√

1+t2dt

= 4 · 1
2

(

t
√

t2+1 + ln
(

t+
√

t2+1
)

)∣

∣

∣

1

0
= 4
√
2 + 4 ln(1 +

√
2).

7. Taqke na krivoj γ zadovoǉavaju jednaqinu x2 + y2 + x+ y− 2 = 0, tj. (x+ 1
2 )

2 + (y + 1
2 )

2 = 5
2 , pa

krivu moжemo da parametrizujemo polarnim koordinatama:

x =
√
10
2 cosϕ− 1

2 , y =
√
10
2 sinϕ− 1

2 i z = 3−
√
10
2 (sinϕ+ cosϕ).

Sada je
ds =

√

x2
ϕ+y2ϕ+z2ϕ dϕ =

√

5(1− sinϕ cosϕ) dϕ,
√

12z − 2z2 − 3 =
√

15− 2(z − 3)2 =
√

10(1− sinϕ cosϕ),

pa dobijamo
∫

γ

√
12z − 2z2 − 3 ds =

∫ 2π

0

√
50(1− sinϕ cosϕ)dϕ = 2π

√
50 = 10π

√
2.

8. Imamo x′ = sin t− sin 2t i y′ = cos t− cos 2t, pa je

ds =

√

x′2 + y′2 dt =
√
2− 2 sin t sin 2t− 2 cos t cos 2t dt =

√
2− 2 cos t dt = 2 sin t

2 dt.

Sada je I = 2
∫ 2π

0
(1+ sin t− sin t cos t) sin t

2 dt. Kako je 2 sin t sin t
2 = cos t

2 − cos 3t
2 i 2 sin t cos t sin t

2 =
1
2 cos

3t
2 − 1

2 cos
5t
2 , dobijamo

I =

∫ 2π

0

(

2 sin
t

2
+ cos

t

2
− 3

2
cos

3t

2
+

1

2
cos

5t

2

)

=

(

2 sin
t

2
− 4 cos

t

2
− sin

3t

2
+

1

5
sin

5t

2

)

∣

∣

∣

2π

0
= 8.

9. Kruжnicu parametrizujemo kao x = cos t i y = sin t (0 6 t 6 2π). Tada je

x′ = − sin t, y′ = cos t, dy = cos t dt, ds =

√

x′2+y′2 dt = dt.

(a)
∮

γ(x
2+x) ds =

∫ 2π

0 (cos2 t+ cos t)dt = π.

(b)
∫

γ(x
2+x) dy =

∫ 2π

0 (cos2 t+ cos t) cos t dt = π.

10. Imamo
√
x+ y =

√
2t3,
√
x− y =

√
2t, dx = (3t2 + 1)dt i dy = (3t2 − 1)dt. Ovako se dati integral

I svodi na integral po t:

I =

∫ 1

0

(

√
2t3(3t2+1)+

√
2t(3t2−1)

)

dt =
√
2

∫ 1

0

(3t7/2+t3/2+3t5/2−t1/2)dt =
(6

9
+
2

5
+
6

7
−2

3

)√
2 =

44

35

√
2.

11. Dati integral je jednak
∫ π

0

(xy′+yz′+zx′)dt =

∫ π

0

(cos2 t+sin t−t sin t)dt = π

2
+2−

∫ π

0

t sin tdt =
π

2
+2−(sin t−t cos t)

∣

∣

π

0
= 2− π

2
.

12. Traжeni integral je zbir integrala po duжima AB, BC i CA.

− Od A do B: parametrizacija duжi je (x, y, z) = A+t·−−→AB = (t, 2t,−t) i (dx, dy, dz) = (1, 2,−1),
pa je

IAB =
∫ 1

0
[(3t)2 + 2(2t)2 − t2]dt = 16

3 .
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− Od B do C: parametrizacija duжi je (x, y, z) = B+t·−−→BC = (1+t, 2−3t,−1+2t) i (dx, dy, dz) =
(1,−3, 2), pa je

IBC =
∫ 1

0
[(5t− 3)2 − 3(2− t)2 + 2(4t− 1)2]dt = 0.

− Od C do A: parametrizacija duжi je (x, y, z) = C+t ·−→CA = (2−2t,−1+t, 1−t) i (dx, dy, dz) =
(−2, 1,−1), pa je

ICA =
∫ 1

0
[−2(2− 2t)2 + (1− t)2 − (3− 3t)2]dt = − 16

3 .

Rezultat je I = IAB + IBC + ICA = 0.

13. Po uslovu zadatka je y2 + z2 = 1, pa moжemo uvesti polarne koordinate: x = cos2 t, y = cos t,
z = sin t (0 6 t 6 π

2 ). Tako je

dx = −2 cos t sin t dt, dy = − sin t dt, dz = cos t dt, y2 + 2z2 = 1 + sin2 t.

U taqki A je t = pi
2 , a u taqki B je t = 0. Dakle, I =

∫ 0

π/2
−2 sin t cos t−sin t+cos t

1+sin2 t
= I1 + I2, gde su

I1 =

∫ π/2

0

(2 sin t− 1) cos t dt

1 + sin2 t
=| u=sin t

du=cos t dt|=
∫ 1

0

2u− 1

1 + u2
= ln 2− π

4
,

I2 =

∫ π/2

0

sin t dt

1 + sin2 t
=

∫ π/2

0

sin t dt

2− cos2 t
=| v=cos t

dv=− sin t dt|=
∫ 1

0

dv

2− v2
=

ln
(

1 +
√
2
)

√
2

.

14. Da bismo parametrizovali krivu C (elipsu), dopunimo jednaqinu do kvadrata i postavimo

neku vrstu polarnih koordinata: 3
4x

2 + (12x+ y)2 = 1 i odatle
√
3
2 x = cos t i 1

2x+ y = sin t, tj.

x =
2√
3
cos t, y = sin t− 1√

3
cos t ⇒ dx = − 2√

3
sin t dt, dy =

(

cos t+
1√
3
sin t

)

dt.

U taqkama A i B je t = π
6 , odnosno t = π

2 , pa dobijamo

I =
∫ π/2

π/6

(

8
3
√
3
cos2 t sin t+ 2√

3
cos t(sin t− 1√

3
cos t)(cos t+ 1√

3
sin t)

)

dt

=
∫ π/2

π/6

(

4√
3
cos2 t sin t+ 4

3 sin
2 t cos t− 2

3 cos t
)

dt =
(

− 4
3
√
3
cos3 t+ 4

9 sin
3 t− 2

3 sin t
)∣

∣

π/2

π/6
= 5

9 .

15. Koristimo smenu x = z cos t i y = z sin t. Iz uslova y2 + z2 = z2(1 + sin2 t) = 1 dobijamo

x =
cos t

√

1 + sin2 t
, y =

sin t
√

1 + sin2 t
, z =

1
√

1 + sin2 t
,

tako da je

dx =
−2 sin t dt

(1 + sin2 t)3/2
, dy =

cos t dt

(1 + sin2 t)3/2
, dz =

− sin t cos t dt

(1 + sin2 t)3/2
.

Traжeni integral postaje I =
∫ 2π

0 f(t)dt, gde je f(t) = −2+cos t−sin t
1+sin2 t . Kako je f(t) + f(t + π) =

−4
1+sin2 t , imamo I =

∫ π

0 f(t)dt+
∫ 2π

π f(t)dt =
∫ π

0 (f(t)+f(t+π))dt = −4
∫ π

0
dt

1+sin2 t . Posledǌi integral

izraqunavamo smenom u = ctgt: tada je dt
1+sin2 t = − sin2 t

1+sin2 tdu = − du
2+u2 , pa je

I = 4

∫ −∞

∞

du

2 + u2
= −4 · 1√

2
arctg

u√
2

∣

∣

∞
−∞ = −2

√
2π.

16. Dati integral ne zavisi od puta ako je vektorsko poǉe ~A = (P,Q,R) potencijalno, gde je
P = x3(x4 + y4 + z4)α, Q = y3(x4 + y4 + z4)α i R = z3(x4 + y4 + z4)α.

Rotor je rot ~A = (∂R∂y −
∂Q
∂z )

~i + (∂P∂z − ∂R
∂x )

~j + (∂Q∂x − ∂P
∂y )

~k, a pri tome je

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
= 4αy3z3(x4 + y4 + z4)α−1 − 4αy3z3(x4 + y4 + z4)α−1 = 0, itd.

Dakle, rot ~A = ~0 za sve α, tj. poǉe je uvek potencijalno.

17. Rotor vektorskog poǉa ~A =
(

ex−y(xy+y+z2),−ex−y(xy−x+z2), 2zex−y
)

je nula, pa integral ne
zavisi od puta. Na�imo ǌegov potencijal U .

• U ′
z = 2zex−y ⇒ U = z2ex−y +A(x, y);

• U ′
x = z2ex−y +A′

x ⇒ A′
x = (x+1)yex−y ⇒ A = xyex−y+B(x), tj. U = (xy+z2)ex−y +B(x);

• U ′
y = −ex−y(xy−x+z2) ⇒ B′

x = 0, tj. B = const.

Prema tome, U = (xy + z2)ex−y + const. Traжeni integral je jednak U(1, 1, 1)− U(0, 0, 0) = 2.
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