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Resenja zadataka sa Prvog kolokvijuma iz predmeta
Matematika 3 (1. grupa)

a) Ukoliko izrazimo y”, imamo y”(z) = e~%" i stoga

1
y// — /y/// dr = /ezx dr = _567295 + Cla
1 1
y = /y” dx = / (—56_2:0 —1—01) dx = Ze_Qx + Chia + Cs,

1 1 2
Y= /y’ dx = / (Ze‘% + Cix + 02) dr = —ge‘% + CI% + Coz + Cs.

b) U ovom sluc¢aju nije moguce eksplicitno izraziti y” preko x, tako da smo prinudjeni da
parametrizujemo: y” = ¢, sint +t = x, odakle je dz = (cost + 1) dt i onda (analogno kao u
delu pod a) )

t2
Y :/y”dx:/t(cost+1)dt:tsint+cost—|—E—l—Cl,

t2
Yy :/y/da::/(tsint+cost+§+01) (cost+1)dt

1 1
:5/t2008t+/t(sintcost+sint) dt+/cothdt+(C’l—l—l)/costdt+/(§t2+01> dt
1, . . 1. . 1. 1 . t3
:§t sint — [ tsintdt+ [t Esm%—i—smt dt—l—zstt—l—it—i—(Cl—i—l)smthE—l—C’lt—i—Cg

Podrazumeva se da su studenti upuceni u racunanje ovakvih integrala uz pomo¢ parcijalne

integracije.

2. a) lako se zadatak moze resiti slicnim postupkom kao deo pod b), navodimo krace resenje.

d d
Za odgovarajuce funkcije argumenta x, y = y(z) , ¥ = ¢'(x) = —y, y' =y (x) = %, leva

/

strana date jednacine predstavlja prvi izvod F’(z) slozene funkcije

Fe) = In(y/(2)) — In (1 + (y(z))?) = In (%)

jer je

2 () — I o Y@ ()y’(x)
[In (/' (2)) = In (1 + (y(=)))] J@) 14 ()’
Dakle, F'(z) = 01 F(z) = const, odnosno

y' () dy
— 2, = Oy dz, arctgy = Cyz + C
Lt () " e BYT T




b) Nakon standardne smene y' = z = 2(y), koja se uvodi u ovakvim zadacima (diferencijalne

jednacine 2. reda ¢ija formulacija ne zavisi od x), imamo

dy dy dy dz
"o g S ),
y'=y(x) = dz dy dx dy e

(pri ¢emu se y"” = 2’ - z koristi kao gotov rezultat) i data jednacina postaje
2% —yz2' =0, 2(22 —y2) =0,

gde imamo dva slucaja.
1) z =0, tj. y=0, odakle direktno proisti¢e resenje y = const.

2) 2z — yz' = 0, odakle razdvajanjem promenljivih dobijamo

2 2 2y dz
y 2y oz
odnosno —2Iny +Inz = —In(y=2) + Iny’ = const nakon integracije. Dalje,

y Yy =C, yidy = Cdr

i nakon integracije.
1 1
——=Ciz+0Cy, y=———"—-
Yy ! 2 ¥ Cll' + CQ
Ovo je opste resenje polazne jednacine. Jasno je da se dobijeno resenje y = const dobija iz

opsteg za C'; = 0 i stoga ono predstavlja partikularno resenje.
1

Uslov y(0) = 1 se svodi na Cy = —1, dok iz y~2y’ = C (ili diferenciranjem y = ————)
01]7 + CQ
dobijamo
;o Ch
Yy = """~
((Clﬂf + 02))

pa se ¢/ (1) = 0 svodi na C; = 0 Dakle, trazeno partikularno resenje glasi:
Yp(z) = 1.

. Cim je zadatak ovako formulisan, jasno je da jedno resenje treba da ”izvariramo”, a drugo da
dobijemo preko prvog uz pomo¢ Abelove formule. Zamenjujué¢i u odgovarajué¢u homogenu

jednacinu y = P, v/ = paP~t, y" = p(p — 1)xP~2, dobijamo
p(p — Dbt +2(x 4+ DpaP™' + 222 =0, (p* +p)aP ' + (2p+2)2” =0

Poslednje je moguée samo za p*> +p =01 2p + 2 = 0, odnosno p = —1.

1
Dakle, y5; = — isada, nakon zapisivanja u” default” obliku odgovarajuée homogene jednacine
x



koja odgovara polaznoj jednacini:
/!
- @7 - = O
Yp + 1 + -
i primene Abelove formule, dobijamo

1 e_f 2(:0:1) dx
Yon = > / ——dx.

Imamo

/—2(x+1)d:c :/(2+2) dmz/2dm+2/@=2l’+21ﬂxa
x x X

1
e (2z+2Inz) _ e 2z e 2lnz _ e 2z
CCQ

1 #6*2‘T 1 —2x 1 —2z
ygh—z/ (1)2 dx—;/e dx——ge :

Odgovarajuce partikularno resenje prvo probavamo da nabodemo u obliku y = const - ne ide,

zatim probavamo da ga nabodemo u obliku y = ax +b - ne ide. Konacno, ako pretpostavimo

y = ax® + bx + ¢, imamo y' = 2ax + b, ¥’ = 2a, tj.

z-2a+2(x+1)(2az+b) +2(az® +br+c) = 2> +2+1, 6az”®+ (6a+4b)x+2b+2c = 2° +x +1,

1 1
odakle dobijamo a = 5’ b=0ic= R

: . .. 1 r o, 1, 1

Sada je opste resenje y = C1— + Co—e "% + —x° + —.

x T 6 2

43 _ Lt _ /_yl/t //_y{tl_yl/f . .. .
. Uvodedi z =¢€' (t=Inz), y ==, ¢y" = 5 jednacina postaje
x x

yf—yé—y,’t—l-y:et—cost, yé’—?yé—i—y:et—cost.

Odgovarajuca karakteristicna jednacina glasi A*> — 2\ + 1 = 0, odnosno (A — 1)? = 0, $to
znaci da imamo jednu nulu A = 1 visestrukosti s = 2. Stoga je opste resenje odgovarajuce
homogene jedncine

yn(t) = Cre’ + Cote’,

dok partikularna resenja koja ispunjavaju vy, — 2y, +yp1 = e (ay=10=0a+if =1
jeste koren karakteristicne jednacine visestrukosti s = 2) i y5 — 2y +ype = — cost (az = 1,
f1 =1, ay + iy = i nije koren karakteristicne jednacine, dakle visestrukost ss = 0) trazimo
u oblicima y,; = t?Ae’ = At?e' iy, = Acost + Bsint.



U prvom slucaju je y, = A(t* + 2t)e i yy = A(t* + 4t + 2)e’ i

ygl — 2y;1 + Yp1 = 2Ae,

1
odakle dobijamo 2A4ef =eti A = 5

U drugom slucaju je y,, = —Asint + Bcost iy, = —Acost — Bsint i

y;’Q - 2?/;2 + yp2 = 2Asint — 2B cost,

1
odakle dobijamo —2B = —1, B = 3 i A = 0. Dakle opste resenje je

1 1 1 1
y = Cie' + Cyte’ + §t26t + 3 cost = Ciz + Coxlnz + 3% (Inz)* + 3 sin (In z).

. U normalnom obliku dati sistem glasi

dx dy dz
E—Sz—Zy, E—Qx—élz, %—4y—3x.

Na osnovu osobina proporcije, za bilo koje realne brojeve «, 5, v vazi

adr + fdy+vdz = (a(3z—2y) + (20 —4z2) + y(4y — 3x)) dt

= ((28 =3y)z+ (4y — 20)y + (3ax — 45)2) dt.

Poslednji izraz je jednak nuli kada je 25 = 37, 4y = 2a i 3a = 4, §to ¢e vaziti kad god je
3
8= E’y ia=2y, etonpr. zay=2, =3, a=4. Dakle, bice

4ddx +3dy+2dz =0,
odakle integracijom dobijamo
Oy (x,y,2) =4a+ 3y + 22 =C).
Slicno, za bilo koje realne brojeve «, 3, v vazi

ardr + Bydy +~vzdz = (ax(3z — 2y) + By(2z — 42) + v2(4y — 3z)) dt

= ((28 = 2a)zy + (4y — 48)yz + (3a — 37)zx) dt.

Poslednji izraz je jednak nuli kada je « = 8 =+, eto npr. kad su svi jednaki 1. Dakle, bice

rdr +ydy+ zdz =0,



odakle integracijom dobijamo
Oy(z,y,2) = 22 +9* + 22 = Cs.
Diferenciranjem prve jednacine datog sistema dobijamo
T=32—-2
Ako u prethodni izraz uvrstimo g i 2
=34y — 3x) — 2(2x — 42) = —13z + 12y + 8z,
diferenciranje pretdodnog izraza daje

= —13% + 12 + 82 = —13(3z — 2y) + 12(2z — 42) + 8(4y — 3z) = 58y — 87z,

Dakle, imamo sistem
= -2y 43z
=—13z +12y +8z
= +58y —87=z.

Pomnozimo prvu jednac¢inu sa 29 i dodajmo drugoj (cilj je eliminisati y), druga nam c¢ak ni
ne treba. Dobijamo
T + 292 = 0. (1)



Resenja zadataka sa Prvog kolokvijuma iz predmeta
Matematika 3 (2. grupa)

1. a) Ukoliko izrazimo y”, imamo 3" (x) = —e ™3 i stoga

1
y' = /y’” dr = — / e ¥ dy = 56_336 + Ch,

1 1
y = /y” dx = / (563”3 + Cl) dx = —ée’m + Ciz + Cy,

2

1 1
Yy = /y’ dr = int (66_29” + Ciz + Cg) dr = ge_% + Cl% + Coz + Cs.

b) U ovom sluc¢aju nije moguée eksplicitno izraziti 3" preko x, tako da smo prinudjeni da
parametrizujemo: y” = t,

cost —t = x, odakle je dr = —(sint + 1) dt i onda (analogno kao u delu pod a) )

t2
Y :/y”dx:—/t(sint—|—1)dt:tcost—sint—54—01,

t2
y = y/dx:—/(tcost—sint—E—FC'l) (sint +1)dt

1
:_/ 2sint—/t(sintcost+cost) dt+/sin2tdt—(C’l—l)/sintdt—i—/(étz—C’l) dt

1 1 1 1 t3
:——t2cost—|—/tcostdt—/t(§sin2t—|—cost) dt—Zsith—i—gt—l—(Cl—1)cost+g—C’1t+

—

DO —

(\V]

Podrazumeva se da su studenti upuceni u rac¢unanje ovakvih integrala uz pomo¢ parcijalne
integracije.

2. a) lako se zadatak moze resiti slicnim postupkom kao deo pod b), navodimo krace resenje.
/

d
Za odgovarajuce funkcije argumenta x, y = y(z) , ¥ = ¢/(x) = —y, y' =9y (x) = s leva

strana date jednacine predstavlja prvi izvod F’(z) slozene funkcije
F(z)=In(y(x)) +In(1+ (y(a:))z) =In((1+ (y(x))2)y'(a:)),

jer je

, oy Y'(x) | 2y(x)y(x)
[ln (v'(z)) +1n (1 + (y(z)) )} = + Tt (y(x))2

Dakle, F'(z) =01 F(x) = const, odnosno
3

(1+ (y(z))*)y'(z) = C1, /(1+y2)dy=01d:c, %+y201:r+02

b) Nakon standardne smene y' = z = 2(y), koja se uvodi u ovakvim zadacima (diferencijalne



jednacine 2. reda ¢ija formulacija ne zavisi od x), imamo

dy dy dy dz ,
= —— = — = =22,

no__ N — — . — .
v =y@) de  dy dr dy Y
(pri cemu se y” = 2’ - z koristi kao gotov rezultat) i data jednacina postaje
222 +yz2' =0, 2(22 +y2) =0,

gde imamo dva slucaja.
1) z =0, tj. y=0, odakle direktno proistice resenje y = const.

2) 2z + y2’ = 0, odakle razdvajanjem promenljivih dobijamo

2 " 2d d
2_ A2y dz_,
Y z Yy z

odnosno 2Iny + Inz = In (y?) + Iny’ = const nakon integracije. Dalje,
vy =C, y’dy = Cida

i nakon integracije.
3

L Crr + Cy

3
Ovo je opste resenje polazne jednacine. Jasno je da se dobijeno resenje y = const dobija iz
opsteg za 7 = 0 i stoga ono predstavlja partikularno resenje.

Uslov y(0) = 0 se svodi na Cy = 0, dok iz y*y’ = C) (ili diferenciranjem y = /3(Ciz + Cy))

dobijamo

y = <
(3(Cha + Cy))**
pa se y'(1) = 1 svodi na (Cy = 0)
C
——m=1,C=09
(3C1)

Dakle, trazeno partikularno resenje glasi:

yp(z) = 3z'/%.

. Cim je zadatak ovako formulisan, jasno je da jedno resenje treba da ”izvariramo”, a drugo da
dobijemo preko prvog uz pomoé¢ Abelove formule. Zamenjujuci u odgovarajuéu homogenu

jednacinu y = 2P, y' = paP~1, y" = p(p — 1)xP~2, dobijamo

p(p— D)ot +2(x + DpaP' + 227 =0, (p* +p)a? ' + (2p+2)2? =0



Poslednje je moguée samo za p* +p =01 2p + 2 = 0, odnosno p = —1.

1
Dakle, y5; = — isada, nakon zapisivanja u” default” obliku odgovarajuce homogene jednacine
x

koja odgovara polaznoj jednacini:

2 +1 2
g+ 22D )yH—:O
X Xz

i primene Abelove formule, dobijamo

Imamo

/—2(x+1)dg; :/(2+g) dx:/2dx+2/ﬁ:2x—l—21nx,
x x €

—(2z4+2Inz) _ -2z _—2lnz __ 1 —2z

€ =€ - € = —¢€

1 [ Le 2 1 1
Yop = _/ 2 5 dl’ — _/6—21 dZL’ — ——6_21.
T (l) T 2x

xT

Odgovarajuce partikularno resenje prvo probavamo da nabodemo u obliku y = const - ne ide,
zatim probavamo da ga nabodemo u obliku y = ax+b - ne ide. Konac¢no, ako pretpostavimo
y = ax® + bx + ¢, imamo y' = 2ax + b, ¥ = 2a, tj.

z-2a+2(x+1)(2ax+b) +2(ar* +br+c) = 2° —x+1, 6ar’*+ (6a+4b)x+2b+2c = 2° —x+1,

1

1
odakle dobijamo a = 6 b= —5 ic=1.
o 11, 1, 1
Sada je opste resenje y = C1— + Co—e " + —x* — —x + 1.
x T 6 2
43 _ ,t _ /_yllt ,,_yél—yé . o .
. Uvodedi z =e€' (t=Inz), y ==, ¢y" = , jednacina postaje

12

vl — vy, +y,+y=-¢e —cost, y +y=e" — cost.

Odgovarajuca karakteristicna jednacina glasi A\> + 1 = 0, odnosno A + 1 = 0, §to znaci da
imamo konjugovano-kompleksne nule \; » = £ viSestrukosti s = 1. Stoga je opSte reSenje

odgovarajuc¢e homogene jedncine
yn(t) = Cycost + Cosint,

dok partikularna resenja koja ispunjavaju v, + yp = e (e =1, B1 =0, a; + i = 1 nije
koren karakteristicne jednacine, dakle visestrukost s; = 0) iy + ype = —cost (ap = 1,

f1 =1, oy +if5y = i jeste koren karakteristicne jednac¢ine visestrukosti s, = 1) trazimo u



oblicima y, = Ae' 1 y,2 = t(Acost + Bsint).
U prvom slucaju je y,; =y, = Ae' i
ygl;l + Yp1 = 2Aet7

1
odakle dobijamo 2A4e' =e'1 A = 5

U drugom slucaju je y,, = t(—Asint+ Bcost)+(Acost+ Bsint) iy, = —Asint+ Bcost+
t(—Acost — Bsint) — Asint + Bcost i

Ypo + Yp2 = —2Asint + 2B cost,

1
odakle dobijamo 2B = —1, B = —3 i A = 0. Dakle opste resenje je
: 1, 1 . ) 1 1 )
y = Cicost+ Cysint + 3¢~ étsmt = Cycos(Inz) + Cysin (Inx) + 3%~ 3 Inzsin (In z).

. U normalnom obliku dati sistem glasi

dx dy dz
— = — 4y, — =4x — 2z, — =2y — 3z.
7 3z Y, 7 x 2, 7 y— 3z

Na osnovu osobina proporcije, za bilo koje realne brojeve o, £, v vazi

adr + fdy+vydz = (a(3z —4y) + B(de —22) +v(2y — 3x)) dt

= (4B =37z + (2v — 4a)y + (3 — 26)2) dt.

Poslednji izraz je jednak nuli kada je 48 = 37, 2y = 4a i 3a = 2, §to ¢e vaziti kad god je
3
8= i ia= =7, etonpr. zay=4, =3, a=2. Dakle, bice

2
2dr+3dy+4dz =0,
odakle integracijom dobijamo
Oy (x,y,2) =20+ 3y + 42z =C).

Sli¢no, za bilo koje realne brojeve «, 3, v vazi

axdr + fydy +vzdz = (ax(3z —4y) + By(de — 3z) + vz(2y — 3z)) dt

= ((48 — 4a)xy + (3y — 3B)yz + (3a — 37)zx) dt.

Poslednji izraz je jednak nuli kada je a = = 7, eto npr. kad su svi jednaki 1. Dakle, bice

rdr+ydy+ zdz =0,



odakle integracijom dobijamo
Oy(z,y,2) = 22 +9* + 22 = Cs.
Diferenciranjem prve jednacine datog sistema dobijamo
T=32—4y
Ako u prethodni izraz uvrstimo g i 2
& =32y — 3x) — 4(4x — 22) = =25z + 6y + 8z,
diferenciranje prethodnog izraza daje

T = —25& + 6y + 82 = —25(3z — 4y) + 6(4x — 22) + 8(2y — 3x) = 116y — 87z,

Dakle, imamo sistem

T = —4y  +3z
r = -—20x +6y +8z
T = 116y —87z.

Pomnozimo prvu jedna¢inu sa 29 i dodajmo trecoj (cilj je eliminisati y, druga nam ¢ak ni
ne treba). Dobijamo
T + 292 = 0. (2)

Asistent: Aleksandar Pejcev



