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1. grupa

1. Parametarske jednaqine prave p mo�emo na�i tako xto u sistemu 3x + y − 2z − 6 =

0, 4x − y + 3z = 0 uzmemo da je x = t, t ∈ R. Tada je y = −17t + 18 i z = −7t + 6, pa je

pravac prave p jednak ~p = (1,−17,−7).

Normala na ravan α je normalna na vektore
−→
AB = (−2, 2, 2) i ~p, pa je paralelna

vektorskom proizvodu �ihovih pravaca, tj.

~nα =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

−1 1 1

1 −17 −7

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(5,−3, 8).

Ravan α sadr�i npr. taqku A, pa je na osnovu prethodnog �ena jednaqina 5(x − 1) −
3(y − 0) + 8(z + 1) = 0, odnosno α : 5x− 3y + 8z + 3 = 0.

Da bismo naxli simetriqnu pravu pravoj p u odnosu na ravan α, prvo proveravamo

da li je p||α, odnosno da li je ~p · ~nα = 0. Kako je ~p · ~nα = (1,−17,−7) · (5,−3, 8) =

5 + 51− 56 = 0, prava p i ravan α su paralelne. Dakle, pravac tra�ene prave �e biti

isti kao pravac prave p.

Na�imo sada simetriqnu taqku proizvo	noj taqki prave p u odnosu na α. Ako u para-

metarskim jednaqinama prave p uzmemo da je t = 1 dobijamo taqku P (1, 1,−1) sa prave

p. Parametarske jednaqine normale n na ravan α kroz taqku P su n : x = 5t + 1, y =

−3t+1, z = 8t−1, t ∈ R, pa se prodor S prave n kroz ravan α dobija iz jednaqine prave

n za vrednost t koja je rexe�e jednaqine 5(5t + 1) − 3(−3t + 1) + 8(8t − 1) + 3 = 0, tj.

t = 3/98. Koordinate taqke S su (113/98, 89/98,−37/49).

Taqka S je sredixte du�i PP ′, gde je P ′ simetriqna taqka taqki P u odnosu na ravan

α. Sledi da su koordinate taqke S aritmetiqka sredina koordinata P i P ′, pa je

P ′ = 2S − P = (64/49, 40/49,−25/49).

Konaqno, jednaqina tra�ene prave je

p′ :
x− 64/49

1
=
y − 40/49

−17
=
z + 25/49

−7
.

2. Opxta jednaqina krive drugog reda je Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 i za

zadatu krivu je A = 2, B = 3/2, C = −2, D = −3, E = −2, F = 6. Kako su odgovaraju�e

determinante

δ =

∣∣∣∣∣∣∣
2 3/2

3/2 −2

∣∣∣∣∣∣∣ < 0 i ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3/2 −3

3/2 −2 −2

−3 −2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0,

odmah zak	uqujemo da se radi o hiperboli. Tangens ugla za koji treba da rotiramo

polazni koordinatni sitem (x, y) da bismo izgubili qlan x′y′ u jednaqini krive u



novom koordinatnom sistemu (x′, y′) nalazimo iz formule Btg2α+ (A−C)tgα−B = 0:

3

2
tg2α + 4tgα− 3

2
= 0,

odnosno tgα = 1/3 ili tgα = −3. Ako izaberemo npr. tgα = 1/3, da	e nalazimo

(logiqno je da biramo oxtar ugao)

sinα =
tgα√

1 + tg2α
=

1√
10

i cosα =
sinα

tgα
=

3√
10
.

Formule rotacije (x = x′ cosα − y′ sinα, y = x′ sinα + y′ cosα) su x = 1√
10

(3x′ − y′),

y = 1√
10

(x′ + 3y′) i �ihovom zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo

2

(
3x′ − y′√

10

)2

+ 3
3x′ − y′√

10

x′ + 3y′√
10

− 2

(
x′ + 3y′√

10

)2

− 6
3x′ − y′√

10
− 4

x′ + 3y′√
10

+ 6 = 0,

odnosno, nakon sre�iva�a

25x′2 − 22
√

10x′ − 25y′2 − 6
√

10y′ + 60 = 0.

Da bismo izvrxili translaciju, prethodnu jednaqinu napiximo u obliku

25
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)
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(
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5

√
2

5
y′

)
+ 60 = 0,

odnosno
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(
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5

√
2
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)2

− 25

(
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5

√
2
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− 25

(
y′ +
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5

√
2

5

)2

+ 25

(
3

5

√
2

5
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+ 60 = 0.

Formule translacije su x′′ = x′ − 11
5

√
2
5
, y′′ = y′ + 3

5

√
2
5
, pa jednaqina krive postaje

25y′′2 − 25x′′2 =
76

5
, tj.

y′′2

76/125
− x′′2

76/125
= 1,

xto je jednaqina hiperbole.

3. Jednaqina normale na krivu y = f(x) i taqki (x0, y0) (y0 = f(x0)) je

y − y0 = − 1

y′(x0)
(x− x0).

Prvo nalazimo izvod funkcije y koja definixe datu krivu

y′ =

( √
x− 2

ln2
√
x− 2

)′
=

1
2
√
x−2 ln2

√
x− 2−

√
x− 2 · 2 ln

√
x− 2 · 1√

x−2 ·
1

2
√
x−2

ln4 (x− 2)

=
ln
√
x− 2− 2

2
√
x− 2 ln3 (x− 2)

.



Da	e je y(6) =
2

ln2 2
i y′(6) =

ln 2− 2

4 ln3 2
, pa je jednaqina normale u taqki

(
6,

2

ln2 2

)

y − 2

ln2 2
=

4 ln3 2

2− ln 2
(x− 6).

4. Dvostrukom primenom Lopitalovog pravila dobijamo (uvek prethodno proveriti

da li su ispu�eni uslovi za �egovu primenu)

lim
x→0

1− cos3 x

x sin 2x
= lim

x→0

−3 cos2 x(− sinx)

sin 2x+ 2x cos 2x
= lim

x→0

3 sinx

sin 2x+ 2x cos 2x

= lim
x→0

3 cosx

2 cos 2x+ 2 cos 2x− 4x sin 2x
=

3

4
.

Obratiti pa��u na to kako je deo cos2 x, koji te�i 1 kad x te�i 0 odmah uklo�en

iz odgovaraju�eg proizvoda nakon prve primene Lopitalovog pravila, xto je vrlo

logiqan korak u ci	u sma�e�a obima posla. Ovo sme da se uradi samo ako se ceo

brojilac ili ceo imenilac mno�i izrazom qija je graniqna vrednost pod

datim okolnostima konaqna i razliqita od 0.

5. Data funkcija je definisana ako i samo ako je x3

x+2
≥ 0, xto �e se dexavati za

x ∈ (−∞,−2)
⋃

[0,+∞)

Mnogo je bitno obratiti pa��u na slede�e:√
x3

x+ 2
=

√
x2 · x

x+ 2
=
√
x2 ·

√
x

x+ 2
= |x|

√
x

x+ 2
,

jer za x
x+2

znamo da je nenegativno s obzirom na domen, ali na znak vrednosti x se

mora itekako paziti. Ovakva transformacija nam je potrebna radi raquna�a limesa,

oqito treba (barem inicijalno) da razdvojimo sluqajeve x→ +∞ i x→ −∞. Drugim

reqima

f(x) =


1− x− x

√
x

x+ 2
, x ≥ 0,

1− x+ x

√
x

x+ 2
, x < −2.

(1)

Prvo ispitujemo da li data funkcija ima horizontalnu asipmtotu. Oqito je

limx→+∞ f(x) = −∞, te u +∞ data funkcija nema horizontalnu asimptotu, dok je

lim
x→−∞

f(x) = 1− lim
x→−∞

(
x− x

√
x

x+ 2

)
= 1− lim

x→−∞
x

(
1−

√
x

x+ 2

)
.

Poxto je limx→−∞
x

x+ 2
= 1, posled�i limes je oblika ”0 · ∞” i jeste za rexava�e

preko Lopitalovih pravila. S obzirom na to da �e x kojim se mno�i zagrada i�i

u imenilac da bi se u koliqniku pojavilo kao 1/x, ima smisla odmah uvesti smenu



x = 1/t; bi�e x
x+2

= 1
1+2t

(kad x→ −∞, bi�e t→ 0−):

lim
x→−∞

x

(
1−

√
x

x+ 2

)
= limt→0−

1− 1√
1+2t

t
= limt→0−

1

2
(1 + 2t)−3/2 · 2 = 1. (2)

Jasno je da se sve vreme moglo pisati i samo t→ 0, a ako bismo stavili 2t = ε, dobijeni

rezultat bi i bez Lopitalovog pravila bio direktna posledica poznatog tabliqnog

limesa

lim
ε→0

(1 + ε)α − 1

ε
= α, α ∈ R.

kad je α = −1/2. Dakle,

1− lim
x→−∞

x

(
1−

√
x

x+ 2

)
= 1− 1 = 0,

xto znaqi da u −∞ grafik date funkcije ima horizontalnu asimptotu y = 0 (x−osa).
Sada odmah znamo da u −∞ ne mo�e imati kosu asimptotu, dok ako u +∞ ima kosu

asimptotu y = kx+ n, �en koeficijent pravca iznosi

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(
1

x
− 1−

√
x

x+ 2

)
= 0− 1− 1 = −2.

To jox uvek ne znaqi da postoji kosa asimptota, da bi postojala limx→+∞ (f(x) + 2x)

mora biti konaqan, a on je jednak

1 + lim
x→+∞

x

(
1−

√
x

x+ 2

)
= 1 + 1 = 2,

jer je posled�i limes koji se pojavio opet (2), za koji smo nakon smene x = 1/t konsta-

tovali da ne zavisi od znaka argumenta. Dakle, u +∞ grafik date funkcije ima kosu

asimptotu y = −2x+ 2.

Konaqno, potencijalni kandidati za vertikalne aimptote su granice otvorenih in-

tervala u domenu - u ovom sluqaju x = 0 i x = −2. Kako je oqigledno limx→0+ f(x) = 1

(i to u 0 postoji samo desni limes s obzirom na domen), tu nema vertikalne asimptote,

dok je

lim
x→−2−

f(x) = −∞

(u −2, s obzirom na domen, postoji samo levi limes), xto znaqi da je jedina vertikalna

asimptota date funkcije prava x = −2.
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