
DISKRETNE SLUQAJNE VELIQINE

Neka je (Ω,A, P ) diskretan prostor verovatno�a. Da se podsetimo, ako ka�emo da je prostor
verovatno�a diskretan, to znaqi da je skup Ω najvixe prebrojiv, mada �e se u zadacima vezanim
za ovu oblast najqex�e raditi o konaqnom skupu ishoda. Ω je, kao i obiqno skup ishoda, a
A je familija sluqajnih doga�aja na skupu ishoda Ω. Obratite pa�ǌu na to da se familija
sluqajnih doga�aja ne oznaqava sa A nego sa A, a qlanovi te familije se obiqno oznaqavaju sa
A,B itd. Sluqajni doga�aji su skupovi ishoda. A je zapravo podskup skupa P(Ω).

Definicija: Svaka funkcija X : Ω 7→ R zove se sluqajna veliqina.

Primer 1: Neka se sluqajni eksperiment sastoji iz bacaǌa novqi�a tri puta, pri qemu su
verovatno�e ”pisma” i ”glave” po 1

2 . Funkcija koja nam govori koliko puta je palo pismo pri
vrxeǌu tog eksperimenta je jedna sluqajna veliqina. Dakle X(PPP ) = 3, X(PPG) = 2 itd.
Skup vrednosti sluqajne veliqine X se oznaqava sa SX . U naxem primeru to je skup {0, 1, 2, 3}.
Poxto su bacaǌa novqi�a me�usobno nezavisna, va�i da je
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2
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,

Ovim je jednoznaqno odre�ena raspodela sluqajne veliqine X i to se zapisuje na slede�i naqin:(
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Primer 2: Uzmimo opet da imamo diskretan prostor verovatno�a (Ω,A, P ) i neka je A ∈ A
proizvoǉan sluqajan doga�aj. Sluqajna veliqina IA : Ω 7→ R definisana sa IA(ω) = 1 ako ω ∈ A
i IA(ω) = 0 ako ω /∈ A zove se indikator doga�aja A. Ako je verovatno�a doga�aja A jednaka p,
onda je

IA :

(
0 1

1− p p

)
Primer 3: Binomna sluqajna veliqina i binomna raspodela sa parametrima n i p.

Pretpostavimo da vrximo n nezavisnih eksperimenata pri qemu je verovatno�a uspeha u svakom
eksperimentu jednaka p, a verovatno�a neuspeha 1− p = q.
Skup mogu�ih ishoda ovog slo�enog ekperimenta se mo�e predstaviti u obliku

Ωn = {c1c2..., cn|ck ∈ {0, 1}}.

Sluqajna veliqina Sn : Ω 7→ R, Sn(c1c2, ..., cn) = c1 + c2 + ... + ck zove se binomna sluqajna
veliqina sa parametrima n i p.
Za ω = c1c2, ...cn je

p({ω}) = pc1+c2+...+cn(1− p)n−c1−c2−...cn

Kako je ukupan broj ishoda za koje je c0 + c1 + ...+ cn = k, odnosno broj naqina da fiksiramo k
od n mesta na kojima �e biti 1 (a na ostalima 0)- jednak

(
n
k

)
, to �e biti

p(Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

Primetimo da se Sn mo�e prikazati u obliku

Sn = I1 + I2 + ...+ In,

gde je

Ik :

(
0 1

1− p p

)
Ik je indikator uspeha u k-tom eksperimentu.



MATEMATIQKO OQEKIVAǋE I DISPERZIJA DISKRETNE SLUQAJNE
VELIQINE

Definicija: Neka je sluqajna veliqina X data svojom raspodelom(
x1 x2 x3 ...
p1 p2 x3 ...

)
Matematiqko oqekivaǌe sluqajne veliqine X se definixe na slede�i naqin:

EX =

∞∑
i=1

xipi

ako dati red konvergira, inaqe je vrednost EX nedefinisana. Ako X uzima konaqno mnogo
vrednosti, onda je ǌena raspodela oblika(

x1 x2 ... xn
p1 p2 ... xn

)
,

pa je vrednost

EX =

n∑
i=1

xipi

uvek definisana.

Teorema (svojstva matematiqkog oqekivaǌa):

1. E(cX) = cEX, c ∈ R;

2. E(X + Y ) = EX + EY, gde su X i Y sluqajne veliqine na istom skupu ishoda;

Pretpostavǉa se da su vrednosti EX i EY definisane.
Dokaz:

1. Oqigledno je.

2. Sprovex�emo dokaz za sluqaj da se radi o konaqnom slupu ishoda, a rasu�ivaǌe se mo�e
lako preneti i na prebrojive skupove.
Neka je skup ishoda Ω = {ω1, ω2, ..., ωm} i neka su ǌihove verovatno�e p1, p2, ..., pm respek-
tivno (

∑m
i=1 pi = 1). Tada lako zakǉuqujemo da je

EX =

m∑
i=1

X(ωi)pi

EY =

m∑
i=1

Y (ωi)pi

E(X + Y ) =

m∑
i=1

(X + Y )(ωi)pi =

m∑
i=1

X(ωi)pi +

m∑
i=1

Y (ωi)pi = EX + EY

Primetimo da sada lako mo�emo izraqunati matematiqko oqekivaǌe binomne raspodele sa
parametrima n i p. Zaista, s obzirom da je

Sn = I1 + I2 + ...+ In,

gde je

Ik :

(
0 1

1− p p

)
,

na osnovu upravo dokazane teoreme dobijamo

ESn = EI1 + EI2 + ...+ EIn = n(0 · (1− p) + 1 · p) = np,

Definicija: Disperzija sluqajne velihine X je broj DX = E(X − EX)2, za sluqaj da je
vrednost E(X − EX)2 definisana.



E(X − EX)2 je oqekivaǌe sluqajne veliqine (X − EX)2. Disperziju mo�emo transformisati
na slede�i naqin:

DX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2EX ·X + (EX)2) =

= E(X2)− E(2EX ·X) + E((EX)2) = E(X2)− (EX)2

S obzirom da je za datu veliqinu X EX konstantan realan broj, izvrxene transformacije su
opravdane. Dakle, ako veliqina X ima raspodelu(

x1 x2 ... xn
p1 p2 ... xn

)
,

onda je

DX =

n∑
i=1

x2i pi −

(
n∑

i=1

xipi

)2

Teorema (svojstva disperzije):

1. D(X) ≥ 0, pri qemu jednakost va�i akko je X ≡ const sa verovatno�om 1.

2. D(aX + b) = a2D(X), a, b ∈ R

Dokaz:

1. Neka veliqina X ima raspodelu (
x1 x2 ... xn
p1 p2 ... xn

)
,

Tada je DX = E(X − EX)2 =
∑n

i=1(xi − EX)2pi ≥ 0, jer je svaki sabirak nenegativan.
Jednakost mo�e da va�i akko su svi sabirci jednaki 0. Kako su vrednosti pi ve�e od nule
(po definiciji raspodele), to je mogu�e samo ako je xi − EX = 0 za sve 1 ≤ i ≤ n, odnosno
x1 = x2 = ... = xn = EX. Kako su brojevi x1, x2, ..., xn me�usobno razliqiti, to je n = 1, a
onda i p1 = 1.

2.
D(aX + b) = E(aX + b)2 − (E(aX + b))2 = E(a2X2 + 2abX + b2)− (aEX + b)2 =

= E(a2X2 + 2abX + b2)− a2(EX)2 − 2abEX − b2 =

= a2E(X2) + 2abEX + b2 − a2(EX)2 − 2abEX − b2 = a2(E(X2)− (EX)2) = a2D(X).

Broj
√
DX se naziva standardno odstupaǌe.

Primer: Za

IA :

(
0 1

1− p p

)
imamo DIA = EI2A − (EIA)2 = p− p2.

DISKRETNI SLUQAJNI VEKTORI. NEZAVISNOST SLUQAJNIH VELIQINA

Definicija: Par (X,Y ) diskretnih sluqajnih veliqina (na neobavezno jednakim skupovima
ishoda)se zove diskretan sluqajni vektor. Skup vrednosti sluqajnih vektora su ure�eni
parovi brojeva.

Primer: Recimo da bacamo kocku dva puta. Prva veliqina mo�e da bude broj koji je pao u
prvom bacaǌu, a druga, ve�i od dva pala broja.

Raspodela verovatno�a vektora (X,Y ) je poznata ako su poznati skupovi SX i SY i verovatno�a
pij = p(X = xi, Y = yj) za sve (xi, yj) ∈ SX × SY , i, j ∈ {1, 2, ...}
Dakle, ako su sluqajne veliqine X i Y definisane na skupovima Ω = {ω1, ω2, ...} i Σ = {σ1, σ2, ...}
imaju raspodele

X :

(
x1 x2 x3 ...
p1 p2 x3 ...

)



Y :

(
y1 y2 y3 ...
q1 q2 q3 ...

)
raspodela vektora (X,Y ) �e izgledati ovako:

Y
X x1 x2 x3 ...
y1 p11 p12 p13 ...
y2 p21 p22 p23 ...
y3 p31 p32 p33 ...
... . . . .

Mora da va�i pij ≥ 0 i
∑

i

∑
j pij = 1.

Ako znamo raspodelu sluqajnog vektora, mo�emo da odredimo raspodelu svake od ǌegovih kom-
ponenti. One se zovu marginalne raspodele tog sluqajnog vektora. Zaista, na osnovu Bajesove
formule je

pi = p(X = xi) =
∑
j

p(X = xi, Y = yj)

qj = p(Y = yj) =
∑
i

p(X = xi, Y = yj)

Definicija: Neka su X i Y sluqajne veliqine na istom prostoru verovatno�a i neka su
SX = {x1, x2, ...} i SY = {y1, y2, ...} ǌihovi skupovi vrednosti. Sluqajne veliqine X i Y su
nezavisne ako za sve indekse i i j va�i

p(X = xi, Y = yj) = p(X = xi)p(Y = yj)

Ako prethodna jednakost ne va�i za bar jedan par indeksa (i, j), onda su X i Y zavisne sluqajne
veliqine.

Teorema: Neka su X i Y nezavisne sluqajne veliqine sa konaqnim skupovima vrednosti na
istom skupu ishoda. Tada je

E(XY ) = EX · EY.

Dokaz: Neka je SX = {x1, x2, ..., xn} i SY = {y1, y2, ..., ym}. Tada je po definiciji sluqajnog
oqekivaǌa

EXY =

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjp(X = xi, Y = yj) =

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjp(X = xi)p(Y = yj)

s obzirom na nezavisnost veliqina X i Y . Daǉe je

n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjp(X = xi)p(Y = yj) =

n∑
i=1

xip(X = xi)

m∑
i=1

yjp(Y = yj) = EX · EY

Teorema: Neka su X i Y nezavisne sluqajne veliqine sa konaqnim skupovima vrednosti na
istom skupu ishoda . Tada va�i

D(X + Y ) = DX +DY.

Dokaz:

D(X + Y ) = E(X + Y )2 − (EX + EY )2 = E(X2 + 2XY + Y 2)− (EX)2 − 2EX · EY − (EY )2 =

= EX2 +EY 2 + 2EX ·EY − (EX)2−2EX ·EY − (EY )2 = E(X2)− (EX)2 +E(Y 2)− (EY )2 = DX+DY

U pretposledǌem koraku smo iskoristili prethodnu teoremu. Sada mo�emo jednostavno izraqu-
nati disperziju binomne raspodele, jer s obzirom da je

Sn = I1 + I2 + ...+ In,

gde je

Ik :

(
0 1

1− p p

)
,

na osnovu upravo dokazane teoreme dobijamo

DSn = DI1 +DI2 + ...+DIn = np(1− p),
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