
NEPREKIDNE RASPODELE

U ovom delu su date definicije i osnove qi�enice koje se odnose
na raspodele neprekidnih sluqajnih promen	ivih ili kra�e, neprekidne

raspodele.

1 Sluqajne promenǉive i funkcije raspodela
Pojam sluqajne promen	ive uveo je Karl Pirson 1 1909. godine.

Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�e (Ω je skup elementarnih doga�aja,
F je σ-algebra doga�aja, a P je verovatno�a definisana na (Ω,F)) i neka
je B Borelova σ-algebra podskupova skupa realnih brojeva R.

Definicija 1 Funkcija X : Ω → R je sluqajna promen	iva (veliqina) ako je
merǉiva u odnosu na σ-algebre F i B, odnosno ako za svaki Borelov skup B ∈ B
va�i

X−1(B) = {ω : X(Ω) ∈ B} ∈ F .

Iz definicije sledi da se na prirodan naqin mo�e definisati vero-
vatno�a skupa B za svaki Borelov akup B ∈ B. Funkcija PX : B → R
definisana sa

PX(B) = P (X−1(B))

je verovatno�a i naziva se raspodela verovatno�a sluqajne promen	ive
X. Specijalno, za x ∈ R mo�emo da uzmemo B = (−∞, x].

1.1 Funkcija raspodele
Definicija 2 Funkcija FX : R→ R definisana sa

FX(x) = P{ω : X(ω) ≤ x}

je funkcija raspodele verovatno�a ili kra�e, funkcija raspodele sluqajne prome-
nǉive X.

Ako je jasno o kojoj promen	ivoj je req, umesto FX mo�e se pisati F .
Funkcija F je rastu�a, neprekidna s desne strane za svaki realan broj x
i va�i:

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→+∞

F (x) = 1.

Izdvajaju se tri tipa funkcija raspodele: diskretne, apsolutno ne-
prekidne i singularne, pri qemu svaka funcija raspodele F mo�e da se
prika�e u obliku

F (x) = αF1(x) + βF2(x) + (1− α− β)F3(x), α, β ≥ 0,

1Karl Pearson (1857-1936) - engleski matematiqar
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gde je F1 apsolutno neprekidna, F2 diskretna i F3 singularna funcija
raspodele.

Ovde dajemo samo definiciju apsolutno neprekidne funkcije raspodele
obzirom da su u Atlasu zastup	ene samo neprekidne raspodele.

Definicija 3 Funkcija raspodele F sluqajne promenǉive X je apsolutno

neprekidna ako postoji integrabilna funkcija g : R → R takva da za svaki
realan broj x va�i

F (x) =

∫ x

−∞
g(t)dt.

Funkcija g je gustina raspodele sluqajne promenǉive X.

Apsolutno neprekidna funkcija raspodele je neprekidna i diferen-
cijabilna skoro svuda, pri qemu u taqki diferencijabilnosti x va�i
g(x) = F ′(x). Svaka nenegativna integrabilna funkcija g : R → R za koju

je
∫ +∞
−∞ g(t)dt = 1 je gustina neke raspodele.

1.2 Nezavisnost sluqajnih veliqina
Za dve ili vixe sluqajnih promen	ivih definixe se pojam nezavisnosti.

Definicija 4 Sluqajne promenǉive X i Y na istom prostoru verovatno�e
(Ω,F , P ) su nezavisne ako za svaka dva Borelova skupa A i B iz B va�i

P{ω : X(ω) ∈ A, Y (ω) ∈ B} = P{ω : X(ω) ∈ A} · P{ω : Y (ω) ∈ B}.

Na sliqan naqin se definixe nezavisnost tri ili vixe sluqajnih
promen	ivih. Nezavisnost mo�e da se izrazi i pomo�u funkcija ras-
podele. Na primer, sluqajne promen	ive X i Y su nezavisne ako i samo
ako je

P{ω : X(ω) ≤ x, Y (ω) ≤ y} = FX(x) · FY (y)

za svaka dva realna broja x i y.

2 Neprekidne sluqajne promenǉive
Za razliku od diskretnih sluqajnih veliqina, neprekidna sluqajna pro-
men	iva uzima vrednosti iz nekog intervala ili unije intervala realne
prave. Pri tome, interval mo�e da bude konaqan ili beskonaqan, kao i
zatvoren, otvoren ili poluzatvoren.

Definicija 5 Sluqajna promenǉiva X je apsolutno neprekidna ako je ǌena
funkcija raspodele F apsolutno neprekidna.

Ako je sluqajna promen	iva apsolutno neprekidna, ka�emo da ona ima
apsolutno neprekidnu ili kra�e, neprekidnu raspodelu. Obzirom da fuk-
cija raspodele u tom sluqaju mo�e da se izrazi pomo�u gustine, va�i
slede�e tvr�e�e.
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Teorema 1 Verovatno�a da vrednost apsolutno neprekidne sluqajne pro-
menǉive X pripada bilo kom od skupova (a, b), (a, b], [a, b) ili [a, b] jednaka je
∫ b

a

g(x)dx.

U ovom Atlasu zastup	ene su neprekidne raspodele koje imaju nepre-
kidnu gustinu. U tom sluqaju je funkcija raspodele diferencijabilna,
pri qemu je g(x) = F ′(x) za svaki realan broj x. Iz svojstva 1. navedenog
tvr�e�a sledi da je

P{ω : x ≤ X(ω) ≤ x+∆x} = g(x)∆x+ o(∆x)

kada ∆x→ 0.

3 Tip raspodele
Definicija 6 Dve sluqajne promenǉive su jednake ako imaju istu funkciju
raspodele.

U smislu ove definicije, oznaka X = Y znaqi da je

FX(x) = P{ω : X(ω) ≤ x} = P{ω : Y (ω) ≤ x} = FY (x)

za svaki realan broj x.

Definicija 7 Za sluqajne promenǉive X i Y ka�emo da imaju isti tip
raspodele ako postoje realni brojevi a i b (b > 0) takvi da je

Y = a+ bX.

Prema definiciji imamo da je

FY (x) = P{Y ≤ x} = P

{

X ≤ x− a
b

}

= PX

(

x− a
b

)

za svaki realan broj x. To znaqi da se funkcija raspodele za Y mo�e
dobiti pomo�u funkcije raspodele za X linearnom transformacijom ar-
gumenta. Drugim reqima, izborom funkcije raspodele F odre�ena je i
cela jedna dvoparametarska familija funkcija raspodele definisana sa

F (x; a, b) = F

(

x− a
b

)

, x ∈ R, a ∈ R, b > 0.

Pri tome je F (x) = F (x; 0, 1). Sve raspodele ove familije su istog tipa.
Parametar a je parametar lokacije, a parametar b je parametar skalira�a.

Za neprekidne raspodele navedenoj familiji funkcija raspodele odgo-
vara dvoparametarska familija gustina definisana sa

g(x; a, b) =
1

b
g

(

x− a
b

)

,

gde je g gustina raspodele za X. Pri tome je

gY (x) = g(x; a, b), gX(x) = g(x; 0, 1).
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4 Familije raspodela
Postoje i familije raspodela koje sadr�e vixe tipova raspodela, pri
qemu sve raspodele iz familije imaju neko zajedniqko svojstvo. Ovde
se navode dve takve familije raspodela: Pirsonove raspodele i eksponenci-

jalne raspodele. U sluqaju familije eksponencijalnih raspodela gustine
raspodela imaju isti oblik, a u sluqaju Pirsonovih raspodela gustine
raspodela su rexe�a diferencijalnih jednaqina istog oblika.

4.1 Pirsonove raspodele
Razvijaju�i matematiqku teoriju evolucije Pirson je otkrio jednostavnu
diferencijalnu jednaqinu

g′

g
=

x− a
b0 + b1x+ b2x2

qija su rexe�a gustine dvanaest tipova raspodela. Rexe�a ove jedna-
qine se klasifikuju zavisno od prirode nula polinoma b0 + b1x+ b2x

2. Na
taj naqin se dobija dvanaest tipova rexe�a koja odre�uju odgovaraju�e
tipove raspodela poznatih kao Pirsonove raspodele (tip I do tip XII).

4.2 Eksponencijalne raspodele
Gustine raspodela ove familije su eksponencijalne funkcije date sa

g(x) = exp {a(θ)b(x) + c(θ) + d(x)} ,

gde su a, b, c, d realne funkcije, a θ parametar.
Specijalni sluqaj je familija eksonencijalno stepenih raspodela koju

je prvi opisao Subotin (Subbotin, 1923). Po ugledu na Pirsonove raspode-
le, Luneta (Lunetta, 1963) je eksponencijalno stepene raspodele razmatrao
kao raspodele qije su gustine rexe�a diferencijalne jednaqine

g′

g
= k · ln g − ln a

x− c
.

Na taj naqin se dobija troparametarska familija gustina

g(x; p, µ, σ) =
1

2σp1/pΓ(1 + 1/p)
exp

{

−|x− µ|
p

pσp

}

,

gde parametri p, µ i σ zavise od a, c i k.

5 Osnovne numeriqke karakteristike
Neke numeriqke karakteristike, kao xto su oqekiva�e, varijansa, modus
i medijana, daju osnovne informacije o raspodeli sluqajne promen	ive.
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5.1 Matematiqko oqekivaǌe
Osnovna mera centralne tendencije sluqajne promen	ive je �ena oqeki-
vana vrednost.

Definicija 8 Matematiqko oqekivaǌe E(X) neprekidne sluqajne promen-
ǉive X qija je gustina raspodele g je dato sa

E(X) =

∫ +∞

−∞
xg(x)dx

pod uslovom da navedeni integral apsolutno konvergira. Ako to nije sluqaj,
matematiqko oqekivaǌe ne postoji.

Za matematiqko oqekiva�e linearne kombinacije i proizvoda dve slu-
qajne promen	ive va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 2 Ako su X i Y sluqajne promenǉive koje imaju matematiqko oqe-
kivaǌe, tada je:

1. E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ) za a, b ∈ R,

2. E(XY ) = E(X)E(Y ) ako su X i Y nezavisne.

5.2 Modus
Jox jedna mera centralne tendencije je modus ili mod.

Definicija 9 Za neprekidnu sluqajnu promenǉivu mod je taqka u kojoj fun-
kcija gustine dosti�e lokalni maksimum.

Prema tome, potencijalne vrednosti moda su nule prvog izvoda funkc-
ije gustine. Mod ne mora da postoji, a ako raspodela ima samo jedan mod
ka�e se da je unimodalna. Raspodela sa dva moda je bimodalna, a sa vixe
modova je vixemodalna.

Termin mod je uveo Pirson 1895. godine.

5.3 Disperzija
Disperzija ili varijansa predstav	a oqekivano sred�ekvadratno odstu-
pa�e od oqekivane vrednosti sluqajne promen	ive.

Definicija 10 Disperzija D(X) ili varijansa V (X) sluqajne promenǉive
X je data sa

D(X) = E(X − E(X))2

pod uslovom da navedena oqekivaǌa postoje. U protivnom disperzija ne pos-
toji. Pozitivna vrednost kvadratnog korena disperzije naziva se stan-
dardna devijacija i oznaqava sa σ(X) ili samo σ.
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Iz definicije sledi da je

D(X) = E(X2)− (E(X))2,

xto znaqi da je D(X) ≤ E(X2) i |E(X)| ≤
√

E(X2). Za disperziju linearne
kombinacije dve promen	ive va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema 3 Ako su X i Y nazavisne sluqajne promenǉive koje imaju disperz-
ije i ako su a i b realni brojevi, tada je

D(aX + bY ) = a2D(X) + b2D(Y ).

Ako je X∗ =
X − E(X)
√

D(X)
(standardizovani ili normirani oblik sluqajne

promen	ive X), tada je D(X∗) = 1.
Pojam standardne devijacije uveo je Pirson 1894. godine, a pojam var-

ijanse uveo je Fixer2 1918. godine.

5.4 Koeficijent varijacije
Jox jedna mera odstupa�a od oqekiva�e vrednosti je koeficijent varijacije

koji je tako�e uveo Pirson.

Definicija 11 Ako je m oqekivaǌe, a σ standardna devijacija sluqajne
promenǉive X, koeficijent varijacije CV je dat sa

CV = 100
σ

m
.

Prema tome, ovaj koeficijent predstav	a koliqnik standardne devi-
jacije i matematiqkog oqekiva�a izra�en u procentima.

5.5 Kvantili
Obzirom da matematiqko oqekiva�e i varijansa ne moraju postojati za
datu raspodelu, definixu se i neke mere centralne tendencije i disperz-
ije koje postoje za svaku raspodelu.

Definicija 12 Za neprekidnu sluqajnu promenǉivu kvantil reda ili ni-
voa α (0 < α < 1) je broj xα za koji je

F (xα) = α.

Kvantili reda α = 0.25 i α = 0.75 nazivaju se prvi i tre�i kvar-
til i oznaqavaju sa Q1 i Q3. Kao mera disperzije raspodele qesto se,
u sluqaju jednoznaqno odre�enih kvartila, koristi �ihova razlika (in-
terkvartilna razlika)

Q = Q3 −Q1.

2Ronald Aymler Fisher (1890-1962) – engleski statistiqar
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5.6 Medijana
Definicija 13 Za neprekidnu sluqajnu promenǉivu X kvantil reda 1/2
naziva se medijana i oznaqava sa Me(X).

Ako je funkcija gustine simetriqna u odnosu na neku taqku, ta taqka je
upravo medijana, pri qemu su matematiqko oqekiva�e i medijana jednaki
(ukoliko oqekiva�e postoji).

6 Momenti
Dodatne informacije o raspodelama se mogu dobiti iz vrednosti mome-
nata i centralnih momenata.

Definicija 14 Ako je g funkcija gustine sluqajne promenǉive X, momenat
mr reda r je definisan sa

mr = E(Xr) =

∫ +∞

−∞
xrg(x)dx,

a centralni momenat µr reda r je definisan sa

µr = E(X − µ)r =
∫ +∞

−∞
(x−m)rg(x)dx,

pri qemu se pretpostavǉa da su navedeni integrali apsolutno konvergentni.
Ako su navedeni integrali divergentni, odgovaraju�i momenti ne postoje.

Prema definiciji, matematiqko oqekiva�e je momenat prvog reda, a
disperzija je centralni momenat drugog reda,

E(X) = m1, D(X) = µ2.

Korix�e�em binomnog razvoja za (x−m)r mogu se dobiti veze izme�u
momenata i centralnih momenata. Naime, va�e jednakosti

µk =
k
∑

i=0

(−1)i
(

k

i

)

mk−im
i,

za k ∈ N , gde je µ0 = m0 = 1. Sliqno se dobijaju i jednakosti

mk =
k
∑

i=0

(

k

i

)

µk−1m
i, k ∈ N.

7 Mere asimetrije i spǉoxtenosti
Pored osnovnih numeriqkih karakteristika date raspodele, nekada su
va�ni i podaci koji se odnose na oblik raspodele. Najznaqajniji me�u
�ima su oni koji govore o simetriji, odnosno asimetriji i o sp	oxteno-
sti raspodele, a poznati su kao Pirsonovi koeficijenti.
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Definicija 15 Raspodela neprekidne sluqajne promenǉive X je simetri-
qna ukoliko postoji taqka a za koju je

g(a− x) = g(a+ x)

za svaki realan broj x. U suprotnom raspodela je asimetriqna.

Za asimetriqne raspodele potrebna je i mera asimetrije.

Definicija 16 Koeficijent asimetrija π1(X) je definisan sa

π1(X) =
µ3

µ
3/2
2

Za π1(X) = 0 raspodela je simetriqna, za π1(X) > 0 ka�emo da je raspodela
pozitivno asimetriqna ili asimetriqna udesno, a za π1(X) < 0 ka�emo da je
raspodela negativno asimetriqna ili asimetriqna ulevo.

Kako koeficijent π1(X) ne zavisi od sred�e vrednosti, niti skalira�a
sluqajne promen	ive, sve raspodele istog tipa imaju istu asimetriju.

Sp	oxtenost raspodele se odnosi na brzinu konvergencije ka nuli kra-
jeva gustine raspodele, kao i koncentracija oko sred�e vrednosti. Ko-
risti se i termin deb	ina repa raspodele i obiqno se upore�uje sa deb	inom
repa normalne raspodele. Pirson je definisao koeficijent sp	oxtenosti

ili kirtozis kao koliqnik
µ4
µ22

. Kako je kirtozis normalne raspodele jed-

nak 3, qesto se kao mera sp	oxtenosti uzima vrednost kirtozisa uma�ena
za 3.

Definicija 17 Koeficijent spǉoxtenosti π2(X) je definisan sa

π2(X) =
µ4
µ22
− 3.

Za π2(X) > 0 ka�emo da je raspodela sa debelim krajevima (repovima) ili lep-
tokirtiqna, za π2(X) < 0 ka�emo da je raspodela sa tankim krajevima (re-

povima) ili platikirtiqna, dok za π2(X) = 0 ka�emo da raspodela ima kra-
jeve (repove) iste debǉine kao i normalna raspodela ili da je mezokirtiqna.

Sp	oxtenost je tako�e ista za sve raspodele istog tipa.

8 Entropija
U teoriji informacija je va�na koliqina informacija sadr�ana u sluqa-
jnom doga�aju, a kao mera neizvesnosti sluqajne promen	ive koristi se
pojam entropije koji je uveo Xenon3.

3Claude Elwood Shannon (1916 -2001) - ??
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Definicija 18 Za neprekidnu sluqajnu promenǉivu X sa pozitivnom gus-
tinom g entropija H(X) je definisana sa

H(X) = −
∫ +∞

−∞
g(x) ln2 g(x)dx.

Ako gustina nije svuda pozitivna, onda se integral na desnoj strani pre-
thodne jednakosti uzima na skupu {x : g(x) > 0}.

Raspodele istog tipa nemaju istu entropiju, ali postoji jednostavna
relacija za �ihove entropje.

Teorema 4 Ako je Y = a+ bX, gde je a ∈ R i b > 0, tada je

H(Y ) = H(X) + ln b.

9 Karakteristiqna funkcija
Karakteristiqna funkcija neprekidne sluqajne promen	ive je Furijeova
transformacija �ene gustine.

Definicija 19 Neka je X neprekidna sluqajna promenǉiva qija je gustina
g. Funkcija ϕ : R→ C, gde je C skup svih kompleksnih brojeva, definisana sa

ϕ(t) =

∫ +∞

−∞
eitxg(x)dx, t ∈ R

je karakteristiqna funkcija za X.

Iz definicije sledi da svaka neprekidna sluqajna promen	iva ima
karakteristiqnu funkciju i da je

1. ϕ(0) = 1,

2. ϕ(−t) = ϕ(t),

3. |ϕ(t)| ≤ 1.

Raspodela sluqajne promen	ive je jedinstveno odre�ena �enom karak-
teristiqnom funcijom, pri qemu postoji i inverzna formula.

Teorema 5 Ako je ϕ karakteristiqna funkcija sluqajne promenǉive X i ako
je

∫ +∞

−∞
|ϕ(t)|dt <∞,

tada je gustina g za X data sa

g(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxϕ(t)dt.
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Osim toga, svaka funkcija ϕ koja je pozitivno definitna i neprekidna
na R i za koju je ϕ(0) = 1 je karakteristiqna funkcija neke sluqajne
promen	ive.

Za karakteristiqne funkcije promen	ivih sa istim tipom raspodele
postoji veza.

Teorema 6 Ako je Y = a + bX i ako su ϕX i ϕY karakteristiqne funkcije
za X i Y , tada je

ϕY (t) = eiatϕX(bt).

Pomo�u karakteristiqne funkcije mogu se odrediti momenti sluqajne
promen	ive.

Teorema 7 Ako sluqajna promenǉiva ima momenat reda r i ako je ǌena
karakteristiqna funkcija ϕ diferencijabilna n puta, , tada je

mr =
1

in
ϕ(n)(0),

gde je i imaginarna jedinica (i2 = −1).

Qesto se koristi i slede�e svojstvo karakteristiqne funkcije.

Teorema 8 Ako su X i Y nezavisne sluqajne promenǉive sa karakteristiq-
nim funkcijama ϕX i ϕY i ako je ϕX+Y karakteristiqna funkcija ǌihovog
zbira, tada je

φX+Y (t) = φX(t) · φY (t), t ∈ R.

10 Generatrisa momenata
Za sluqajne promen	ive se definixe i transformacija gustine koja je
realna verzija Furijeove transformacije.

Definicija 20 Neka je X neprekidna sluqajna promenǉiva qija je gustina
g. Funkcija M : R→ R definisana sa

M(t) =

∫ +∞

−∞
etxg(x)dx, t ∈ R,

pod uslovom da integral na desnoj strane ove jednakosti postoji, je genera-
trisa momenata promenǉive X.

Na osnovu veza izme�u funkcija ϕ i M ,

ϕ(t) =M(it), M(t) = ϕ(−it),

sledi da se i pomo�u generatrise momenata mogu dobiti momenti za X.
Naime, ako za sluqajnu promen	ivu X postoji momenat reda r, tada je

mr =M (r)(0).

Prednost funkcija generatrisa je u tome xto su realne funkcije, a
prednost karakteristiqnih funkcija je u tome xto ne postoji problem
konvergencije.
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11 Ocene parametara
Za ocenu nepoznatog parametra neke raspodele na osnovu prostog uzorka
(X1, . . . , Xn) mogu se koristiti razliqite statistike. U �ima se qesto
pojav	uju standardne statistike kao xto su:

1. uzoraqka sredina Xn ili X definisana sa

Xn =
1

n

n
∑

i=1

Xi,

2. uzoraqka disperzija S
2
n ili S

2
definisana sa

S
2
n =

1

n

(

n
∑

i=1

Xi −Xn

)2

,

3. uzoraqka disperzija D
2
n ili D

2
definisana sa

D
2
n =

1

n

(

n
∑

i=1

Xi −m

)2

,

u sluqaju da je poznato matematiqko oqekiva�e m posmatrane raspo-
dele,

4. modifikovana uzoraqka disperzija ̂S2
n ili ̂S2 definisana sa

̂S2
n =

1

n− 1

(

n
∑

i=1

Xi −Xn

)2

,

5. uzoraqki momenat X
r

n ili X
r
ili Mr (r ∈ N) definisan sa

X
r

n =
1

n

n
∑

i=1

Xr
i .

Naravno, va�no je znati svojstva ocena.
Dve osnovne tehnike za ocene parametara su metoda momenata i metoda

maksimalne verodostojnosti. Metodu momenata je uveo Karl Pirson 1984.
godine, a metodu maksimalne verodostojnosti Fixer 1912. godine. Meto-
da momenata je jednostavnija, a metoda maksimalne verodostojnosti daje
asimptotski najefikasnije ocene.

11.1 Svojstva ocena
Neka je (X1, . . . , Xn) prost sluqajan uzorak za obele�je X i neka je θ nepoz-
nati parametar u raspodeli tog obele�ja.
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Definicija 21 Statistika ̂θn je nepristrasna ocena za parametar θ ako
je E(̂θn) = θ, a asimptotski nepristrasna ocena ako E(̂θn)→ θ kada n→∞.

Umesto termina nepristrasna koriste se i termini centrirana i nepomer-

ena. Ocena koja nije nepristrasna zove se pristrasna. Na primer, statis-
tika Xn je nepristrasna ocena za matematiqko oqekiva�e, statistika D2

n

je nepristrasna ocena za varijansu, dok je statistika S2
n pristrasna i

asimptotski nepristrasna ocena za varijansu.
Termine pristrasna i nepristrasna ocena uveo je Bouli4 1897. godine.
Slede�e svojstvo se odnosi na odstupa�e realizovane vrednosti sta-

tistike od oqekivane vrednosti.

Definicija 22 Statistika ̂θn je postojana ocena parametra θ ako ̂θn kon-
vergira u verovatno�i ka θ, odnosno ako za svako ε > 0 va�i

P{|̂θn − θ| ≥ ε} → 0 (n→∞).

Umesto termina postojana koriste se i termini konzistentna i stabilna.
Ako je ocena nepristrasna i ako D(̂θn) → 0 kada n → ∞, tada je ocena ̂θn
stabilna. Na primer, statistike Xn, D2

n i S2
n su stabilne ocene.

Vixe razliqitih, nepristrasnih i stabilnih ocena istog parametra,
za isti obim uzorka, mogu se upore�ivati pomo�u svojih disperzija.

Definicija 23 Ocena ̂θ je efikasnija od ocene ˜θ nepoznatog parametra θ

ako je D(̂θ) < D(˜θ).

Do�u granicu disperzije nepristrasnih ocena daje Rao-Kramerova ne-
jednakost. Ocena qija je disperzija jednaka toj do�oj granici je efikasna

ocena. Za analizu ocene nije dovo	no znati samo �eno oqekiva�e i dis-
perziju, ve� treba odrediti i �enu raspodelu.

11.2 Metoda momenata
Neprekidne raspodele su, pod izvesnim uslovima, odre�ene svojim momen-
tima. Na primer, ako je za niz momenata (mi) date raspodele ispu�en
Karlemanov uslov

∞
∑

n=1

1

m
1/2n
2n

= +∞,

tada momenti jednoznaqno odre�uju tu raspodelu. Samim tim, poznava�e
momenata je dovo	no za nala�e�e nepoznatih parametara raspodele.

Ako su nepoznati parametri θ1, θ2, . . . , θk, dovo	no je uzeti k momenata
koji zavise od tih parametara. Pretpostavimo da su to prvih k momenta.
U tom sluqaju imamo sistem

mr = fr(θ1, . . . , θk), r = 1, . . . , k

koji odre�uje nepoznate parametre. Me�utim, kako parametre oce�ujemo
na osnovu uzorka, umesto momenata uzimamo uzoraqke momente i onda iz
navednog sistema dobijamo ocene nepoznatih parametara.

4Arthur Lyon Bowley (1869-1957) - engleski statistiqar
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Definicija 24 Ocene parametara ̂θ1, . . . , ̂θk po metodi momenata, na os-
novu prostog uzorka (X1, . . . , Xn) iz neke raspodele, date su sistemom

X
r

n = fr(̂θ1, . . . , ̂θk), r = 1, . . . , k.

Prema tome,
̂θi = ̂θi(Xn,X

2
n, . . . ,X

k

n).

Za realizovani uzorak (x1, . . . , xn) dobijaju se konkretne ocene nepoznatih
parametara.

Prednost ove metode je jednostavnost, a nedostatak je nemogu�nost
odre�iva�a kvaliteta i intervala povere�a za dobijene ocene.

11.3 Metoda maksimalne verodostojnosti
U ovoj metodi ocena za nepoznati parametar θ se uzima tako da verova-
tno�a realizacije uzorka x1, x2, . . . , xn bude najve�a. Pretpostavimo da
je (X1, . . . , Xn) prost uzorak iz neke neprekidne raspodele qija gustina g
zavisi od θ, pri qemu θ ∈ Θ ⊂ R. Funkcija L definisana sa

L(x1, . . . , xn; θ) =
n
∏

k=1

g(xk; θ)

predstav	a gustinu raspodele uzorka kao sluqajnog vektora. Obzirom da
se realizovane vrednosti uzorka koncentrixu u oblasti u kojoj funkcija
L ima velike vrednosti, za ocenu nepoznatog parametra se uzima vrednost
koja maksimizira funkciju L.

Definicija 25 Ocena ̂θ odre�ena sa

L(X1, . . . , Xn; ̂θ) = max
θ
L(X1, . . . , Xn; θ)

je ocena maksimalne verodostojnosti. Funkcija L je funkcija verodosto-
jnosti.

Ako je Θ otvoren skup i ako je L diferencijabilna funkcija po θ,
dovo	no je odrediti stacionarne taqke funkcije L i uporediti odgo-
varaju�e vrednosti. Poxto funkcije L i lnL imaju iste taqke maksimuma,
ocena se jednostavnije dobija iz jednaqine

∂ lnL

∂θ
= 0,

poznate kao jednaqina verodostojnosti. U nekim sluqajevima ona ima samo
jedno rexe�e.

Teorema 9 Ako postoji efikasna ocena parametra θ, onda jednaqina vero-
dostojnosti ima jedinstveno rexeǌe.
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Metoda maksimalne verodostojnosti mo�e se primeniti i u sluqaju da
raspodela ima vixe nepoznatih parametara. Ako je g(x; θ1, . . . , θk) gustina
raspodele koja zavisi od parametara θ1, . . . , θk, tada je funkcija verodos-
tojnosti data sa

L(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θk) =
n
∏

i=1

g(xi; θ1, . . . , θk).

Ako funkcija L ima parcijalne izvode po θ1, . . . , θk, ocena nepoznatih param-
etara dobija se rexava�em sistema

∂

∂θi
L(x1, . . . , xn; θ1, . . . , θk) = 0, i = 1, . . . , k.

Ovaj sistem je uglavnom nelinearan i najqex�e se rexava numeriqkim
metodama.

Ocene dobijene metodom maksimalne verodostojnsti mogu biti i pris-
trasne i neefikasne. Me�utim, pri odre�enim uslovima ocene su asim-
ptotski efikasne i imaju asimptotski normalnu raspodelu.

12 Transformacija sluqajne promenǉive
Ako je poznata funkcija raspodele FX neprekidne sluqajne promen	ive X
i ako je f monotona funkcija, tada je Y = f(X) tako�e neprekidna sluqajne
promen	iva qija se funkcija raspodele jednostavno odre�uje. Uz dodatni
uslov diferencijabilnosti funkcije f lako se nalazi i gustina sluqajne
promen	ive f(X).

Teorema 10 Neka je Y = f(X) i neka je f : R → R strogo monotona difer-
encijabilna funkcija. Ako je h = f−1 (inverzna funkcija za f), tada je

gY (y) = gX(h(y))|h′(y)|, y ∈ (a, b)

i gY (y) = 0 za x 6∈ (a, b), gde je

a = min{f(−∞), f(+∞)}, b = max{f(−∞), f(+∞)}.

Gustina sluqajne promen	ive f(X) se mo�e odrediti i ako je f deo po
deo monotona. Neka je g strogo monotona i diferencijabilna na inter-
valima I1, . . . , Ik i neka je fj : Ij → R za j = 1, . . . k restrikcija funkcijie
f na intervalu Ij. Tada je

Y = f1(X) + f2(X) + · · ·+ fk(X),

pa primenom prethodne teoreme na sluqajne promen	ive f1(X), . . . , fk(X)
dobijamo slede�e tvr�e�e.

Teorema 11 Neka je Y = f(X) i neka je hj = f−1j za j = 1, . . . , k. Tada je

gY (y) =
k
∑

j=1

fX(hj(y))|h′j(y)|.
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Za nala�e�e matematiqkog oqekiva�a sluqajne promen	ive Y = f(X)
nije neophodno znati gustinu gY .

Teorema 12 Ako je Y = f(X), tada je

E(Y ) =

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx

pod uslovom da navedeni integral apsolutno konvergira.

12.1 Takijeva transformacija
Ameriqki statistiqar Taki5 je 1962. godine predlo�io transformaciju

Y =















Xλ − (1−X)λ

λ
, λ 6= 0

ln
X

1−X
, λ = 0

gde je X sluqajna promen	iva sa standardnom uniformnom raspodelom. Za
odre�ene vrednosti parametrta λ raspodela dobro aproksimira normalnu
i studentovu raspodelu.

12.2 Boks-Koks transformacija
Za pozitivne sluqajne promen	ive Boks6 i Koks7 su 1964. godine uveli
transformaciju kojom se dobija pribli�no normalna raspodela. Ako je X
poztivna sluqajna promen	iva, tada sluqajna promen	iva Y definisana
sa

Y =







Xλ − 1
λ, λ 6= 0

lnX, λ = 0

za pogodno izabranu vrednost konstante λ ima pribli�no normalnu ras-
podelu.

12.3 �onsonove transformacije
Engleski statistiqar �onson8 je 1949. godine predlo�io transformacije

X = a+ b ln
Y

1− Y
,

X = a+ b arcshZ,

gde je X sluqajna promen	iva sa standardnom normalnom raspodelom.
Raspodela sluqajne promen	ive Y je poznata kao �onsonova SB raspo-

dela, a raspodela sluqajne promen	ive Z kao �onsonova SU raspodela.

5John Wilder Tukey (1915-2000) - ameriqki staistiqar
6George Box (1919-) - engleski statistiqar
7David Roxbee Cox (1924-) - engleski statistiqar
8Norman Lloyd Johnson (1917-) - engleski statistiqar
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13 Modeliraǌe sluqajnih promenǉivih
Modelira�e neprekidne sluqajne promen	ive zavisi od karakteristika
�ene raspodele. U principu postoje opxte metode, kao xto su metoda in-

verzne funkcije, Nojmanova metoda i druge, ali postoje i specifiqni postupci
modelira�a za pojedine raspodele.

13.1 Metoda inverzne funkcije
Ova metoda zasniva se na jednoj jednostavnoj qi�enici. Ako je X sluqajna
promen	iva s neprekidnom i monotono rastu�om funkcijom raspodele F ,
sluqajna promen	iva Y = F (X) ima uniformnu raspodelu na (0, 1). Prema
tome, funkcija raspodele sluqajne promen	ive F−1(Y ) je F , odnosno X =
F−1(Y ).

Za generisa�e vrednosti x sluqajne promen	ive X dovo	no je gener-
isati vrednost y iz uniformne raspodele U(0, 1) i uzeti da je x = F−1(y).
Na taj naqin se problem svodi na generisa�e vrednosti sluqajne promen-
	ive sa uniformnom raspodelom, a za to postoje ve� gotove rutine u svim
statistiqkim programskim paketima. To su, zapravo, sluqajni brojevi.

Generisa�e raspodele metodom inverzne funkcije je, dakle, vrlo jed-
nostavno, ali je potrebno da znamo analitiqki oblik inverzne funkcije.
Me�utim, u mnogim sluqajevima to nije mogu�e dobiti. Zbog toga ova
metoda ne mo�e da se primeni za generisa�e, na primer normalne, beta,
gama ili hi kvadrat raspodele.

Metoda se mo�e proxiriti na sluqaj kada je

g(x) =
n
∑

k=1

pkgk(x),

gde je p1 + · · · + pn = 1 i gde gustinama gk odgovaraju funkcije raspodele
Fk (k = 1, . . . , n) koje imaju analitiqki izraz za inverznu funkciju. Algo-
ritam je tada slede�i:

1. Izabrati indeks k sa verovatno�om pk.

2. Generisati sluqajnu vrednost y iz uniformne raspodele U(0, 1).

3. Uzeti da je x = F−1k (y).

13.2 Nojmanove metode
Nojmanove metode ili metode prihvata�a i odbaciva�a koriste se za gener-
isa�e raspodele sa gustinom g koja je pozitivna na intervalu [xmin, xmax].
Uglavnom se u �ima koristi algoritam u kojem se proverava odre�eni
uslov i zavisno od ispu�e�a tog uslova odre�ena vrednost se prihvata
ili odbacuje kao sluqajan broj iz raspodele sa gustinom g.

Jedna od tih metoda zahteva poznava�e sluqajne promen	ive Y koju
znamo da generixemo i qija raspodela ima gustinu h za koju va�i

h(x) ≤ cg(x), x ∈ [xmin, xmax]
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za neki realan broj c > 0. Metoda mo�e da se opixe slede�im algoritmom:

1. Neka je x generisana vrednost sluqajne promen	ive Y .

2. Generisati sluqajan broj u iz uniformne raspodele U(0, 1).

3. Ako je u <
g(x)

ch(x)
, tada je x tra�ena vrednost sluqajne promen	ive X

sa gustinom g. U protivnom, postupak se ponav	a (od 1. koraka).

Ova metoda se zasniva na qi�enici da je

P

(

Y ≤ x
∣

∣

∣ U ≤
g(Y )

ch(Y )

)

=

∫ x

−∞
g(y)dy,

gde je U sluqajna promen	iva sa uniformnom raspodelom U(0, 1). Ostale
Nojmanove metode su ma�e ili ve�e modifikacije ove ideje.

14 Testovi saglasnosti
Za testira�e saglasnosti raspodele posmatranog obele�ja sa pretpostav-
	enom raspodelom postoji vixe razliqitih testova. Testovi se mogu
podeliti u dve grupe prema tome da li raspodela test statistike zavisi
od pretpostav	ene raspodele ili ne. U testove slobodne od raspodele
spadaju, na primer, Pirsonov χ2 test, Kolmogorov	ev9 test, Kuiperov10

test, fon Mizisov11 test. U drugu grupu spadaju, na primer, Anderson12-
Darlingov13 test, razne modifikacije Kolmogorov	evog testa ukoliko
parametri pretpostav	ene raspodele nisu poznati, Xapiro 14-Vilkov15

test. Za testira�e prilago�enosti podataka normalnoj raspodeli postoji
jox i specifiqni testovi zasnovani na pore�e�u empirijskih koeficije-
nata asimetrije i sp	oxtenosti sa odgovaraju�im koeficijentima nor-
malne raspodele.

14.1 Pirsonov test
Najpopularniji je χ2-test koji je uveo Pirson 1900. godine. Test ima
oblik

χ2 =
k
∑

i=1

(Oi − Ei)2

Ei
,

gde su Oi opservirane, a Ei oqekivane frekvencije (pod pretpostavkom
odre�ene raspodele) u intervalima Ii (i = 1, . . . , k), takvim da je ∪ki=1Ii = R

9Andreǐ Nikolaeviq Kolmogorov (1903-1987) - ruski matematiqar
10??? (??-??) - ??????
11Richard Martin Edler von Mises (1883-1953) - austrijski in�eǌer i matematiqar
12Theodore Wilbur Anderson (1918-) - ameriqki statistiqar
13Davis Darling (??-??) - ?????
14Samuel Shapiro (1930-) - ameriqki statistiqar
15Martin Bradbury Wilk (1922-) - ameriqki matematiqar
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i Ii∩Ij = ∅ za i 6= j. Pretpostav	aju�i nultu hipotezu da su opservirane i
oqekivane frekvencije statistiqki znaqajno ne razlikuju, test statistika
ima raspodelu χ2(k − p− 1), gde je p broj oce�enih parametara na osnovu
k opserviranih vrednosti.

14.2 Testovi kojima se porede empirijska i teorijska
funkcija raspodele

Na osnovu razlike izme�u empirijske funkcije raspodele Fn (prostog
sluqajnog uzorka X1, . . . , Xn) i teorijske funkcije raspodele F treba te-
stirati nultu hipotezu da obele�je X ima raspodeleu F . U test statis-
tikama se uzimaju neke funkcije razlika Fn(x)−F (x) za x ∈ R. Na primer,
test statistika Kolmogorov	evog testa je

Dn = sup
x
|Fn(x)− F (x)|,

test statistika Kuiperovog testa je

Vn = sup
x
|Fn(x)− F (x)| − inf

x
|Fn(x)− F (x)|,

dok je test statistika fon Mizisovog testa

Wn =

∫ +∞

−∞
(Fn(x)− F (x))2dF (x).

15 Grafiqke metode ispitivaǌa saglasnosti
Pored testova za ispitiva�e saglasnosti obele�ja sa pretpostav	enom
raspodelom koriste se i grafiqke metode kao xto su dijagram kvantila (Q−
Q dijagram) i dijagram verovatno�a (P − P dijagram) koje se baziraju na
statistici poretka X(1), X(2), . . . , X(n).

Q−Q dijagram je skup taqaka qije su koordinate
(

X(i), F
−1(pi)

)

, gde se

za pi uzima neka od vrednosti
i− 1/2

n
,

i

n+ 1
,
i− 3/8

n+ 1/4
, dok je P −P dijagram

skup taqaka
(

pi, F (X(i))
)

.
U sluqaju da su podaci saglasni sa pretpostav	enom raspodelom, taqke

Q − Q dijagrama pribli�no pripadaju pravoj. Isto va�i i za P − P
dijagram.


