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:::::::: Duxan �uki� ::::::::

6. Dvostruki integrali

6.1. Zasnivaǌe

Po analogiji sa odre�enim integralom, koji meri ī̄ovrxinu ispod krive, gvosx̄̄ruki inx̄̄e ı̄ral

y

z

Di

predstavǉa zaī̄reminu ispod povrxi. Zove se ,,dvostruki” jer
se raquna duж dve dimenzije, npr. po dvema promenǉivim x
i y. Integral funkcije f(x, y) na oblasti D ⊆ R

2 oznaqavamo
sa

I =
x

D

f(x, y) dxdy.

Dvostruki integral uvodimo sliqno kao xto je opisano u
glavi 5 - kao ,,integralnu sumu po savrxeno usitǌenoj pode-
li” oblasti D. Dakle, ako se oblast D podeli na podoblasti D1, . . . , Dn, i nad svakom oblasti
Di se sagradi ,,kvadar” visine f(Mi) za neku isx̄̄aknux̄̄u x̄̄aqku Mi ∈ Di, inx̄̄e ı̄ralna suma je zbir
povrxina svih kvadara:

S =

n
∑

i=1

f(Mi) ·∆Di,

gde je ∆Di povrxina dela Di. Inx̄̄e ı̄ral I je vrednost ove sume u graniqnom sluqaju, kada su svi
delovi Di beskonaqno mali u dijametru. Pod gijamex̄̄rom skupa podrazumevamo rastojaǌe izme�u
dve ǌegove najudaǉenije taqke.

Pretpostavimo da je oblast D zadata uslovima a 6 x 6 b i c1(x) 6 y 6 c2(x). Za fiksirano x0,
integral funkcije f po delu oblasti D na pravoj x = x0 je

I(x0) =

∫ c2(x0)

c1(x0)

f(x0, y)dy.

Integral po celoj oblasti D tada nalazimo integracijom integrala I(x) po x ∈ [a, b]:

x

D

f dxdy =

∫ b

a

I(x)dx =

∫ b

a

dx

∫ c2(x)

c1(x)

f(x, y)dy.

Primer 6.1. Neka je oblast D u xy-ravni data uslovima 1 6 x 6 2 i 1 6 y 6 x2. Izraqunajmo inte-
gral I =

s

D x dxdy. On se moжe zapisati kao

I =
x

D

x dxdy =

∫ 2

1

dx

∫ x2

1

x dy.

Kako je
∫

x dy = xy + const, imamo

I =

∫ 2

1

dx

∫ x2

1

x dy =

∫ 2

1

dx
(

xy|y=x2

y=1

)

=

∫ 2

1

(x3 − x)dx =
9

4
.

S druge strane, istu oblaet D moжemo predstaviti i u obrnutom poretku
integracije, uslovima 1 6 y 6 4 i

√
y 6 x 6 2. Kao xto i oqekujemo, rade-

�i na ovaj naqin dobi�emo isti rezultat:

I =

∫ 4

1

dy

∫ 2

√
y

x dx =

∫ 4

1

dy · 1
2
x2
∣

∣

x=2

x=
√
y
=

∫ 4

1

(

2− 1

2
y

)

dy =
9

4
.
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6.2. Smena promenǉivih

Posmatrajmo integral po x i y,
I =

x

D

f(x, y) dxdy,

u kome je oblast integracije D opisana parametarski, uslovima

D : (x, y) = ~r(u, v), tj.

{

x = x(u, v)
y = y(u, v)

}

za (u, v) ∈ D′, (18)

gde je D′ neka oblast u uv-ravni. Javǉa nam se potreba da integral I izrazimo preko u i v.

− Oblast integracije D po x i y postaje oblast D′ po u i v;

− Integrand f(x, y) postaje funkcija f(x(u, v), y(u, v)) po u i v.

− Maǌe je oqigledno kako treba izraziti diferencijal dxdy u funkciji u i v.

Za funkcije x i y imamo dva zahteva. Pre svega, parametrizacija (18) ne sme da ima preklapaǌa
- preslikavaǌe (u, v) 7→ (x, y) mora da bude (skoro svuda) injektivno. Tako�e, funkcije x i y moraju
biti skoro svuda neprekidno diferencijabilne po u i v.

Ispitajmo ponaxaǌe taqke (x, y) ∈ D kada taqka (u, v) ∈ D′ opisuje pravougaonik dimenzija du
i dv.

du

dv D′
i Di

u

v

x

y

x = x(u, v)
y = y(u, v)

~r : D′
7→ DD′ :

D :

Kada se promenǉiva u pomeri za du, taqka (x, y) �e se pomeriti za vektor ~ru
′ du. Sliqno, kada

se v pomeri za dv, taqka (x, y) �e se pomeriti za vektor ~rv
′ dv. Prema tome, kada taqka (u, v)

opixe pravougaonik dimenzija du i dv i povrxine dudv, taqka (x, y) opisuje paralelogram razapet
vektorima ~ru

′ du i ~rv
′ dv, qija je povrxina |~ru′ × ~rv

′| dudv. Odavde zakǉuqujemo da je

dxdy = |~ru′ × ~rv
′| dudv = |J(u, v)| dudv, gde je J(u, v) =

∣

∣

∣

∣

x′
u y′u

x′
v y′v

∣

∣

∣

∣

.

Sve u svemu, pravilo smene promenǉivih uzima slede�i oblik:
x

D

f(x, y) dxdy =
x

D′

f
(

x(u, v), y(u, v)
)

· |J(u, v)| dudv.

Determinanta J = J(u, v) naziva se Jakobijeva6 gex̄̄erminanx̄̄a ili jakobijan.

Jedna qesto korisna smena su ī̄olarne koorginax̄̄e (r, ϕ). One su prilago�ene krugu:

x2 + y2 = r2 ⇒
{

x = r cosϕ
y = r sinϕ

}

i J(r, ϕ) =

∣

∣

∣

∣

cosϕ sinϕ
−r sinϕ r cosϕ

∣

∣

∣

∣

= r, tj. dxdy = r drdϕ.

Uoī̄xx̄̄ene ī̄olarne koorginax̄̄e, prilago�ene elipsi kao uopxteǌu kruga, glase

(x− x0

a

)2

+
(y − y0

b

)2

= r2 ⇒
{

x = x0 + ar cosϕ
y = y0 + br sinϕ

}

i J(r, ϕ) = abr, tj. dxdy = abr drdϕ.

x

y

P

x

y

r

ϕ

ϕ=π
6

ϕ=π
3

ϕ= 5π
6

ϕ= 2π
3

r=2
r=3

ϕ=0

ϕ=π
6

ϕ=π
3

ϕ=π
2

ϕ= 5π
6

ϕ= 2π
3

r=2
r=3

polarne koordinate uopxtene polarne koordinate

x

y

Primer 6.2. Neka je D unutraxǌost elipse x2 + 4y2 = 8(x+ y). Izraqunati I =
x

D

xy dxdy.

6Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), nemaqki matematiqar
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Rexeǌe. Jednaqinu elipse moжemo da zapixemo kao (x− 4)2 + 4(y− 1)2 = 20. ǋenu unutraxǌost D
opisa�emo uopxtenim polarnim koordinatama:

x− 4 = r cosϕ
2(y − 1) = r sinϕ

⇒
{

x = 4 + r cosϕ

y = 1 + 1
2r sinϕ

}

za D′ :

{

0 6 r 6
√
20

0 6 ϕ 6 2π

}

i J =
1

2
r.

Vidimo da je nova oblast integracije D′ pravougaonik, xto pojednostavǉuje integral:

I =
x

D′

(4 + r cosϕ)(1 + 1
2r sinϕ) · 12r drdϕ

=
1

2

∫

√
20

0

dr

∫ 2π

0

(4r+✘✘✘✘
2r2 sinϕ+✘✘✘✘r2 cosϕ+✭✭✭✭✭✭✭1

2r
3 sinϕ cosϕ)dϕ =

1

2

∫

√
20

0

dr · 8πr = 40π.

U slede�em primeru se pojavǉuje integral funkcije e−x2

koji daje Gausovu raspodelu u teoriji
verovatno�e i kao takav je veoma vaжan. Kao neodre�en integral on je neelementarna funkcija.
Ipak, vrednost odre�enog integrala

I =

∫ ∞

0

e−x2

dx

je poznata. U slede�em primeru ova vrednost je izraqunata pametnim prelaskom na nesvojstveni
dvostruki integral.

Primer 6.3. Izraqunajmo I. Svakako je tako�e I =
∫∞
0

e−y2

dy. Prema tome,

I2 =

∫ ∞

0

e−x2

dx

∫ ∞

0

e−y2

dy =

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

e−x2−y2

dy =
x

D

e−x2−y2

dxdy,

gde D predstavǉa prvi kvadrant u xy-ravni, tj. beskonaqnu oblast x, y > 0. Uvo�eǌem
polarnih koordinata x = r cosϕ i y = r sinϕ (r > 0, 0 6 ϕ 6 π

2 ) sledi

I2 =

∫ ∞

0

e−r2 · r dr
∫ π/2

0

dϕ =
π

2

∫ ∞

0

e−r2 · r dr =
π

4

∫ ∞

0

e−t · dt = π

4
.

Prema tome, I = 1
2

√
π.

6.3. Zapremina prostornog tela

Jedna od primena dvostrukog integrala je u izraqunavaǌu zapremine prostornog tela. Znamo
da, ako je telo V zadato uslovima

z1(x, y) 6 z 6 z2(x, y), gde (x, y) ∈ D,

ǌegova zapremina je
V =

x

D

(z2 − z1) dxdy.

Opxtije,
V =

x

D

ℓ(x, y) dxdy,

gde ℓ(x0, y0) oznaqava ukupnu duжinu dela prave {x = x0, y = y0} unutar tela V , a D je projekcija
tela na xy-ravan.

U sluqaju kada je telo smexteno izme�u ravni z = a i z = b i povrxina ǌegovog popreqnog
preseka za z = z0 je P (z0), ǌegova zapremina se moжe izraziti i kao

V =

∫ b

a

P (z)dz.

Primer 6.4. Izraqunati zapreminu V izme�u paraboloida z = x2 + y2 − 2 i konusa z =
√

x2 + y2.

Rexeǌe. Konus i paraboloid seku se tamo gde je z = x2 + y2 − 2 =
√

x2 + y2. Uvo�eǌem polarnih
koordinata

x = r cosϕ, y = r sinϕ

ovaj uslov postaje z = r2 − 2 = r. odakle nalazimo r = 2 (drugo
rexeǌe kvadratne jednaqine je r = −1, xto se iskǉuquje). Pre-
ma tome, projekcija D tela V na xy-ravan je krug dat uslovom
r 6 2 u polarnim koordinatama. Pri tome je 0 6 ϕ 6 2π i
dxdy = r drdϕ.

Za r < 2 konus je iznad paraboloida, tj. r > r2 − 2, pa je
x

y

z

D
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V =
x

D

(

r − (r2 − 2)
)

r drdϕ =

∫ 2

0

dr

∫ 2π

0

r(r − r2 + 2) dϕ = 2π

∫ 2

0

r(r − r2 + 2) dr =
16π

3
.

6.4. Povrxina povrxi

Data je povrx Π opisana parametarski, uslovima

Π : (x, y, z) = ~σ(u, v), tj.







x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)







za (u, v) ∈ D,

gde je D neka oblast u uv-ravni, a funkcije x, y i z neprekidno diferencijabilne skoro svuda u
oblasti D.

Da bismo odredili povrxinu povrxi Π, postupa�emo sliqno kao u odeǉku 6.2: ispita�emo
ponaxaǌe taqke M(x, y, z) na povrxi kada taqka (u, v) ∈ D opisuje pravougaonik dimenzija du i dv.

du

dv

u

v

x

y

z

M

D : Π :

x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

~σ : D 7→ Π

M
~σu

′ du~σv
′ dv

Kada se parametar u uve�a za du (odnosno, v za dv), taqka M �e se pomeriti za vektor ~σu
′ du

(odnosno, za vektor ~σv
′ dv), gde su

~σu
′ = (x′

u, y
′
u, z

′
u) i ~σv

′ = (x′
v, y

′
v, z

′
v).

Na ovaj naqin, pravougaonik sa temenom (u, v) i dimenzijama (du, dv) u uv-ravni se slika pribliжno
u “paralelogram” na povrxi razapet vektorima ~σu

′ du i ~σv
′ dv, a povrxina tog paralelograma je

dΠ = |~σu
′ × ~σv

′| dudv = |(A,B,C)| dudv =
√

A2 +B2 + C2 dudv,

gde su

A =

∣

∣

∣

∣

y′u z′u
y′v z′v

∣

∣

∣

∣

, B =

∣

∣

∣

∣

z′u x′
u

z′v x′
v

∣

∣

∣

∣

, C =

∣

∣

∣

∣

x′
u y′u

x′
v y′v

∣

∣

∣

∣

.

Povrxinu povrxi Π nalazimo integracijom dΠ po oblasti D:

S =
x

D

dΠ =
x

D

|~σu
′ × ~σv

′| dudv =
x

D

√

A2 +B2 + C2 dudv. (19)

U specijalnom sluqaju, kada je povrx Π eksplicitno zadata jednaqinom

z = z(x, y), (x, y) ∈ D,

uloge parametara u i v preuzimaju x i y, a formula (19) poprima oblik

S =
x

D

dΠ =
x

D

√

1 + z′x
2 + z′y

2 dxdy. (20)

Primer 6.5. Izraqunati povrxinu povrxi σ date jednaqinom z = x3/2 + y3/2 za 0 6 x, y 6 1.

Rexeǌe. Ovde je D pravougaonik [0, 1] × [0, 1]. Koristimo formulu (20). Poxto je z′x = 3
2

√
x i

z′y = 3
2

√
y, povrxina S date povrxi jednaka je

S =
x

D

√

1 +
9

4
x+

9

4
y dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

(

1 +
9

4
x+

9

4
y

)1/2

dy

=

∫ 1

0

dx

[

8

27

(

1 +
9

4
x+

9

4
y
)3/2∣

∣

∣

y=1

y=0

]

=
8

27

∫ 1

0

[

(13

4
+

9

4
x
)3/2

−
(

1 +
9

4
x
)3/2

]

dx

=
2

1215

(

225/2 − 2 · 135/2 + 32
)

≈ 1,78351.

y

z

D

σ
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Primer 6.6. Na�i povrxinu dela sfere x2 + y2 + z2 = 1 izme�u ravni z = a i z = b (0 6 a < b 6 1).

Rexeǌe. Uvedimo polarne koordinate x = r cosϕ i y = r sinϕ. Tada je z =
√
1− r2, pa uslov a 6 z 6 b

postaje
√
1− b2 6 r 6

√
1− a2, uz 0 6 ϕ 6 2π. Koristimo formulu (19). Imamo

~σr
′ =

(

cosϕ, sinϕ, −r√
1−r2

)

i ~σϕ
′ = (−r sinϕ, r cosϕ, 0),

pa je ~σr
′ × ~σϕ

′ =
(

r2√
1−r2

cosϕ, r2√
1−r2

sinϕ, r
)

i odatle dσ = |~σr
′ × ~σϕ

′| drdϕ = r√
1−r2

drdϕ.

Prema tome, traжena povrxina je

S =

∫ 2π

0

dϕ

∫

√
1−a2

√
1−b2

r√
1− r2

dr = 2π

∫

√
1−a2

√
1−b2

r dr√
1− r2

=
∣

∣

t=1−r2

dt=−2r dr

∣

∣= π

∫ b2

a2

dt√
t
= 2π(b− a).

6.5. Zadaci

1. Neka je D trougao OAB, gde su O(0, 0), A(0, 1) i B(1, 1). Izraqunati integral I =
x

D

x

y
dxdy.

2. Izraqunati I =
x

D

(x+ y) dxdy, gde je D oblast odre�ena parabolama y = x2 i y = 3− x− x2.

3. Izraqunati integral I =
x

E

x4 dxdy po elipsi E: x2 + 4y2 6 4.

4. Izraqunati I =
x

D

√

x2 + y2 dxdy ako je D disk x2 + y2 6 2x.

5. Oblast D u xy-ravni je data uslovima x+ 1 > 2y > 2x > y. Na�i integral I =
x

D

y dxdy.

6. Odrediti nesvojstveni integral I =
x

R2

dxdy

(1 + x2 + y2)a
po celoj xy-ravni (tj. R

2), gde je a > 1

data konstanta.

7. Izraqunati integral I =

∫ e

1

(lnx+ 1) dx

∫ e

x

dy

ln y
.

8. Oblast D u xy-ravni data je uslovima y > x > 0. Izraqunati integral I =
x

D

y − x

y + x
ex

2−y2

dxdy.

Na primer, proveriti moжe li se upotrebiti smena x = r sh t, y = r ch t.

9. Oblast D u xy-ravni je data uslovima x, y > 0 i x4 + y3 6 xy. Izraqunati integral
x

D

xdxdy.

10. Izraqunati zapreminu tela izme�u paraboloida z = 1− x2 − y2 i ravni z = 0.

11. Izraqunati zapreminu tela odre�enog povrxima z = x2 + 3y2 − 4y i z = 4x− y2.

12. Na�i zapreminu dela lopte x2 + y2 + z2 6 1 koji leжi unutar cilindra x2 + y2 6 x.

13. Izraqunati zapreminu tela odre�enog uslovima x2 + y2 6 1 i z2 + 2xy 6 1.

14. Na�i zapreminu tela zadatog uslovima −1 6 xy 6 1, −1 6 xz 6 1 i −1 6 yz 6 1 u koordinatnom
prostoru.

15. Na�i povrxinu povrxi zadate jednaqinom z =
√

2− 1
2 (x+ y)2 za x, y ∈ [0, 1].

16. Helikoig je povrx data jednaqinama x = r cosϕ, y = r sinϕ i z = ϕ. Odrediti povrxinu dela
helikoida za 0 6 r 6 1 i 0 6 ϕ 6 2π.

17. Izraqunati povrxinu dela sfere x2 + y2 + z2 = 1 unutar cilindra x2 + 4y2 = 1.

18. Odrediti povrxinu dela povrxi z =
√
2xy koji leжi unutar cilindra x2 + y2 = 1, x, y > 0.

19. Na�i povrxinu povrxi Π date jednaqinom z = ex sin y za 0 6 x 6 1 i 0 6 y 6 2π.
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6.6. Rexeǌa

1. U trouglu D granice za y su 0 6 y 6 1, a za x su 0 6 x 6 y. Zato je traжeni integral

I =

∫ 1

0

dy

∫ y

0

x

y
dx =

∫ 1

0

dy ·
(x2

2y

)

∣

∣

x=y

x=0
=

∫ 1

0

dy · y
2
=

1

4
.

2. Odredimo prvo preseqne taqke dveju parabola: imamo x2 = 3− x− x2, tj. 2x2 + x− 3 = 0, qija
su rexeǌa x = 1 i x = − 3

2 . Dakle, − 3
2 6 x 6 1. Na ovom intervalu je prva elipsa ispod druge,

te je x2 6 y 6 3− x− x2. Prema tome, traжeni integral je

I =

∫ 1

− 3
2

dx

∫ 3−x−x2

x2

(x + y)dy =

∫ 1

− 3
2

dx
(

xy+
1

2
y2
)
∣

∣

∣

y=3−x−x2

y=x2
=

1

2

∫ 1

− 3
2

(9−7x2−2x3)dx = −1375

192
.

3. Uvex�emo uopxtene polarne koordinate:
{

x = 2r cosϕ
y = r sinϕ

}

za D′ :
0 6 r 6 1
0 6 ϕ 6 2π

i J = 2r, tj. dxdy = 2r drdϕ.

Sada je

I =
x

D′

(

2r cosϕ
)4 · 2r drdϕ =

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

32r5 cos4 ϕ dϕ = 32

∫ 1

0

r5dr ·
∫ 2π

0

cos4 ϕ dϕ.

Kako je
∫ 1

0 r5dr = 1
6 i

∫ 2π

0 cos4 ϕ dϕ = 1
2 · 34 · 2π = 3

4π, dobijamo I = 4π.

4. Ako uvedemo obiqne polarne koordinate x = r cosϕ i y = r sinϕ, uslov oblasti D postaje
r2 6 2r cosϕ, tj. D′ : {0 6 r 6 2 cosϕ}.
Poxto je pritom 0 6 2 cosϕ, granice za ϕ su −π

2 < ϕ < π
2 . Sve u svemu,

{

x = r cosϕ
y = r sinϕ

}

za D′ :

{

−π
2 < ϕ < π

2
0 6 r 6 2 cosϕ

}

.

Sada je

I =
x

D′

r · r drdϕ =

∫ π/2

−π/2

dϕ

∫ 2 cosϕ

0

r2 dr =

∫ π/2

−π/2

dϕ · 8
3
cos3 ϕ =

32

9
.

5. Oblast D je najlakxe predstaviti grafiqki, kao na slici. Ova oblast je opisana uslo-
vima x 6 y 6 2x za 0 6 x 6 1

3 i x 6 y 6 x+1
2 za 1

3 6 y 6 1. Zato je

I =

∫ 1
3

0

dx

∫ 2x

x

y dy +

∫ 1

1
3

dx

∫
x+1

2

x

y dy

=

∫ 1
3

0

3x2

2
dx+

∫ 1

1
3

1 + 2x− 3x2

8
dx =

1

54
+

2

27
=

5

54
. ✲

✻

✟✟✟✟✟✟✟✟

�
�
�
�
�
�

✁
✁
✁
✁
✁
✁
y=2x y=x

x+1=2y

y

x

D1
2

1
3

1

6. U obiqnim polarnim koordinatama, x = r cosϕ i y = r sinϕ po oblasti D′ : {0 6 r, 0 6 ϕ 6 2π}
dati integral se svodi na

I =
x

D′

r drdϕ

(1 + r2)a
=

∫ +∞

0

r dr

(1 + r2)a

∫ 2π

0

dϕ = 2π

∫ +∞

0

r dr

(1 + r2)a
=
∣

∣

t=1+r2

dt=2r dr

∣

∣= π

∫ +∞

1

dt

ta
=

π

a− 1
.

7. Unutraxǌi integral je neelementaran. Zato �emo pokuxati da dati dvostruki integral
raqunamo u drugom poretku. Ovaj integral je po oblasti D datoj uslovima 1 6 x 6 y 6 e, pa
poredak integracije moжe biti i {1 6 y 6 e; 1 6 x 6 y}. Dakle,

I =

∫ e

1

dy

ln y

∫ y

1

(lnx+ 1)dx =

∫ e

1

dy

ln y
· x lnx

∣

∣

x=y

x=1
=

∫ e

1

dy

ln y
· y ln y =

∫ e

1

y dy =
e2 − 1

2
.

8. Uslov y > x > 0 daje kao jedina ograniqeǌa D′: r > 0 i t > 0.

Uverimo se prvo da je predloжena smena injektivna. Imamo y + x = ret, y − x = re−t i
y2− x2 = r2, odakle je t = ln y+x

r = 1
2 ln

y+x
y−x i r =

√

y2 − x2, pa taqka (x, y) jednoznaqno odre�uje
r i t, tj. smena je zaista injektivna. Jakobijan je

J =

∣

∣

∣

∣

sh t ch t
r ch t r sh t

∣

∣

∣

∣

= −r, tj. dxdy = r drdt,

pa traжeni integral postaje

I =
x

D′

re−t

ret
e−r2 · r drdt =

∫ ∞

0

e−2tdt

∫ ∞

0

re−r2dr =

(

−1

2
e−2t

)

∣

∣

∞
t=0
·
(

−1

2
e−r2

)

∣

∣

∞
r=0

=
1

2
· 1
2
=

1

4
.
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9. Uslov oblasti D zapiximo kao x3

y + y2

x 6 1 i uvedimo smenu u = x3

y i v = y2

x .

Vidimo da je u2v = x5 i v3u = y5, xto jednoznaqno odre�uje x i y kad god su dati u i v;
drugim reqima, smena je injektivna:
{

x = u2/5v1/5

y = u1/5v3/5

}

i J =
dxdy

dudv
=

∣

∣

∣

∣

∣

2
5u

− 3
5 v

1
5

1
5u

− 4
5 v

3
5

1
5u

2
5 v−

4
5

3
5u

1
5 v−

2
5

∣

∣

∣

∣

∣

= u− 2
5 v−

1
5 , tj. dxdy = u− 2

5 v−
1
5 dudv.

Oblast integracije po dudv je trougao D′ povrxine 1
2 : u, v > 0 i u+ v 6 1.

Dakle, x

D

x dxdy =
x

D′

u
2
5 v

1
5 · u− 2

5 v−
1
5 dudv =

x

D′

dudv =
1

2
.

x

y

O 0,2 0,6

0,2

0,4

0,6

D

x4
+y36xy

10. Dati paraboloid seqe ravan z = 0 po krugu x2 + y2 = 1. Zato je zapremina datog tela
V =

s

D
(1−x2−y2)dxdy, gde je D unutraxǌost kruga x2+y2 = 1. Uvex�emo polarne koordinate:

{x = r cosϕ
y = r sinϕ

}

, gde je D′ : {0 6 r 6 1, 0 6 ϕ 6 2π}.

Tada je 1− x2 − y2 = 1− r2, jakobijan je J = r, te je

V =

′x

D

(1− r2) · r drdϕ =

∫ 1

0

r(1 − r2) dr

∫ 2π

0

dϕ = 2π

∫ 1

0

(r − r3) dr = 2π
(r2

2
− r4

4

)

∣

∣

r=1

r=0
=

π

2
.

11. Ove dve povrxi se seku po elipsi x2 + 3y2 − 4y = 4x − y2, tj. nakon dopuǌavaǌa kvadrata
(x− 2)2 + (2y − 1)2 = 5. Uvodimo polarne koordinate:

{

x = r cosϕ+ 2

y = 1
2r sinϕ+ 1

2

}

za
0 6r 6

√
5,

0 6ϕ 6 2π.

Jakobijan je J = 1
2r, a poxto je z1 − z2 = (4x− y2)− (x2 + 3y2 − 4y) = 5− r2, zapremina je

V =

∫ 2π

0

dϕ

∫

√
5

0

(5− r2) · 1
2
r dr =

25π

4
.

12. Taqno qetvrtina posmatranog dela lopte je u prvom oktantu; tamo je x, y > 0, x2 + y2 6 x i
0 6 z 6

√

1− x2 − y2. Prelaskom na polarne koordinate
{x=r cosϕ
y=r sinϕ

}

ovi uslovi glase 0 6 ϕ 6
π
2 ,

0 6 r 6 cosϕ i 0 6 z 6
√
1− r2. Kako je dxdy = r drdϕ, sledi da je traжena zapremina

V = 4
x

D′

√

1− r2 · r drdϕ = 4

∫ π
2

0

dϕ

∫ cosϕ

0

r
√

1− r2 dr =
∣

∣

t=1−r2

dt=−2r dr

∣

∣= 2

∫ π
2

0

dϕ

∫ 1

sin2 ϕ

√
t dt

= 2

∫ π
2

0

dϕ · 2
3
t
3
2

∣

∣

∣

t=1

t=sin2 ϕ
=

4

3

∫ π
2

0

(1− sin3 ϕ) dϕ =
4

3

(π

2
− 2

3

)

≈ 1,20551.

13. Kako je ovde −√1− 2xy 6 z 6
√
1− 2xy, traжena zapremina je V =

s

x2+y261
2
√
1− 2xy dxdy.

Uvex�emo polarne koordinate x = r cosϕ i y = r sinϕ za 0 6 r 6 1 i −π 6 ϕ < π. Zbog
simetrije, u oblasti −π

4 6 ϕ 6 π
4 je taqno qetvrtina zapremine, te je

V =

∫ π

−π

dϕ

∫ 1

0

2r
√

1− r2 sin 2ϕ dr = 4

∫ π/4

−π/4

dϕ

∫ 1

0

2r
√

1− r2 sin 2ϕ dr. (∗)

Unutraxǌi integral po r raqunamo smenom t = 1− r2 sin 2ϕ: tada je dt = −2r sin 2ϕ dϕ i
∫ 1

0

2r
√

1− r2 sin 2ϕ dr =
1

sin 2ϕ

∫ 1

1−sin 2ϕ

√
t dt =

2

3 sin 2ϕ
t3/2

∣

∣

∣

t=1

t=1−sin 2ϕ
=

2

3
· 1− (1 − sin 2ϕ)3/2

sin 2ϕ
.

Malo �emo uprostiti ovaj izraz: kako je sin 2ϕ = cos 2θ = 1 − u2 za θ = π
4−ϕ i u =

√
2 sin θ,

imamo
1− (1− sin 2ϕ)3/2

sin 2ϕ
=

1− u3

1− u2
= u+

1

1 + u
=
√
2 sin θ +

1

1 +
√
2 sin θ

,
π

2
> θ > 0.

Dobili smo da je
∫ 1

0 2r
√

1− r2 sin 2ϕdr = 2
3

(√
2 sin θ+ 1

1+
√
2 sin θ

)

i dϕ = −dθ, pa izraz (∗) postaje
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V =
8

3

∫ π/2

0

(√
2 sin θ +

1

1+
√
2 sin θ

)

dθ =
8

3

(

√
2 +

∫ π/2

0

dθ

1+
√
2 sin θ

)

=
∣

∣

t=tg θ
2

dθ= 2dt
1+t2

∣

∣=
8

3

(

√
2 +

∫ 1√
2

0

2dt

1+2t
√
2+t2

)

=
8

3

(
√
2 + ln(

√
2 + 1)

)

≈ 6,12157.

14. Qitava kocka −1 6 x, y, z 6 1 pripada posmatranom telu, a ǌena zapremina je 8. Ostaje da
izmerimo deo tela van ove kocke.

Neka je Vx+ deo tela u oblasti x > 1, a Vx− deo tela u oblasti x < −1. Sliqno definixemo i
delove tela Vy+, Vz+, Vy−, Vz−. Nikoja dva od ovih xest delova nemaju preseqnih taqaka: ako
je npr. x > 1 i y > 1, onda je xy > 1. Sada odredimo ǌihove zapremine. Za dato x > 1 vaжi
− 1

x < y, z < 1
x , tj. popreqni presek tela je zapravo kvadrat stranice 2

x i povrxine 4
x2 . Tako

je zapremina dela Vx+ jednaka
∫∞
1

4dx
x2 = 4. Iste zapremine imaju i preostalih pet delova.

Prema tome, zapremina celog tela je V = 8 + 6 · 4 = 32.

15. Kako je z′x = z′y = (x+ y)/
√

8− 2(x+ y)2, imamo

dΠ =
√

1 + (z′x)
2 + (z′y)

2 dxdy =
2 dxdy

√

4− (x+ y)2
.

Traжena povrxina je

P =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

2 dy
√

4− (x+ y)2
=

∫ 1

0

2
(

arcsin
x+ 1

2
− arcsin

x

2

)

dx =
4π

3
− 4(
√
3− 1) ≈ 1,26059.

16. Koristi�emo formulu (19). Imamo ~σr
′ = (cosϕ, sinϕ, 0) i ~σϕ

′ = (−r sinϕ, r cosϕ, 1), pa je povrxina

S =
x

D

|~σu
′ × ~σv

′| dudv =
x

D

|(sinϕ,− cosϕ, r)|drdϕ =
x

D

√

r2 + 1 drdϕ

=

∫ 1

0

dr

∫ 2π

0

√

r2 + 1 dϕ = 2π

∫ 1

0

√

r2 + 1 dr = π
(
√
2 + ln(

√
2 + 1)

)

≈ 7,2118.

17. Poxto je z =
√

1− x2 − y2, moжemo da koristimo formulu (20):

dΠ =
√

1+z′x
2+z′y

2 dxdy =

√

1 +
x2

1−x2−y2 +
y2

1−x2−y2 =
dxdy

√

1−x2−y2
.

Oblast integracije D je data uslovom x2 + 4y2 6 1 i u ǌoj je − 1
2

√
1− x2 6 y 6 1

2

√
1− x2 za

−1 6 x 6 1. Dakle,

P =
x

D

dxdy
√

1−x2−y2
=

∫ 1

−1

dx

∫

√
1−x2

2

−
√

1−x2

2

dy
√

1−x2−y2
=

∫ 1

−1

dx · arcsin y√
1− x2

∣

∣

∣

√
1−x2

2

−
√

1−x2

2

=

∫ 1

−1

π

3
dx =

2π

3
.

18. Uvodimo polarne koordinate:

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z =
√

2xy = r
√

sin 2ϕ.

Tada je 0 6 r 6 1; osim toga, uslov x, y > 0 daje 0 6 ϕ 6 π/2. Xtavixe, povrx je simetriqna
u odnosu na ravan x = y (tj. ϕ = π/4), pa je dovoǉno da izraqunamo zapreminu za 0 6 ϕ 6 π/4
i rezultat pomnoжimo sa 2. Kako je

dσ = |~σr
′ × ~σϕ

′| drdϕ =
∣

∣

(

cosϕ, sinϕ,
√

sin 2ϕ
)

×
(

−r sinϕ, r cosϕ, r cos 2ϕ√
sin 2ϕ

)∣

∣ drdϕ

=
∣

∣

(

− r sinϕ√
sin 2ϕ

,− r cosϕ√
sin 2ϕ

, r
)
∣

∣ drdϕ = r
√

1 + 1
sin 2ϕ drdϕ,

formula (19) nam daje

P = 2

∫ π/4

0

√

1 +
1

sin 2ϕ
dϕ

∫ 1

0

r dr =

∫ π/4

0

√

1 +
1

sin 2ϕ
dϕ =

∣

∣

∣

t=sin 2ϕ
dϕ= dt

2

√
1−t2

∣

∣

∣
=

∫ 1

0

√

1 +
1

t
· dt

2
√
1− t2

=
1

2

∫ 1

0

dt
√

t(1− t)
= −

(

arcsin
√
1− t

)∣

∣

1

0
=

π

2
.
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19. Poxto je dΠ =
√

1 + z2x + z2y dxdy =
√

1 + e2x sin2 y + e2x cos2 y dxdy =
√
1 + e2x dxdy, povrxina je

jednaka

P =

∫ 2π

0

dy

∫ 1

0

√

1 + e2x dx = 2π

∫ 1

0

√

1 + e2x dx =
∣

∣

t=ex

dt=exdx

∣

∣= 2π

∫ e

1

√
1 + t2

t
dt

=
∣

∣

u=1+t2

du=2t dt

∣

∣= 2π

∫

√
e2+1

√
2

u2 du

u2 − 1
= π

(

2u+ ln
∣

∣

∣

u− 1

u+ 1

∣

∣

∣

)

∣

∣

∣

√
e2+1

√
2

= π

(

2
√

e2 + 1− 2
√
2 + ln

(
√
e2 + 1− 1)(

√
2 + 1)

(
√
e2 + 1 + 1)(

√
2− 1)

)

≈ 12,5883.
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