
ITM – Diskretna matematika

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

3. Diskretna verovatno�a

3.1. Osnovni pojmovi

Neformalno reqeno, predmet izuqavaǌa teorije verovatno�e su eksperimenti qiji se ishodi
ne mogu sa sigurnox�u predvideti. Ona bi trebalo da nam omogu�i da odredimo koliko je koji
ishod ,,verovatan”. Dakle, da teorijski opixe nexto xto zavisi od sluqaja. Ma xta to znaqilo.

Sluqajni procesi su svuda oko nas i sam pojam verovatno�e nam nije nov. Na primer, umemo da
kaжemo da pri bacaǌu novqi�a pada glava sa verovatno�om 1

2 . Pri tome podrazumevamo da, ako
novqi� bacimo mnogo puta, glavu oqekujemo u oko polovine sluqajeva. Ipak, tek je Kolmogorov1

1933. matematiqki precizno definisao verovatno�u.

Osnovna pretpostavka u teoriji verovatno�e je da, mada ishod eksperimenta nije unapred poz-
nat, skup mogu�ih ishoda je poznat. Ovaj skup, nazovimo ga Ω, zove se i ī̄rosx̄̄or ishoga ili
elemenx̄̄arnih go ı̄a�aja. Svakom ishodu ω ∈ Ω je dodeǉena verovatno�a P (ω): 0 6 P (ω) 6 1, tako da
je zbir verovatno�a svih ishoda jednak 1.

Pod go ı̄a�ajem se podrazumeva neki skup ,,povoǉnih” ishoda, tj. neki podskup skupa Ω. Vero-
vatno�a doga�aja je, prirodno, zbir verovatno�a povoǉnih ishoda koji ga saqiǌavaju.

Primer 3.1. Bacamo novqi� 4 puta. Sa jednakom verovatno�om 1
2 padaju glava (G) i pismo (P).

Prostor ishoda je
{GGGG,GGGP,GGPG,GGPP,GPGG, . . . , PPPP}.

Ima ukupno 16 mogu�ih ishoda. Verovatno�a svakog ishoda je 1
16 .

Razmotrimo doga�aj D: ,,dvaput pada glava, a dvaput pismo”. Taj doga�aj je unija 6 povoǉnih
ishoda:

D = {PPGG,PGPG,PGGP,GPPG,GPGP,GGPP}.
Verovatno�a doga�aja D je jednaka zbiru verovatno�a pojedinaqnih ishoda: P (D) = 6

16 = 3
8 .

U sluqaju prebrojivo beskonaqnog skupa mogu�ih ishoda ovu definiciju treba prilagoditi.

Definicija 3.1. Diskrex̄̄an ī̄rosx̄̄or verovax̄̄no�e se sastoji od:

(1) Nepraznog prebrojivog skupa Ω mogu�ih ishoda;

(2) Funkcije P : P(Ω) → [0, 1], nazvane rasī̄ogelom verovax̄̄no�e, koja svakom doga�aju D ⊂ Ω
dodeǉuje verovatno�u P (D) po slede�im pravilima:

(a) P (Ω) = 1;

(b) Kad god su D1, D2, . . . me�usobno disjunktni doga�aji, vaжi P (
⋃∞

i=1 Di) =
∑∞

i=1 P (Di).

Iz uslova (2a) i (2b) sledi i da je P (∅) = 0. Doga�aj Ω je si ı̄uran, dok je doga�aj ∅ nemo ı̄u� i
sigurno se ne�e dogoditi.

Ako je prostor ishoda konaqan, svakako je jedna mogu�nost raspodele verovatno�e (ali ne i
jedina) da svi ishodi imaju jednaku verovatno�u. Na primer, onaj novqi� iz primera 3.1 ima
ravnomernu raspodelu.

Definicija 3.2. Ako je Ω konaqan skup i za svaki ishod ω ∈ Ω vaжi P (ω) = 1
n , gde je n = |Ω|, kaжemo

da je raspodela verovatno�e ravnomerna.

Za dati doga�aj A, suī̄rox̄̄nim go ı̄a�ajem nazivamo doga�aj Ā = Ω \A.
1Andre� Nikolaeviq Kolmogorov (1903-1987), sovjetski/ruski matematiqar
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Tvr�eǌe 3.1. Za proizvoǉne doga�aje A,B ⊂ Ω vaжi:

(a) P (Ā) = 1− P (A);

(b) ako je A ⊂ B, onda je P (A) 6 P (B);

(v) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

Dokaz. (a) Sledi iz uslova P (A) + P (Ā) = P (A∪Ā) = P (Ω) = 1.

(b) P (B) = P (A) + P (B \A) > P (A), jer su A i B \A disjunktni.

(v) Kako je P (B) = P (A∩B)+P (B\A), imamo P (A∪B) = P (A)+P (B\A) = P (A)+P (B)−P (A∩B).

Slede�i primer sa neoqekivanim odgovorom poznat je kao Ro�enganski ī̄roblem.

Primer 3.2. U prostoriji sede 23 osobe. Kolika je verovatno�a da neke dve osobe imaju ro�endan
istog dana?

Rexeǌe. Zanemari�emo prestupne godine koje imaju 366 dana. Smatra�emo da sve imaju po 365.

Odredimo verovatno�u da svi ǉudi imaju razliqite ro�endane.

• Broj mogu�ih izbora 23 ro�endana je jednak A = 36523.

• S druge strame, broj izbora 23 razliqix̄̄a ro�endana je B = 365 · 364 · 363 · · · · · · · 343.
Verovatno�a da svi imaju razliqite ro�endane je

B

A
=

22
∏

i=1

365− i

365
=

22
∏

i=1

(

1− i

365

)

<

22
∏

i=1

e−
i

365 = e−
1+2+···+22

365 ≈ 0,499998.

Prema tome, verovatno�a da neke dve osobe imaju isti ro�endan je ve�a od 50%. (Ispostavǉa
se da je taqan rezultat oko 50,7%.)

3.2. Nezavisnost i uslovna verovatno�a

Ako su doga�aji A i B ,,nezavisni” (ma xta to znaqilo), mi oqekujemo da verovatno�a doga�aja
A ne zavisi od toga da li se doga�aj B desio. Ono xto znamo je da se doga�aj B dexava s
verovatno�om P (B), a oba doga�aja A i B desi�e se s verovatno�om P (A∩B). Uslovnu verovax̄̄no�u
doga�aja A ako se desio doga�aj B definixemo kao koliqnik ove dve verovatno�e:

Definicija 3.3. Verovatno�a doga�aja A pod uslovom da se desio doga�aj B, u oznaci P (A | B),
jednaka je

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
, pod pretpostavkom da je P (B) 6= 0.

Doga�aje A i B nazivamo nezavisnim upravo onda kada je uslovna verovatno�a P (A | B) jednaka
verovatno�i P (A). To je ekvivalentno slede�oj definiciji:

Definicija 3.4. Kaжemo da su doga�aji A i B nezavisni ako je P (A ∩B) = P (A)P (B).

Ako nisu nezavisni, kaжemo da su zavisni.

Vidimo da je nezavisnost doga�aja simetriqna relacija: ako je doga�aj A nezavisan od B, onda
je i B nezavisan od A.

Primer 3.3. Bacamo kockicu sa ravnomernom raspodelom (tj. svaki broj od 1 do 6 pada s vero-
vatno�om 1

6). Sa A oznaqavmo doga�aj ,,dobijeni broj je paran”, sa B doga�aj ,,dobijeni broj
nije ve�i od 4”, a sa C doga�aj ,,dobijeni broj nije maǌi od 4”.

Skup mogu�ih ishoda je Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, dok je A = {2, 4, 6}, B = {1, 2, 3, 4} i C = {4, 5, 6}.
Daǉe, A ∩B = {2, 4}, A ∩ C = {4, 6} i B ∩ C = {4}.

• Kako je P (A ∩B) = 1
3 i P (A)P (B) = 1

2 · 2
3 = 1

3 , doga�aji A i B su nezavisni.

• Kako je P (A ∩ C) = 1
3 i P (A)P (C) = 1

2 · 1
2 = 1

4 , doga�aji A i C su zavisni.

• Kako je P (B ∩ C) = 1
6 i P (B)P (C) = 2

3 · 1
2 = 1

3 , doga�aji B i C su zavisni.

Slede�i primer pokazuje da uslovna verovatno�a nije uvek onakva kakvom se qini.
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Primer 3.4. Dvaput je baqen novqi� (sa ravnomernom raspodelom). Ako je bar jednom pala glava,
kolika je verovatno�a da je i drugi put pala glava?

Rexeǌe. Traжimo uslovnu verovatno�u doga�aja A ,,oba puta je pala glava” ako se desio doga�aj
B ,,bar jednom je pala glava”. Sa G oznaqavamo glavu, a sa P pismo.

Doga�aj B odgovara trima ishodima (od 4 mogu�a): B = {GG,GP,PG}, te je P (B) = 3
4 . S druge

strane, doga�aj A = A ∩ B odgovara samo jednom ishodu: A ∩ B = {GG}, te je P (A ∩ B) = 1
4 .

Prema tome, P (A | B) = P (A∩B)
P (B) = 1/4

3/4 = 1
3 .

U prethodnom primeru se odgovor 1
2 na prvi pogled qinio logiqnim. Me�utim, taj zakǉuqak

bi se temeǉio na posmatraǌu mogu�nosti ,,i drugi put je pala glava” kao nezavisnog doga�aja, a
ona sama po sebi nije doga�aj jer zavisi od doga�aja B.

Ova obmana je jox uoqǉivija u slede�oj zagonetki, poznatoj kao Monx̄̄i Holov zagax̄̄ak.

Primer 3.5. U TV igri takmiqar stoji pred trima vratima i treba da izabere ona iza kojih
je velika nagrada. Takmiqar odabra jedna vrata i izvesti voditeǉa o svom izboru, ali
umesto da ih otvori, voditeǉ mu reqe: ,,Qekaj da ti prvo pokaжem xta �ex dobiti ako si
promaxio.” Rekavxi to, otvori mu druga vrata iza kojih je bila neka bezvredna nagrada.
,,A sada”, reqe voditeǉ, ,,ostajex li pri svom izboru ili жelix da ga promenix?”

Da li je za takmiqara boǉe da promeni izbor ili da ostane pri svome?

Nema potrebe da vam odmah pokaжem rexeǌe. Razmislite o pitaǌu.

Sledi jox nekoliko formula o uslovnoj verovatno�i.

Tvr�eǌe 3.2 (Bejzova2 ī̄ravila). Ako su A i B doga�aji i P (A)P (B) > 0, vaжi:

(a) P (B | A) = P (A | B)P (B)/P (A);

(b) Ako doga�aji B1, . . . , Bn qine particiju skupa Ω i pri tome je P (Bi) > 0, onda je

P (A) =
∑n

i=1 P (A | Bi)P (Bi).

Specijalno, P (A) = P (A | B)P (B) + P (A | B̄)P (B̄) ako je 0 < P (B) < 1.

(v) P (
⋂n

i=1 Ai) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1∩A2) · · ·P (An | ⋂n−1
i=1 Ai).

Dokaz. (a) P (A)P (B | A) = P (A ∩B) = P (B)P (A | B).

(b) Kako je A disjunktna unija doga�aja A∩Bi, vaжi P (A) =
∑

i P (A∩Bi) =
∑

i P (A | Bi)P (Bi).

(v) Sledi mnoжeǌem jednakosti P (
⋂k+1

i=1 Ai) = P (
⋂k

i=1 Ai) ·P (Ak+1 | ⋂k
i=1 Ai) za k = 1, . . . , n−1. 2

Primer 3.6. U nekoj zemǉi 2% stanovnika oboli od korone. Na testu je 99% zaraжenih pozitivno
na virus. S druge strane, 3% zdravih pacijenata je tako�e pozitivno na testu. Ako je neka
osoba pozitivna na testu, kolika je verovatno�a da je zaista zaraжena?

Rexeǌe. Oznaqimo sa K doga�aj da osoba ima koronu, a sa T da je pozitivna na testu. Dato nam
je

P (K) = 0,02, P (T | K) = 0,99, P (T | K̄) = 0,03.

Dobijamo P (T ) = P (K)P (T | K) + P (K̄)P (T | K̄) = 0,02 · 0,99 + 0,98 · 0,03 = 0,0492. Najzad,

P (K | T ) = P (K)P (T | K)

P (T )
=

0,02 · 0,99
0,0492

≈ 0,402.

Dakle, verovatno�a da je pozitivna osoba zaista bolesna je oko 40,2%, xto nije bax pohvalno.

3.3. Sluqajne promenǉive

Sluqajna ī̄romenǉiva je promenǉiva kojoj se dodeǉuje neka vrednost, obiqno broj, u zavisnosti
od ishoda eksperimenta. Tako se svaka dostupna vrednost dobija sa odre�enom verovatno�om.
Strogo gledano, sluqajna promenǉiva je funkcija po ishodu i nije promenǉiva u pravom smislu
te reqi.

Definicija 3.5. Sluqajna ī̄romenǉiva je ma koja funkcija X : Ω → R.

2Thomas Bayes (1701-1761), engleski statistiqar i filozof, ponegde preveden po Vuku kao ,,Bajes”
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Na ovaj naqin, ako je a realan broj,

X−1(a) = {ω ∈ Ω | X(ω) = a}
je doga�aj, a ǌegovu verovatno�u P (X−1(a)) moжemo pisati jednostavnije kao P (X = a) - u znaqeǌu
,,X je jednako a sa verovatno�om P (X = a)”.

Definicija 3.6. Funkcija f : a 7→ P (X = a) se naziva zakon rasī̄ogele sluqajne promenǉive X.

Funkcija rasī̄ogele je funkcija F : a 7→ P (X 6 a).

Pojam zakona raspodele ima smisla samo za diskretne sluqajne promenǉive. U svim ostalim
sluqajevima glavnu ulogu igra funkcija raspodele. Naime, funkcija raspodele nam daje verovat-
no�u da X pripada datom intervalu (−∞, a] ili (a, b].

Primer 3.7. Bacimo novqi� s ravnomernom raspodelom tri puta i posmatrajmo sluqajnu promen-
ǉivu X = broj glava.

• X = 0 u sluqaju ishoda PPP, s verovatno�om 1
8 ;

• X = 1 u sluqaju ishoda PPG, PGP i GPP, s verovatno�om 3
8 ;

• X = 2 u sluqaju ishoda PGG, GPG i GGP, s verovatno�om 3
8 ;

• X = 3 u sluqaju ishoda GGG, s verovatno�om 1
8 .

Prema tome, zakon raspodele promenǉive X je
(

0 1 2 3
1
8

3
8

3
8

1
8

)

.

Ako eksperiment iz prethodnog primera ponovimo mnogo puta, oqekivali bismo X = 0 u oko 1
8

sluqajeva, X = 1 u oko 3
8 sluqajeva, itd. Proseqna vrednost promenǉive X bi tada bila oko

1
8 · 0 + 3

8 · 1 + 3
8 · 2 + 1

8 · 3 = 1,5.

Ova proseqna vrednost u opxtem sluqaju se naziva oqekivanom vregnox�u sluqajne promenǉive X.

Definicija 3.7. Oqekivana vregnosx̄̄ ili max̄̄emax̄̄iqko oqekivaǌe diskretne sluqajne promenǉive
X je

E(X) =
∑

a

P (X = a) · a,

gde suma ide po svim mogu�im vrednostima a sluqajne promenǉive X.

Dakle, oqekivana vrednost sluqajne promenǉive X je ǌena proseqna vrednost koju bismo oqeki-
vali ako eksperiment ponovimo mnogo puta. Ona ne mora da bude jedna od mogu�ih vrednosti
promenǉive X.

Slede�e tvr�eǌe se jednostavno pokazuje:

Tvr�eǌe 3.3. Ako su X i Y sluqajne promenǉive na istom prostoru verovatno�e i λ realan broj,
vaжi

E(λX) = λE(X) i E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

S druge strane, jednakosti poput E(XY ) = E(X)E(Y ) i E(f(X)) = f(E(X)) (za funkciju f : R →
R) u opxtem sluqaju nisu taqne.

Primer 3.8. Imamo neuravnoteжen novqi� koji sa verovatno�om p (0 < p < 1) pada na glavu, a sa
verovatno�om 1− p na pismo.

Neka je X = 1 ako novqi� padne na glavu, a X = 0 ako padne na pismo. Tada je E(X) = p.

Sada razmotrimo eksperiment u kome se ovaj novqi� baca n puta i oznaqimo sa X broj
pojavǉivaǌa glave. Sluqajnu promenǉivu X moжemo da predstavimo u obliku zbira X1 +
X2 + · · ·+Xn, gde je Xi = 1 ako se u i-tom bacaǌu pojavila glava i Xi = 0 u suprotnom. Tada
je

E(X) = E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn) = n ·E(X) = np.

Slede�e tvr�eǌe, dobijeno prostom zamenom redosleda sumiraǌa, ponekad moжe olakxati
izraqunavaǌe oqekivane vrednosti diskretne sluqajne promenǉive.

4



Tvr�eǌe 3.4. Ako su mogu�e vrednosti sluqajne promenǉive X u skupu {0, 1, 2, . . .}, onda se ǌena
oqekivana vrednost moжe izraqunati kao

E(X) =

∞
∑

n=1

P (X > n).

Dokaz. E(X) =

∞
∑

k=0

k · P (X = k) =

∞
∑

k=0

k
∑

n=1

P (X = k) =

∞
∑

n=1

∞
∑

k=n

P (X = k) =

∞
∑

n=1

P (X > n).

Primer 3.9. Imamo novqi� koji sa verovatno�om p pokazuje glavu, a sa verovatno�om 1− p pismo.
Novqi� bacamo sve dok prvi put ne dobijemo glavu. Oznaqimo sa X potreban broj bacaǌa.
Odrediti: (a) E(X); (b) E(2X).

Rexeǌe. Za n ∈ N, uslov X > n znaqi da je prvih n − 1 puta palo pismo. Verovatno�a da se to
desi je (1− p)n−1, tj. E(X > n) = (1− p)n−1.

(a) Koristimo tvr�eǌe 3.4: E(X) =

∞
∑

n=1

P (X > n) =

∞
∑

n=1

(1− p)n−1 =
1

p
.

(b) Kako je P (X = n) = P (X > n)− P (X > n+1) = (1−p)n−1 − (1−p)n = p(1−p)n−1, dobijamo

E(2X) =

∞
∑

n=1

2n · p(1− p)n−1 = 2p

∞
∑

n=1

(2− 2p)n−1 =
1

2p− 1
.

Kao xto vidimo, ova oqekivana vrednost postoji samo ako je p > 1
2 .

3.4. Disperzija i zavisnost sluqajnih promenǉivih

Mada oqekivana vrednost E(X) daje korisne informacije o redu veliqine sluqajne promenǉive
X, ona ne govori nixta o ǌenom rasipaǌu. Druga veliqina, gisī̄erzija3 Var(X), meri ,,sklonost”
promenǉive X ka odstupaǌu od svoje oqekivane vrednosti E(X).

Definicija 3.8. Disī̄erzija sluqajne promenǉive X je Var(X) = E
(

(X − E(X))2
)

.

Sx̄̄angargna gevijacija je σ =
√

Var(X).

Tvr�eǌe 3.5. (a) Var(X) = E(X2)− E(X)2; (b) Var(λX) = λ2Var(X) za λ ∈ R.

Dokaz. (a) Var(X) = E(X − E(X))2 = E(X2 − 2XE(X) + E(X)2) = E(X2) − 2E(XE(X)) + E(X)2 =
E(X2)− E(X)2.

(b) Var(λX) = E(λ2X2)− E(λX)2 = λ2E(X2)− λ2E(X)2 = λ2Var(X).

Primer 3.10. Ako bacamo kockicu sa ravnomernom raspodelom, svaki od rezultata 1, 2, 3, 4, 5, 6 ima
verovatno�u 1

6 , oqekivana vrednost je E(X) = 3,5, a disperzija je

Var(X) = 1
6 (1− 3,5)2 + 1

6 (2− 3,5)2 + 1
6 (3 − 3,5)2 + 1

6 (4− 3,5)2 + 1
6 (5− 3,5)2 + 1

6 (6 − 3,5)2 = 35
12 .

Stamdardna devijacija je
√

35/12 ≈ 1,71.

Verovatno�a odstupaǌa sluqajne promenǉive od oqekivane vrednosti opada sa rastom odstu-
paǌa. Slede�e tvr�eǌe daje procenu kvadratnog opadaǌa te verovatno�e.

Tvr�eǌe 3.6 (Nejegnakosx̄̄ Qebixova4). Verovatno�a da vaжi |X − E(X)| > α nije ve�a od
Var(X)

α2
.

Dokaz. Imamo

Var(X) =
∑

x

(x−E(X))2P (X = x) >
∑

|x−E(X)|>α

α2P (X = x) = α2P
(

|X−E(X)| > α
)

.

U skladu sa nezavisnox�u doga�aja, za sluqajne promenǉive X i Y kaжemo da su nezavisne ako
se zakon raspodele promenǉive X ne meǌa u zavisnosti od promenǉive Y .

3Na engleskom se kaжe variance, otuda oznaka.
4Pafnuti� Lьvoviq Qebyx�v (1821-1894), ruski matematiqar
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Definicija 3.9. Sluqajne promenǉive X i Y na istom diskretnom prostoru verovatno�e su neza-
visne ako za sve a i b vaжi

P (X=a, Y=b) = P (X=a) · P (Y=b).

I ovu definiciju bi bilo potrebno prilagoditi ako sluqajne promenǉive X i Y nisu dis-
kretne. U opxtem sluqaju bismo zahtevali da vaжi P (X6a, Y6b) = P (X6a) · P (Y6b). U sluqaju
diskretnih promenǉivih ove dve definicije su zapravo ekvivalentne.

Primer 3.11. Baqena je kockica. Sa X oznaqimo ostatak pri deǉeǌu dobijenog broja sa 2, sa Y
ostatak pri deǉeǌu sa 3, a sa Z ostatak pri deǉeǌu sa 5. Zakoni raspodele su ovakvi:

X :

(

0 1
1
2

1
2

)

, Y :

(

0 1 2
1
3

1
3

1
3

)

, Z :

(

0 1 2 3 4
1
6

1
3

1
6

1
6

1
6

)

.

Sluqajne promenǉive X i Y su nezavisne. Zaista, par (X,Y ) uzima svaku od vrednosti (0,0),
(0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), s verovatno�om 1

6 = 1
2 · 1

3

S druge strane, promenǉive X i Z su zavisne, jer je P (X=0, Z=0) = 0 6= P (X=0) · P (Z=0).
Sliqno, i Y i Z su zavisne.

Jednakosti E(XY ) = E(X)E(Y ) i Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) u opxtem sluqaju ne vaжe -
suvixe su dobre da bi bile istinite. Ipak, one su uslovno taqne:

Tvr�eǌe 3.7. Ako su sluqajne promenǉive X i Y nezavisne, vaжi:

(a) E(XY ) = E(X)E(Y ); (b) Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

Dokaz. (a) Imamo
E(XY ) =

∑

x

∑

y

xy · P (X=x, Y=y) =
∑

x

∑

y

xy · P (X=x)P (Y =y)

=
∑

x

xP (X=x) ·
∑

y

yP (Y=y) = E(X)E(Y ).

(b) Po delu (a),

Var(X+Y ) = E
(

(X+Y )2
)

−
(

E(X+Y )
)2

= E(X2) + E(2XY ) + E(Y 2)−
(

E(X)+E(Y )
)2

= Var(X) + Var(Y ) + E(2XY )− 2E(XY ) = Var(X) + Var(Y ).

Kao xto vidimo, ako iskǉuqimo pretpostavku da su X i Y nezavisne, vaжi�e

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2[E(XY )− E(X)E(Y )].

Primetimo da je pri tome

E(XY )− E(X)E(Y ) = E(XY )− E(XE(Y ))− E(Y E(X)) + E(X)E(Y ) = E
(

(X−E(X))(Y−E(Y ))
)

.

Definicija 3.10. Neka su X i Y sluqajne promenǉive.

ǋihova kovarijansa je Cov(X,Y ) = E
(

(X−E(X))(Y−E(Y ))
)

= E(XY )− E(X)E(Y ).

ǋihov koeficijenx̄̄ korelacije je ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

√

Var(X)Var(Y )
.

Iz Koxi-Xvarcove nejednakosti sledi da je koeficijent korelacije po apsolutnoj vrednosti
ne ve�i od 1. Ako su X i Y nezavisne promenǉive, onda one nisu u korelaciji, tj. ρ(X,Y ) = 0.

3.5. Zadaci

1. Iz kutije sa 2 crvene, 3 zelene i 4 plave kuglice nasumiqno biramo tri. Kolika je verovat-
no�a da smo odabrali tri kuglice razliqitih boja?

2. Koxarkax izvodi slobodna bacaǌa 3 puta i u svakom poga�a s verovatno�om 80%. Kolika je
verovatno�a da dvaput uzastopno promaxi?

3. Grupa od osmoro ǉudi, me�u kojima su Joksim i Maksim, nasumiqno je raspore�ena u troja
kola. U prva kola staju samo dve osobe, a u druga i tre�a po tri. Kolika je verovatno�a da
Joksim i Maksim nisu u istim kolima?
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4. Revolveraxi �im i Sem naizmeniqno pucaju jedan u drugog sve dok jedan od ǌih ne pogodi.
�im puca prvi, ali poga�a s verovatno�om 40%. S druge strane, Sem poga�a s verovatno�om
60%. Na�i Semove xanse da pobedi.

5. Iz kutije sa tri zelene i xest belih kuglica nasumiqno izvlaqimo tri. Bar dve izvuqene
kuglice su zelene. Kolika je verovatno�a da je i tre�a kuglica zelena?

6. Novqi� je baqen 10 puta i pojavilo se bar 5 glava. Kolika je verovatno�a da se u prvom
bacaǌu pojavila glava?

7. Federer i Nadal igraju na tri dobijena seta. U prvom setu obojica imaju jednake xanse,
ali igraq koji dobije set ima xansu samo 40% da dobije i slede�i set. Ako je posle tri seta
rezultat 2 : 1 za Nadala, kolike su Federerove xanse da pobedi?

8. Rexiti primer 3.5 (Monti Holov zadatak).

9. U vo�ǌaku gajimo jabuke i kruxke. Ako je rodila jabuka, verovatno�a je 70% da je rodila
i kruxka. Ako je rodila kruxka, verovatno�a je 80% da je rodila i jabuka.

U vo�ǌaku je bar nexto rodilo. Kolika je verovatno�a da je rodila kruxka?

10. Iz kutije u kojoj se nalaze dve crvene, tri zelene i qetiri жute kuglice sluqajnim izborom
izvlaqimo tri kuglice. Ako su dve kuglice iste boje, kolika je verovatno�a da je tre�a
kuglica zelena?

11. Bacili smo kockicu dvaput.

(a) Koja je oqekivana vrednost razlike izme�u dva dobijena broja (u apsolutnoj vrednosti)?

(b) Kolika je disperzija ove razlike?

12. Iz skupa {1, 2, 3, 4, 5} smo sluqajno odabrali podskup A (moжe biti i prazan ili ceo skup).
Sluqajna promenǉiva X oznaqava najmaǌi element skupa A. Odrediti:

(a) oqekivanu vrednost;
(b) standardnu devijaciju promenǉive X.

13. Iz skupa {1, 2, . . . , n} random su izvuqena tri razliqita broja. Koja je oqekivana vrednost
najmaǌeg od ta tri broja?

14. Iz kutije sa 2 crvene, 3 zelene i 5 plavih kuglica nasumiqno izvlaqimo pet kuglica. Neka
je X broj izvuqenih crvenih, a Y broj izvuqenih zelenih kuglica. Odrediti koeficijent
korelacije ρ(X,Y ).

15. Dvaput biramo random broj iz skupa {
√
1,
√
2,
√
3, . . . ,

√
100}: prvi put smo odabrali X, a

drugi put Y . Na�i koeficijent korelacije izme�u sluqajnih promenǉivih X i X + Y .

16. (Problem sakuī̄ǉaǌa sliqica) Treba da sakupimo 100 sliqica za album. Sliqice se nabavǉa-
ju kupovinom qokoladica neke vrste, gde uz svaku qokoladicu dolazi jedna random sliqica.
Koja je oqekivana vrednost broja qokoladica koje treba da kupimo da bismo popunili ceo
album?

3.6. Rexeǌa

1. Broj naqina da odaberemo tri kuglice iz kutije je
(

9
3

)

= 84. Broj naqina da odaberemo jednu
crvenu, jednu zelenu i jednu plavu kuglicu je 2 · 3 · 4 = 24. Traжena verovatno�a je 24

84 = 2
7 .

2. Ishodi koji nas interesuju su +−−, −−+ i −−−. Verovatno�a ishoda +−− je 4
5 · 1

5 · 1
5 = 4

125 .
Ista tolika je i verovatno�a ishoda −−+, dok ishod −−− ima verovatno�u (15 )

3 = 1
125 . Prema

tome, ukupna verovatno�a je 4
125 + 4

125 + 1
125 = 9

125 = 7,2%.

3. Posmatrajmo samo par sedixta na kojima su Joksim i Maksim. Mogu�ih parova sedixta
ima

(

8
2

)

= 28. Parova u kojima su oba sedixta u istim kolima ima 1 + 2 · 3 = 7, xto daje
verovatno�u 7

28 = 1
4 .
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4. Oznaqimo Semove xanse sa p.

�im ubija Sema prvim metkom s verovatno�om 2
5 . S druge strane, �im maxi i Sem ga ubija

svojim prvim metkom s verovatno�om 3
5 · 35 = 9

25 . Najzad, s verovatno�om 1− 2
5 − 9

25 = 6
25 obojica

su promaxili i sada su opet u polaznoj poziciji, u kojoj Sem ima xanse p.

Sve u svemu, verovatno�a da Sem pobedi je 9
25+

6
25p. Sledi da je p = 9

25+
6
25p, tj. p = 9

19 ≈ 47,4%.

5. Ishoda u kojima su bar dve kuglice zelene ima
(

3
2

)(

6
1

)

+
(

3
3

)

= 19, a onih u kojima su sve tri
zelene samo jedan. Zato je uslovna verovatno�a P (ZZZ | ZZ) = 1

19 .

6. Mogu�ih ishoda ima 210. Ishoda u kojima bar 10 puta pada glava ima
(

10
5

)

+
(

10
6

)

+· · ·+
(

10
10

)

= 638.

Me�u ovim ishodima, onih u kojima je prvi put pala glava (i u ostalih 9 bacaǌa bar jox
4 glave) ima

(

9
4

)

+
(

9
5

)

+ · · · +
(

9
9

)

= 382. Prema tome, uslovna verovatno�a da se ovo desilo
jednaka je 382

638 ≈ 0,599.

7. Mogu�a kretaǌa rezultata su H1 : NNF, H2 : NFN i H3 : FNN. Sa A oznaqavamo Federerovu
pobedu u mequ.

• P (H1) = 0,5 · 0,4 · 0,6 = 0,12. U ovom sluqaju Federer mora da dobije jox dva seta, a xanse
su mu P (A | H1) = 0,4 · 0,4 = 0,16.

• P (H2) = 0,5 ·0,6 ·0,6 = 0,18. U ovom sluqaju Federerove xanse su P (A | H2) = 0,6 ·0,4 = 0,24.

• P (H3) = 0,5 · 0,6 · 0,4 = 0,12 i opet P (A | H3) = 0,6 · 0,4 = 0,24.

Verovatno�a doga�aja H = H1∪H2∪H3 = 0,12+0,18+0,12 = 0,42. Dakle, P (A | H)P (H) = P (A |
H1)P (H1) + P (A | H2)P (H2) + P (A | H3)P (H3) = 0,16 · 0,12 + 0,24 · 0,18 + 0,24 · 0,12 = 0,0912, odakle
je P (A | H) = 0,0912

0,42 = 38
175 ≈ 21,7%.

8. Ne treba da se zbunimo. Takmiqar je imao verovatno�u 1
3 da odabere ispravna vrata, a

voditeǉ to nije promenio time xto mu je, u zavisnosti od takmiqarevog izbora, pokazao neka
vrata bez nagrade - xansa da je takmiqar pogodio jox uvek je 1

3 . To pak znaqi da je xansa 2
3

da je nagrada iza onih gru ı̄ih, neotvorenih vrata. Dakle, boǉe je odabrati ona druga vrata.

9. Oznaqimo sa J i K rod jabuke, odnosno kruxke; J ∩K znaqi da su rodile i jabuka i kruxka,
J \K da je rodila samo jabuka, itd.

Oznaqimo x = P (J ∩ K). Dato nam je x = 0,7 · P (J) = 0,8 · P (K). Sledi da je P (K) = 5
4x,

P (J) = 10
7 x i P (J \ K) = P (J) − P (J ∩ K) = 3

7x. Prema tome, verovatno�a da je rodila bar
jedna vo�ka je P (K) + P (J \K) = 47

28x. Pri ovom doga�aju, verovatno�a da je rodila kruxka

je P (K)
P (K)+P (J\K) =

35
47 .

10. Ishoda sa tri kuglice razliqitih boja ima 4 ·3 ·2 = 24, a onih u kojima su neke dve istobojne
ima

(

9
3

)

− 24 = 60.

Prebrojmo ishode u kojima su dve kuglice iste boje a tre�a zelena. Ishoda sa dve crvene i
zelenom kuglicom ima 3, onih sa tri zelene samo 1, a onih sa dve plave i zelenom 3

(

4
2

)

= 18:
ukupno 22.

Traжena verovatno�a je 22
60 = 11

30 .

11. Oznaqimo dobijene brojeve sa X i Y i D = |X − Y |.
Razlika D = 0 se dobija u 6 mogu�ih ishoda (11,22,. . . , 66), D = 1 u 10 ishoda (12,21,23,32,. . . ,
56,65), itd: D = 2, 3, 4, 5 redom u 8, 6, 4 i 2 ishoda.

Oqekivana vrednost razlike D je E(D) = 6·0+10·1+8·2+6·3+4·4+2·5
36 = 35

18 .

Disperzija je Var(D) = E(D2)− E(D)2 = 6·0+10·1+8·4+6·9+4·16+2·25
36 − (3518 )

2 = 110
81 .

12. Za 1 6 X 6 5, verovatno�a da je najmaǌi element podskupa jednak X je 2−X (podskup treba
da sadrжi x, a da ne sadrжi 1, 2, . . . , X−1).

Oqekivana vrednost broja X je
∑5

X=1 X · 2−X = 57
32 = 1,78125.

Oqekivana vrednost broja X2 je
∑5

X=1 X · 2−X = 141
32 . Disperzija je Var(X) = E(X2)−E(X)2 =

1263
1024 , a standardna devijacija

√

Var(X) = 1
32

√
1263 ≈ 1,11.
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13. Tri broja se mogu odabrati na ukupno
(

n
3

)

naqina. Oznaqimo najmaǌi od ǌih sa X.

Ako je X > k, onda ta tri broja qine podskup skupa {k, k+1, . . . , n}, a takvih podskupova ima
(

n−k+1
3

)

. Verovatno�a da se to desi je
(

n−k+1
3

)

/
(

n
3

)

.

Po tvr�eǌu 3.4, traжena oqekivana vrednost je E(X) =
∑n

k=1 P (X > k) = 1

(n3)

∑n
k=1

(

n−k+1
3

)

.

Podsetimo se i tvr�eǌa 2.5 koje nam omogu�uje da odredimo ovu sumu: E(X) = 1

(n3)

(

n+1
4

)

= n+1
4 .

14. Prvo na�imo E(X) i E(Y ). Ima
(

10
5

)

= 252 naqina da se odabere pet kuglica. Pri tome je

broj mogu�nosti u kojima je X = x i Y = y za 0 6 x 6 2 i 0 6 y 6 3 jednak
(

2
x

)(

3
y

)(

5
5−x−y

)

. To
prikazuje tabela:

Y=0 Y=1 Y=2 Y=3
X=0 1 15 30 10
X=1 10 60 60 10
X=2 10 30 15 1

Vidimo da je E(X) = 56·0+140·1+56·2
252 = 1 i E(Y ) = 21·0+105·1+105·2+21·3

252 = 3
2 .

Daǉe, E(X2) = 56·0+140·1+56·4
252 = 13

9 i E(Y 2) = 21·0+105·1+105·4+21·9
252 = 17

6 , tako da je Var(X) =
E(X2)− E(X)2 = 4

9 i Var(Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 = 7
12 .

Tako�e, XY = 0, 1, 2, 3, 4, 6 redom u 76, 60, 90, 10, 15, 1 sluqajeva, pa raqunamo E(XY ) = 4
3 .

Odavde je Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = − 1
6 .

Najzad, ρ(X,Y ) = − 1
6/

√

4
9 · 7

12 = −
√
3

2
√
7
≈ −0,327.

15. Sluqajne promenǉive X i Y su nezavisne, pa je E(XY ) = E(X)E(Y ) i Var(X + Y ) = Var(X) +
Var(Y ) = 2Var(X). Tako�e je Cov(X,X + Y ) = E(X(X + Y ))−E(X)E(X + Y ) = E(X2) +E(XY )−
E(X)2 − E(X)E(Y ) = Var(X).

Poxto je Var(Y ) = Var(X), sledi da je ρ(X,X + Y ) = Cov(X,X+Y )√
Var(X)Var(X+Y )

= Var(X)√
2Var(X)2

= 1√
2
.

Detaǉi raspodela promenǉivih X i Y su se pokazali nevaжnim.

16. Sa Xi �emo oznaqiti broj qokoladica koje treba da kupimo da bismo, nakon xto smo ve�
sakupili i sliqica, nabavili neku novu. Ukupan broj qokoladica X koje treba da kupimo
zapisa�emo kao zbir sluqajnih promenǉivih X0 +X1 + · · ·+X99.

Na�imo Xi. Nova, (i + 1)-va sliqica pojavi�e se s verovatno�om p = 100−i
100 . Oqekivani broj

Xi qokoladica koje moramo da kupimo pokazuje nam primer 3.9 i jednak je Xi =
1
p = 100

100−i .

Dakle, X =
∑99

i=0
100

100−i = 100(1 + 1
2 + · · ·+ 1

100 ) ≈ 518,74.

::::::::::::::::
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