N'TM — HuckperHa MaTeMaTUKa

Llywarn Bykuh

3. HuckpetHa BepoBaTHONhA

3.1. OcHOBHUM IOjMOBU

Hedpopmasno pedeno, npeaMer maydaBama Teoprje BepoBaTHONE Cy €KCIEPUMEHTU YMjU CE€ UCXOIU
He MOry ca curypromhy npensuneru. Ona Om Tpebano ma HaM OMOryNr na OgpeauMO KOJIUKO je KOju
ucxon ,,seposaran’ . Jlakie, ma TeOPUjCKU OIUIIE HEIITO IITO 3aBUCHU O ciaydaja. Ma mra 10 3HAYUNIO.

CuayuajHu mpormecu cy CBy/a OKO HAC M caM mojaMm BepoBarHohe HaMm Huje HOB. Ha mpumep, ymemo na
KayKeMo Ja npu Oanamy HOBUMha Iaja riaBa ca BepoBaTHONOM % IIpu Tome monmpasymeBaMo na, ako
HoBumh GamMMO MHOTO TyTa, TJIaBYy OUYEKyjeMO Yy OKO MOJOBHUHE caydajeBa. Mmak, Tex je Komvoropos!

1933. MaremMaTUYKy IPENU3HO Je(PUHICAO BEPOBATHONY.

OcHOBHa IPETIOCTABKA ¥y TeOpUju BepoBaTHONE je ma, Mana MCXOJ eKCIePUMEHTA HUje YHAIIPEI II103-
HaT, CKyn Moryhmx mcxogma je mosmar. OBaj ckym, HazoBuMO ra (), 30Be ce U UPOCUWOP UCTOGa WA
eaementapruz gotahaja. Cakom ucxony w € ) je nomemena BepoBarnohia P(w): 0 < P(w) < 1, rako na
je 306up BepoBaTHOhAa CBUX MCXOMda jemHak 1.

I[Mon gotahajem ce mompasymeBa HEKU CKYII ,,[IOBOJLHUX MCXOHA, Tj. HEKW mouckyn ckyma 2. Bepo-
BatHoha morabaja je, mpuponno, 36up BepoBaTHOha MOBOB/HUX MCXOAA KOjU TA CAUUILABA]Y.

IIpumep 3.1. Bamamo wmosumh 4 myra. Ca jemmakom BepoBaTHOhOM % naznajy raasa (I') u mucmo (II).

IIpocTop ucxona je
{I'TT,I'TTI,I'THr, CTIILCIOTT, - . . IITITIIT}.

Mwma yrymao 16 moryhux ucxoma. Beposarnoha cearor mcxoma je 1—16.

Pasmorpumo morabaj D: ,,nBamyT nana riasa, a gBamyT nucMmo’ . Taj morabaj je yauja 6 moBomHUX

ucxomga:
D = {IIITT, T, ITCILCIIE, DICTL DT IO
6 _

Beposaraoha morabaja D je jenmaka 36upy BeposaTHOha mojemmuaunux ucxona: P(D) = 1z =

=
wlw

Y cayuajy mpebpojuBo DecKOHAUHOr CKyIna MOryhux mcxona oBy IdeduHHNUjY Tpeba IpuiaroIuTul.

Legunuyuja 3.1. uckpeilian Upoctiop seposatiirofie ce cacToju Om:

(1) Heunpasuor upebpojusor ckyna {2 moryhux ucxona;

(2) ®ymruuje P : P(Q) — [0, 1], nassare pactogeaom seposatinohie, koja csaroMm gorabajy D C Q
nomemyje seposarnohy P(D) mo crnemehum npasunmnma:
(a) P(Q)=1;
(6) Kan rox cy Dy, Ds,... mebycobuo mucjynkran norabaju, sasu P(|J;o, D;) = > o, P(D;).

N3 ycnosa (2a) u (26) caemm u na je P(P) = 0. Horabaj Q je cuiypan, nok je morabaj () nemoiyh u
curypuo ce nehe moroautu.

AKO je IpOCTOp MCXOMa KOHAYAH, CBAKAKO je jeaHa MoryhmocT pacmomese BeposatHohe (anu me m
jemuHa) ma cBUM uUcXomu umajy jemHaky BepoBatHolly. Ha mpumep, omaj moumhi w3 npumepa 3.1 mma
PABHOMEDHY PACIIOIEIY.

Uedunuyuja 3.2. Axro je ) KOHAUAH CKyI U 33 CBAKU UCXOX w € §) Basku P(w) = %, rae je n = [Q], kakemo
nIa je pacmnomesna BepoBarHohe pasromepra.

3a maru morabaj A, cyupotinum goiahajem wasusamo morabaj A = Q\ A.

L Annpeit Huxomaesua Konmoropos (1903-1987), coBjeTcku/pyCcKn MaTEMATAYAD



Taephewe 3.1. 3a npousBosmue norabaje A, B C ) Baxku:
(a) P(A) = 1— P(A);
(6) ako je A C B, ouna je P(A) < P(B);
(8) P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB).

Joxas. (a) Ciemu us ycnosa P(A) + P(A) = P(AUA) = P(Q) = 1.

(6) P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A), jep cy Au B\ A nucjyHkrau.

(8) Kako je P(B) = P(ANB)+P(B\ A), umamo P(AUB) = P(A)+P(B\A) = P(A)+P(B)—P(ANB).
Cuenehu nprMep ca HEOUEKMBAHUM OATOBOPOM HO3HAT je Kao Pohengancku upobaem.

Ipumep 3.2. Y upocropuju cene 23 ocobe. Komuka je Bepoparaoha na Heke nse ocobe mmajy pobhennan
ucror gaHa?

Pewewe. 3anemapuhemo npecrynue rogunae koje umajy 366 mama. Cmarpahiemo na cse umajy mo 365.
Oppenumo BepoBarHONY na cBU Jbyau MMajy pasnumuure pobhenmane.

e Bpoj moryhux usbopa 23 pobennana je jemmax A = 36523,
e C mpyre crpame, 6poj uzbopa 23 pasauvuiia pobhennana je B = 365-364-363------ - 343.

Beposarnoha na cBu mmajy pasaunuure pobhenname je

B Zse5_i 2 i = RETEIVE
B _ Tl < TTe 55 — e~ 2552 ~ 0499998,
1 ’L 365 };[1 < 365) il;[l@ e 3 ’

1

IIpema Tome, BepoBarHohia na Heke ase ocobe umajy uctu pobhennan je seha ox 50%. (Mcunocrasiba
ce ma je tauam pesyarat oko 50,7%.)

3.2. HezaBucHocT u ycjoBHa BepoBarHOoha

Axko cy norabaju A u B ,jHe3aBucHn” (Ma IITa TO 3HAUMIIO), MU OYeKyjeMo na BeposarHoha norabaja
A me 3aBucu oxm tora ma au ce gporabaj B mecmo. Owno mro 3HamMo je ma ce morabaj B memasa ¢
Beposaruohiom P(B), a o6a morabaja A u B necuhe ce ¢ sBeposarnohom P(ANB). Yeaoeny eeposaturohy
norabaja A ako ce mecuo morabaj B meduHUIIEMO KAO KOJIUUHUK OBE ABE BepoBaTHONe:

Uedunuwyuja 3.3. Beposarmoha morabaja A moxn ycmosom ma ce gecuo norabaj B, y osmamu P(A | B),

jemHaka je P(ANB)
P(A|B) = ~5

nox upernocraBgoM ga je P(B) # 0.
Iorabaje A u B Ha3UBaAMO He3a6uCKuUM YIPABO OHIA Kaxa je ycaosHa BepoBatHoha P(A | B) jennaka
seposatHohu P(A). To je eksusasentno cnenehoj nepunuimjn:

Aepurnuyuja 3.4. Kamemo na cy morabaju A u B wesasucnu axo je P(AN B) = P(A)P(B).

AKO HUCY HE3aBUCHU, KaKEMO Na CY 348UCHU.

Bumaumo na je mesaBucuoct morabaja cumerpuuna pesnanuja: ako je morabaj A mesaBucan on B, oHza
je m B mesaBucan on A.

IIpumep 3.3. Damamo konkuiy ca paBHOMEPHOM pacmonenoMm (Tj. csakum 6poj om 1 mo 6 mazma ¢ Bepo-
BaTHOiOM %) Ca A osmauasmo morabaj ,,mobujenu 6poj je mapan”, ca B morabaj ,,mobujenu 6poj

uuje Behu on 47, a ca C' morabaj ,, mobujenu 6poj Huje mamu ox 47 .

Ckyn moryhux ucxona je Q = {1,2,3,4,5,6}, nok je A = {2,4,6}, B = {1,2,3,4} u C = {4,5,6}.
Hame, ANB={2,4}, AnNC ={4,6} u BNC = {4}.

e Kako je P(ANB) =3 u P(A)P(B)=1-2 =1, norabaju A nu B cy HesaBucHu.
e Kako je P(ANC) =3 u P(A)P(C) = 3 - 3 = 1, norabaju A u C cy 3aBucHu.
e Kakro je P(BNC) =+ u P(B)P(C) = 2.1 =1, norabaju B u C cy 3aBucuu.

Crnenehu mpumep mokasyje na yCJIOBHA BepOBaTHONA HUje yBEK OHAKBA KAKBOM CE€ YWHU.



IIpumep 3.4. IBanyt je 6auen nosunh (ca paBHOMepHOM pacmozesom). Ako je 6ap jemHoM maJa riasa,
KOJIMKA je BepoBaTHONA na je u apyru myT maja riasa’

Pewewe. Tpaxumo ycnosuy BepoBaraohy morabaja A ,,00a myta je maJsa raasa’ ako ce mecuo morabaj
B ,,6ap jemuowm je maxna raasa”’. Ca I’ osmauaBamo riasy, a ca Il mucmo.
Horabaj B oarosapa rpuma ucxomuma (o 4 moryha): B = {T'T\I'ILIIT'}, e je P(B) = %. C mpyre
crpane, norabaj A = AN B oarosapa camo jemuom ucxony: AN B = {GG}, re je P(ANDB) = i.

ITpema tome, P(A | B) = szg?) = % =1

Y TpeTxomgHOM TPUMEPY CE OATOBOP % Ha OPBU moryaen ymamo jgormyauMm. MebyTtwmwm, Taj 3akmyuar
Ou ce TeMeJLMO Ha IoCMaTpamlmy MOUyNHOCTH ,,M APYrU IIyT je maJja riasa’ Kao HesaBucHoOr mnorabaja, a
b2 b)
oHa cama mo cebu Huje morabaj jep 3aBucu om morabaja B.

OBa obMmaHa je jom yousmusuja y ciaenehoj 3aronerkn, mo3uaroj kao Moniuu Xoaoe zagattiak.
Ipumep 3.5. Y TB wurpm rakmmuap croju mpen TpuMma Bparmma um Tpeba na m3abepe OoHA M3a KOJUX
je Besqmmka Harpama. TakmMuuyap omabpa jemHa BpaTa W M3BECTU BOAWUTEHA O CBOM mM300py, aanl
YMECTO Ia WX OTBOPHU, BOAUTEL My peue: ,, Uekaj ma TW IPBO MOKaKeM IITa Nem mobuTu ako cu

npomamuo.” PekaBmwu TO, OTBOpM My Apyra BpaTa M3a KOjUX je Ouia Heka Oe3BpenHa Harpamia.
»A cama”, pede BomuTE, ,,0CTAJEIN JU IPU CBOM M300PY WIIM sKEJUII 1a T'a TpomMeHum?!”’

Ia nu je 3a TakMuuapa 00spe ma mpoMeHu m30Op Wiau Ja OCTaHe mpu cBOMe?

Hema morpebe na BaM onMax NMOKaxKeM pelleme. Pa3sMuciure o IUTamY.

Crenu jom HEKOIUKO (GOPMysa O yCIOBHO] BEepOBATHONM.

Tephewe 3.2 (Bejsoea® upasuna). Axo cy A u B morabaju u P(A)P(B) > 0, Basu:
(a) P(B|A)=P(A|B)P(B)/P(A);
(6) Aro morabaju Bi,..., B, unHe naprunujy ckymna ) u upu tome je P(B;) > 0, onna je
P(A) =371_, P(A| Bi)P(By).
Cnennjanuo, P(A) = P(A| B)P(B) + P(A| B)P(B) aro je 0 < P(B) < 1.
(8) PNy A) = P(A)P(As | A)P(Ag | AinAy) - P(Ay | (V51 A,
Joxas. (a) P(A)P(B|A)=P(ANB)=P(B)P(A| B).
(6) Kako je A mucjyskraa yuuja norabaja ANB;, saxu P(A) =), P(ANB;) =), P(A| B;,)P(B;).
(8) Cuenu MHOMKEHEM jeIHAKOCTU P(ﬂfill A;) = P(ﬂf:1 A;)- P(Agga | ﬂle Aj)sak=1,...,n-1. O

IIpumep 3.6. Y mexroj semmu 2% cranoBHUEA 06oam on kKopone. Ha Tecty je 99% sapamkeHux mMO3UTUBHO
na supyc. C mpyre crpame, 3% 3apasux nanujenara je takobhe moszutmsHO Ha TecTy. AKO je HEKa
ocoba MO3WTUBHA HA TECTy, KOJUWKA je BepoBaTHONA ma je 3amcra 3apakeHa?

Pewewe. Osmaummo ca K morabaj ma ocoba mma kopony, a ca T ma je mosuTuBHa Ha TecTy. JlaTo Ham
e P(K)=002, P(T|K)=099, P(T|K)=003.
Ilo6ujamo P(T) = P(K)P(T | K) + P(K)P(T | K) = 0,02-0,99 + 0,98 - 0,03 = 0,0492. Haj3an,

P(K)P(T | K)  0,02-0,99
P(T) = 70,0492

Ilakne, BepoBaraoha nma je mosurueaa 0coba 3amcra GosecHa je oko 40,2%, mTo Huje HGam moXBAaJHO.

P(K|T) =

~ 0,402.

3.3. CayuajHe mpomMeHJbUBE

Cayuajna upomenpu8a je IPOMEHIBUBA KOjOj Ce NOIesbyje HEKa BPEeIHOCT, OOMYHO OPOj, Y 3aBUCHOCTU
oI mcxomna ekcrnepuMeHTa. Tako ce cBaka DOCTyIHa BPEeNHOCT noduja ca onpebheHoM BepoBaTHONOM.

Crporo rienaHo, cirydajHa IPOMEHJBUBA je PynKyuja MO UCXOLY U HUje NPOMEHJPUBA Yy IIPABOM CMUCIY
Te peyu.

Legunuyuja 3.5. Cayuajna upomennuea je Ma kKoja ¢pynrmmja X :  — R.

2 Thomas Bayes (1701-1761), enraecku cratuctuyap u (puiao3od, moHere mpeseaes no Byky kao ,DBajec”



Ha oBaj mauusn, ako je a peasan 6poj,
X Ya)={we Q| X(w) =a}

je morabaj, a merosy seposatnohy P(X ~!(a)) moskemo nmucaTu jeamocrasuuje kao P(X = a) - y 3Hauemy
»,X je jemnaro a ca seposatHohom P(X =a)”.

Aepurnuyuja 3.6. Pyrrnuja f:a— P(X = a) ce Ha3uBa 30k0M pactiogese CilydajHe IPOMEHBUBE X .

Pynrkyuja pacuogeae je pyuruuja F :a— P(X < a).

[Tojam 3akoHa pacmomese mMa CMHUCIA CAMO 33 OUCKPETHE CIydYajHe MPOMEHJpUBE. Y CBUM OCTAJIUM
ciydajeBUMa IJIaBHY yJIOr'y urpa ¢QyHkIuja pacunonesne. Haume, pyHEnMja pacrnozese HaM naje BEpOBAT-
nohy na X mpunana narom maTepBaty (—oo,a| nin (a,b).

Ipumep 3.7. Banummo HOBUMII ¢ pPABHOMEPHOM PAaCHOAEJIOM TPU IIyTa U MOCMATPAjMO CIYUAjHY IPOMEH-
muBy X = O6poj riasa.

e X =0y cayuajy ucxona IIIIII, ¢ BepoBarHOhOM %;
e X =1y cayuajy ucxoma IIIIT", IIT'IT u I'TITI, ¢ BepoBaTHOhOM
e X =2y cayuajy ucxona III'T", I'lIT" u I'T'TI, ¢ BepoBarHOhOM

e X =3y cayuajy ucxona I'T'T’, ¢ BepoBarHOhOM %.

)

3

8
3,
8’

IIpema Tome, 3aKOH pacnomeisie IpoMeHbUBE X je

(

AKO ekcnepuMeHT U3 MPEeTXOAHOI IPUMEPA MOHOBUMO MHOTO IyTa, odekuBaiau oucmo X =0 y OKO %
cayuajeBa, X =1 y oko % cayuajeBa, uta. Ilpoceuna BpemrHocT nmpomenmuBe X Ou Tama OMIa OKO

o= O

[ =
ol DN

1. 3. 3. 1.3=
s 0+5-1+5-2+5-3=15.
OBa mpocevHa BPeIHOCT y OIIITEM CIIYYajy Ce HA3UBA 0YEKUBAHOM 8pegrowhy cirydajHe mpoMeHmbuBe X .
Legurnuyuja 3.7. Ouexusana 8pegroCtli UM MATUEMAGTUUYKO O4EKUBAHE TUCKPETHE CIydajHe IPOMEHILUBE
X je
EX) = g P(X =a)-a,
a
rie cyma uie MO CBAM MOTYNUM BpeIHOCTMMA @ CJaydajHe IpOMeHbuBe X .

Iakie, ouekuBaHa BpEAHOCT CIydajHe NpOMeHbuBe X je HeHa NPOCedHa BPeIHOCT KOjy ODUCMO OUeKu-
BaJU aKO EKCIEePUMEHT MOHOBMMO MHOro myrta. OmHa He Mopa ma Oyme jemHa om MOryNWX BPETHOCTH
npoMmenmpuse X .

Cnenehe tepbheme ce jemHocTaBHO MOKA3yje:

Tephewe 3.3. Aro cy X m Y caydajHe IpoMeH/LUMBE Ha MCTOM IIPOCTOPY BepoBaTHOle u A\ peasan Gpoj,
BaKM

EAX)=)E(X) u E(X+Y)=EX)+EY). O

C mpyre crpane, jemnaxoctu nonyt E(XY)=E(X)E(Y) n E(f(X)) = f(F(X)) (3a ¢pyarunjy f: R —
R) y ommrem ciydajy HUCY TadHe.

IIpumep 3.8. Vmamo meypaBHOTE:RKeH HOBUmMIl Koju ca BeposaruHoliom p (0 < p < 1) mazna Ha ruasy, a ca
BepoBaTHohiom 1 — p Ha nucmo.

Heka je X =1 ako mosuuh manue Ha raasy, a X = 0 ako naaue ma nucmo. Tana je E(X) = p.

Cagma pa3MOTPUMO EKCIEPUMEHT y KOME Ce OBaj HOBUMN Oama n myTta u o3HaumMmo ca X Opoj
nojaBspuBama rinase. CiydajHy npoMeHpuBy X MOMKEMO A MPENCTABUMO y o0samky 36mpa X +
Xo+---+ X, roe je X; =1 ako ce y i-tom bamamy nojasuia raasa u X, = 0 y cynporaom. Tana

* E(X)=E(X))+E(X2)+- -+ E(X,)=n-E(X) =np.

Cnenehe tBpbheme, mobujeHo mpocTOM 3aMEHOM penociena CyMUpamha, [OHEKAl MOKe OJIaKIIaTh
n3pavyyHaBame OUYEKUBAHE BPEIHOCTU AUCKPETHE CIIydajHe MPOMEHJbUBE.



Tephewe 3.4. Axro cy moryhe Bpemnoctu cayuajue npomenmuse X y ckymy {0,1,2,...}, onna ce mena
OYEKMBAHA BPEIHOCT MOYKE M3PAUYyHATU KAO

X):ip(x>n)

[ee]
2 M -
Ipumep 3.9. Imamo noBumh kKOju ca BepoBaTHONOM p mMOKa3yje riaBy, a ca BepoBarHohoM 1 — p mucmo.

Hosuuh 6amamo cBe mok mpsu myT He mobujemo raaBy. Osmauummo ca X morpeban 6poj Gamama.
Ompemutn: (a) E(X); (6) E(2%).

) o k 0o 00
Joras. E(X) =Y k- P( ZZ =k) =) > P(X=

n=1k=n

Pewewe. 3a n € N, ycnos X > n 3Haun na je upBux n — 1 myra mago nucmo. Beposartmoha ma ce To
necu je (1 —p)"~ L 1j. B(X >n)=(1-p)" L
oo o0
(a) Kopuctumo tBpheme 3.4: E(X) = ZP(X >n)= Z(l —p)t =
n=1

n=1

D=

(6) Kako je P(X =n)=P(X >n) — P(X >n+1) = (1—p)”_1 — (1—p)™ = p(1—p)"~t, mobujamo
1

oo
z:: p(1—p —2pz2—2p S

Kao mro B IVMO, OBa OUYEKMBaHa BPEAHOCT HOCTOJI/I caMO aKO Je P> %

3.4. Mucnep3nja ¥ 3aBUCHOCT CJIIyYajHUX IPOMEHJbUBUX

Mana ouerusana Bpennoct E(X) maje kopuche napopmanuje o pery BeJIUUUHE CIydajHe IPOMEHIbUBE
X, oHA HE TOBOPW HUMITA O HEHOM pacumamy. JIpyra senumumna, guctiepsuja® Var(X), Mepu ,,CKIOHOCT”
npomenmuBe X Ka OACTYHABmY O CBOje o4yekuBaHe Bpenuoctu E(X).
Aepurnuyuja 3.8. Huctepsuja cayduajue npomersbuse X je Var(X) = E((X — E(X))Q)
Cwangapgra gesujayuja je o = /Var(X).
Tephewe 3.5. (a) Var(X) = E(X?) — E(X)?; (6) Var(AX) = A\?Var(X) 3a A € R.
Joxaz. (a) Var(X) = E(X — B(X))? = B(X? - 2XE(X) + E(X)?) = E(X?) -2E(XE(X)) + E(X)? =
E(X?) - B(X)2.
(6) Var(AX) = E(A\’X?) — E(AX)? = 2E(X?) — N?E(X)? = A?Var(X). O
Ipumep 3.10. Aro GamamMo KOIKUILY Ca PABHOMEDHOM PacCIOmesoM, CBaku ol pesyirara 1,2,3,4,5,6 uma
BepoBaTHONY %, ouermsaHa Bpennoct je E(X) = 3,5, a mucnepsuja je
Var(X)=1(1-35)2+2(2-35)2+2(3-35)2+1(4-35)2+2(5-35)2+1(6-35)2=32
Crampapaua nesujamuja je /35/12 ~ 1,71.

Beposaruoha oncrynama ciydyajHe TPOMEHJBUBE O OYEKUBAHE BPEIHOCTU OMANA Ca PACTOM OICTY-
nama. Ciuenehe tBpheme maje mpoueHy KBaaApaTHOT OINanama Te BepoBaTHONE.

Var(X)

a?

Tephewe 3.6 (Hejegnaxociti Yebuwosa*). Beposatroha ma sazxu |X — E(X)| > o muje Beha ox

Jloxas. VImamo

Var(X) =Y (a—E(X))’P(X =2) > Y o’P(X =2) =a’P(|X-E(X)|>a). O
T lz—E(X)| 2«

Y ckmany ca HesaBucHomhy norabaja, 3a ciayuajHe npoMmeHmuBe X 1 Y KaKeMO Ia CY He3a8UCHE aKO
ce 3aKOH pacmojelsie mpoMenmusBe X HE MEHa Y 3aBUCHOCTHU O IPOMEHJLUBE Y .

3Ha eHrseckoM ce Kaske variance, OTYIa O3HAKA.
Ma¢uyTuii JIusopuy Yebumén (1821-1894), pycku MaTeMaTagap



Legunuyuja 3.9. Crnydgajue npomenbuBe X m Y Ha UCTOM DUCKPETHOM IIPOCTOPY BepoBaTHOhe cy wesa-

BUCHE aKO 3a CBe a U b Bayku
P(X=a,Y=b) = P(X=a) - P(Y=b).

W oBy me¢punmMIujy 6m 6uino nmorpebHO NPUIATONUATU AKO CiIydajHe npoMensuBe X u Y HUCY OuC-
KpeTHe. Y ommreM ciaydajy Oumcmo 3axresanu ga Baxkn P(X<a,Y<b) = P(X<a)  P(Y<b). Y cayuajy
AUCKPETHUX NIPOMEHJ/PMBUX OBe IBe Ae(PUHUIMje CY 3alpaBO €KBUBAJIECHTHE.

Ipumep 3.11. Bauena je rouruma. Ca X 03HAUMMO OCTaTak Ipu Hejbewmy nobujeHor Gpoja ca 2, ca Y
OCTATAK IPU JEHEHY ca 3, a ca Z OCTATaK NPU Aejbemy ca 5. 3aKOHU PACHOoIese Cy OBAKBU:

0 1 0 1 2 0 1 2 3 4
X3<1 1)’ Yi(;;;)’ Zi(llll;)
2 2 3 3 3 6 3 6 6 6

Cnyuajue npomenmuse X u Y cy Hezasuce. 3aucta, nmap (X,Y) y3uma csaky oxn spennoctu (0,0),

(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2), ¢ BepoBaTHOiIOM % = % . %

C mpyre crpane, npomensmuse X u Z cy 3asuche, jep je P(X=0,Z=0) = 0 # P(X=0) - P(Z=0).
Cnuuno, n Y u Z cy 3aBucHe.

Jemnarkoctu F(XY) = E(X)E(Y) n Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y) y onmrem cayuajy He Bake -
cyBuie cy mobpe ma 6u 6wie mctuaure. Mmak, oHe Cy yca068H0 TadHe:

Tephewe 3.7. Ako cy cayuajue npoMmensmuBe X u Y HE3aBUCHE, BaKU:
(a) E(XY)=EX)E(Y); (6) Var(X +Y) = Var(X) 4 Var(Y).
Joxas. (a) Vimamo
B(XY)=)Y_ Y ay P(X=2,Y=y)=> > xy-P(X=1)P(Y=y)
x Yy x Yy
=> zP(X=x)- Y yP(Y=y) = E(X)E(Y).
@ y

(6) ITo nemy (a),
Var(X+Y) = B((X+Y)?) — (B(X+Y))? = E(X?) + EQXY) + E(Y?) — (E(X)+E(Y))
= Var(X) + Var(Y) + E(2XY) — 2E(XY) = Var(X) + Var(Y).

2

Kao mro BuamMo, ako MCKLYYMMO MPETIOCTABKY na ¢y X u Y He3aBUCHE, Baskuhe
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2[E(XY) — E(X)E(Y)].
IIpumernmo na je npu ToMe

E(XY) - E(X)E(Y) = E(XY) — E(XE(Y)) — E(YE(X)) + E(X)E(Y) = E(X—E(X))(Y=E(Y))).

Ledunuyuja 3.10. Herka cy X u Y ciaydajHe npoMeHJbUBE.
Huxosa koeapujarca je Cov(X,Y) = E((X—E(X))(Y—E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).
) o Cov(X,Y)
Huxos xoedpuyujenii xopeaayuje je p(X,Y) = .
unuj penayuje je p(X,Y) Var () Var(Y)

"3 Komu-IlIBapnoBe HejemHakocTu cienu na je KOehUIMjEeHT KOpesalrje IO alCOJIyTHO] BPEIHOCTU
ue sehim ox 1. Axo cy X u Y HeszaBucuHe mpomeH/buBe, OHAA OHE Hucy Y kopeaayuju, Tj. p(X,Y) = 0.

3.5. 3amamu

1. U3 ryruje ca 2 upsene, 3 3eseHe u 4 miaase Kyriauie HACYMAYHO Oupamo Tpu. Koawmka je BepoBar-
moha ma cMO omabpaau TpU KyrJuie pa3jauduTux boja?

2. Komapram n3pomm crobomna Ganama 3 myrta n y csakom noraba ¢ Beposarnohom 80%. Kommka je
BepoBaTHONA ma ABAIMYT y3aCTOIHO MPOMAIIN !

3. I'pyna ox ocmopo myau, mebhy kojuma cy Jokcum m Makcum, HACYMUUYHO je pacmopebena y Tpoja
KoJia. Y TmpBa KOJia CTajy camo mBe ocobe, a y apyra u tpeha mo tpu. Kosuka je BepoBatHoha ma
Jorkcum m Makcum HuCy y mcTtuMm KOoamMa?
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Pesoasepammu [lum 1 Cem HAM3MEHUYHO TyIajy jemaH y APYror CBE OOK jedaH O HBUX HE MOTOIU.
IIum mynma npsu, anu noraba ¢ seposatnohom 40%. C mpyre crpane, Cem noraba ¢ sepoBaraohiom
60%. Hahu Cemose mance na mobemnu.

. U3 I{YTI/Ije Ca TpHU 3€JIeHE U INeCT Oenux Kyrymia HaCyMMWYHO M3BJIAYMMO TPU. Bap ABE€ N3BYy4YeEHE

Kyraume cy 3enene. Konwka je BepoBatnoha ma je m tpeha kyrauna semena?

Hopuwnh je 0auven 10 myra u nmojaBuino ce dap b rimasa. Komawmka je BepoBarnoha ma ce y mpBoM
Oanamy mojaBuia riasa’

Penepep m Hanam urpajy ma tpu mobujena certa. Y TPBOM ceTy obojuria mMmajy jemHake IIaHce,
aau urpad koju nobuje cer uma mancy camo 40% na nobuje u caenehu cer. Ako je mocise Tpu cera
pesyarar 2 : 1 3a Hanamna, konuke cy Penepepose mance ga mobdbemu?

Pemmry npumep 3.5 (Mortu Xosos 3anartak).

Y Bohmaxky rajumo jabyke m Kpymke. Ako je pomuia jabyka, BepoBaTHoha je 70% ma je pomuira
u kpymEka. Ako je poamia Kpymka, BeposaTtHoha je 80% ma je pommia u jabyxa.

Y Bohmaky je 6ap memro pommio. Komauka je BepoBaTHoha ma je pomuia Kpymga?

W3 xkyTuje y K0joj ce Haja3e aBe MPBEHE, TPU 3€JIEHE W YEeTUPU sKyTe KYTJIUIE CIYyYajHuM n300pOoM
U3BJIAUMMO TPU Kyraune. AKO Cy ABe Kyrjuie ucre 0oje, KOJuka je pepoBarHolia ma je tpeha
Kyrauna 3ejeHa’

Bamunu ¢cMo Korgumy mnsarmyT.

(a) Koja je ouekuBana Bpemsoct paszauke uzMeby nsa mobujena Gpoja (y amcouyTHoj BpeaHocTu)?
(6) Konuka je mucmepsuja ose pasnuke?

N3 cryna {1,2,3,4,5} cmo caydajuo omabpanu moackyn A (Moske OUTH U Tpa3aH WIM LEO CKYTI).
Cuyuajua npomensuBa X O3HauaBa HajMamu ejgeMmeHT ckyna A. Omxpenuru:

(a) ouekuBaHy BpEmHOCT;

(6) crammapaHy meBUjanujy TpOMeHbUBe X .

W3 ckyna {1,2,...,n} papmom cy usBydeHa Tpu pazauunra 6poja. Koja je odekuBaHa BPEIHOCT
HajMamer o Ta Tpu opoja’

W3 xytuje ca 2 upsene, 3 3ejeHe W 5 MIABUX KyTJIWIA HACYMUYHO M3BJIAYUMO meT Kyrauma. Hexka
je X Opoj m3ByueHMX UPBEHUX, a Y Opoj m3ByueHuX 3eseHux kyriauna. Oapenutu KoeuiujeHT
kopenanuje p(X,Y).

IlBamyT Gupamo pammoM 6poj m3 ckyma {v/1,v2,v/3,...,/100}: mpsu myT cmo omabGpasmu X, a
opyru nyT Y. Hahu roedpunujert kopenanuje uameby ciayuajunx npomensuBux X u X + Y.

(IIpobaem caxyumana cauvuya) Tpeba ma cakynumo 100 camuuna 3a anbym. Cuanuunne ce HabaBba-
jV KYIOBUHOM YOKOJIAAUIIA HEKE BPCTE, TAE Y3 CBAKY YOKOJAIUILY MOJA3U jelIHA PAHIOM CIUUUIA.
Koja je ouekmBana BpemHocT Opoja UOKOJIAIUIA KOje Tpeba Ja KymuMO & OMCMO HOIYHWJIN €0
anbym?

3.6. Pemema

. Bpoj nauuna ma omabepemMo Tpu KyrJauiie U3 KyTHUje je (g) = 84. Bpoj maumna na omabepemo jemHy

UPBEHY, JeAHY 3eJieHy U jenHy miaBy Kyraumy je 2 -3 -4 = 24. Tpaskena BepoBaTHOhA je 3—3 = %
: : co4 1.1 4
. Mcxomm xoju HAC UHTEpecyjy cy +——, ——+ u ———. Beposarnoha mucxona +—71J(§ 5735 = 135+
Wcra Tonuka je m BepoBatHoha ncxona ——+, TOK ncxon ——— uMa BeposaTHony (z)° = 5z [Ipema
TOMe, yKylHa BepoBaTHOoha je % + % + ﬁ = 13—5 =7,2%.

ITocmarpajmo camo map cemumra Ha Kojuma cy Jokcum m Marcum. Moryhux nmaposa ceapummra

nMa (g) = 28. IlapoBa y krojuma cy oba cemumra y UCTUM Kojamma uma 1+ 2 -3 = 7, mTo maje
BepoBaTHONY % = %.
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Osznaunmo CemoBe maHce ca p.
[Ium youja Cema nmpBuUM METKOM C BepPOBATHONOM % C mpyre crpane, [Ium mamu u Cem ra youja
CBOjUM TIPBUM METKOM C BEpOBaTHONOM g% = % Hajzam, ¢ BepoBaraohom 1— % — % = % obojura

Cy IPOMAININJIN U Caaa Cy ONEeT y MOJa3HO] mo3uiuju, y kojoj Cem mma mance p.

Cge y cBemy, BepoBarnoha na Cem nmobenu je %—l—%p. Cnenu na je p = %—i—%p, Tj. p = % ~ 47,4%.

. Ucxoma y rojuma cy Gap mBe Kyrimie 3ejieHe mMa (3) (6) + (3) =19, a OoHUX y KOjUMa Cy CBe TpHU

2/ \1 3
3eseHe caMo jemaH. 3ato je ycioBHa Beposarunoha P(ZZZ | ZZ) = %9.

Moryhux ncxona nma 2. Vcxona y xojuma 6ap 10 myra nazga raasa nva () + () + -+ (])) = 638.
Meby oBuM ucxommma, OHUX y KOjUMa je IPBU IIyT HaJa raasa (1 y octaaux 9 Ganama Gap jom
4 rnase) uma (Z) + (g) + -+ (g) = 382. Ilpema Tome, ycioBHaA BepoBaTHONA na Cce OBO HECUIIO
jenmaka je 352 ~ (,599.

638

Moryha kperama pesyarara cy Hy : HH®, Ho : HOPH u Hs : PHH. Ca A ozmauasamo PenmepepoBy
nodeny y Meuy.

e P(H)=0,5-04-0,6=0,12. ¥ oBom cayuajy Penepep Mmopa na mobuje jom ABa cera, a MAHCE

cy my P(A| Hy)=0,4-04=0,16.

e P(H3)=0,5-0,6-0,6 =0,18. Y osowm cayuajy Penepepose mance cy P(A | Hs) =0,6-0,4 = 0,24.

o P(H;)=05-06-04=012 u oner P(A| Hz) =0,6-0,4=0,24.
Beposaruoha norabaja H = HiUHsUHs =0,12+0,18 40,12 = 0,42. Iakne, P(A| H)P(H) = P(A |
Hy)P(Hy) + P(A | Hy)P(Hy) + P(A | H3)P(H;z) = 0,160,124 0,24 0,18 + 0,24 - 0,12 = 0,0912, ozaxe

je P(A| H) = %992 = &8 ~ 21,7%.

He tpeba ma ce 36yammo. TarmMmuap je mmao BepoBaTHONY % na omabepe mcmpaBHA Bpara, a
BOJUTEJs TO HUjE MPOMEHUO TUME IITO MY je, Y 3aBUCHOCTU OJ] TAKMUYapPEBOr n300opa, MOKa3a0 HEKa
1 2

BpaTa 6e3 Harpae - MaHca Jla je TAKMUYap HOroJMo jol yBek je 3. To mak 3maum na je manca 3

Ia je Harpama m3a oHur gpyiur, HeoTBOpeHUX BpaTa. [lakme, 6osme je omabpaTu oHa Apyra Bpara.

Osumaunmo ca J u K pon jabyke, ognocuo kpymke; J N K 3Haum na cy poauie u jabyKa M KPYIIKA,
J\ K ma je ponuna camo jabyka, UTH.

Osnaunmvo z = P(J N K). Ilato wam je v = 0,7- P(J) = 08 P(K). Cnemu na je P(K) = 3z,

P(J) =¥z u P(J\K) = P(J)- P(JNK) = 22. Ilpema Tome, BepoBaTnoha na je pomuna Gap

jemna Bohka je P(K)+ P(J\ K) = é—gz. ITpu osom morabajy, Beposarnoha na je pomuina Kpymka
P(K) 35

je TP R) = 17
Wcxona ca Tpu kyrauie paznuautux 60ja uma 4-3-2 = 24, a oHUX Y KOjUMa CY HEKe IBe UCTODOjHE
mva (3) — 24 = 60.

IIpebpojmo ucxome y Kojuma cy nBe kyrauie ucte 0oje a tpeha 3emena. Vcxoma ca mBe nupBene u

4
3€JIEHOM KYTJIMIIOM UMa 3, OHUX Ca TPU 3eJIeHe caMO 1, a OHHX ca [OBE IIJIaBE U 3€J€HOM 3(2) =18:
VKYITHO 22.

c022 11
Tpaskena BepoBarnoha je 55 = 5.

Osnaunvo nobujene 6pojese ca X uY u D = |X — Y.

Pasznmura D = 0 ce nobuja y 6 moryhux ucxona (11,22,...,66), D =1y 10 ucxona (12,21,23,32,.. .,
56,65), uta: D =2,3,4,5 penom y 8, 6, 4 u 2 ucxona.

Oueruana Bpeasoct pasnuke D je F(D) = S0+10148:240:344:442:5 _ 35

ﬂﬂcnepsﬂja je Var(D) — E(DQ) _ E(D)2 — 6~O+10.1+8~4-§g~9+4~16+2~25 _ (%)2 — %

3a 1 < X < 5, BepoBarHoha za je HajMamU eJEMEHT MOACKymHa jemHak X je 2°~ (momckym Tpeba
ma campiku T, a ga He caapsku 1,2,..., X—1).

. . 5 _ 7
OueruBana Bpennoct Gpoja X je > v, X -2 X = 2—2 = 1,78125.
OuernBana BpemrocT 6poja X2 je Zi(=1 X 27X = W JNucnepsuja je Var(X) = E(X?) - B(X)? =
%, a craggapaHa nesujanuja / Var(X) = 3%\/1263 ~1,11.
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Tpu 6poja ce Mory omadbpary Ha YKYIHO (g) maumHa. O3HAYNMO HajMamU O HBUX ca X.

Axo je X >k, ouma ta tpu Gpoja umue moxckym ckyma {k,k+1,...,n}, a TAKBUX MOACKyIOBa UMa

(n_]?fﬂ)- Beposarnoha na ce to nmecu je (n_§+1)/<g)

IIo tephemy 3.4, Tpasena ouexmBana Bpemoct je E(X) = >, P(X > k) = CT)ZZZI ("_];H).
_ 1

IMoacernmo ce u TBphema 2.5 Koje nam omoryhyje na ogpemumo oBy cymy: FE(X) @) (”11) = ntl
3

IIpso mabumo E(X) u E(Y). Nua (150) = 252 maumHa ma ce omabepe mer Kyruuma. [lpum Tome je
o6poj moryhuoctu y kojuma je X =z um Y =y3a0 <2 <2n0<y <3 jennak (i)(3)( > ) To

y/ \b—z—y
npukasyje Tabesa:
Y |Y:O Y=1 Y=2 Y=3

X=0 1 15 30 10
X=1| 10 60 60 10
X=2| 10 30 15 1

: _ 56:0+140-1456-2 _ _ 21-04105-14105-2421-3 _ 3
Bumavo na je E(X) = 2522222 =1 u E(Y) = 555 = 3.
Mame, B(X?) = BEULLEL - 13y p(y?) = MOEHSLIGIO0 _ 1T qao ga e Var(X) =

252
E(X?) - E(X)? = § u Var(Y) = B(Y?) — E(Y)? = ;.
Taxobe, XV =0, 1, 2, 3, 4, 6 pexom y 76, 60, 90, 10, 15, 1 cayuajesa, ma pauynamo B(XY) = 1.

Omazze je Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)=—%.

Hajsan, p(X,Y)=—3/\/5 15 = —% ~ —0,327.

Cnyuajue npomensmuse X u Y cy Hesasucue, na je E(XY)=E(X)E(Y) n Var(X +Y) = Var(X) +
Var(Y) = 2Var(X). Takobe je Cov(X,X +Y)=E(X(X+Y))-E(X)E(X+Y)=E(X?) +E(XY) -
E(X)? - E(X)E(Y) = Var(X).

ITomro je Var(Y) = Var(X), caenn na je p(X, X +Y) = \/Vziz)(())(v:rt)}(fly) = \/;/3;(;(2)2 = %

ﬂeTa.JLI/I pacmaogesia IpOMEeHJ/bUBUX XnY Cy C€ IIOKa3aJIl HEBasKHVIM.

Ca X; hemo osmauuTu O6poj yokosamuua kKoje Tpeba ma KynuMmMo ma OMCMO, HAKOH mTO cMO Beh
CAKYIUJIN ¢ CAUYUIA, HADABUIM HEKY HOBY. Y Kyman Opoj dokomanuma X kKoje Tpeba ma KymmMmo
zamucahemo kao 306up cayuajuux npoMmenmuBux Xg + X1 + - + Xog.

Habumo X;. Hosa, (i + 1)-Ba camuuna nojasuhe ce ¢ Beposarnoliom p = 101(0)6’. OuekuBanu Gpoj
1 _ 100

X,; yorkomaauia Koje MOpaMo na KyImuMoO TOoKa3yje HaMm mpumep 3.9 m jemuak je X; = » = T00—3

Taxme, X = 3000 400 = 100(1 + L + - + 1&5) ~ 518,74,




