N'TM — HuckperHa MaTeMaTUKa

Llywarn Bykuh

4. Teopuja 6pojeBa

4.1. Hemusoct

Henrpanuu nojam y teopuju O6pojeBa je gemusoctti. Mu y oBOM Kypcy moapasyMeBaMo na je pede-
peHTHU CKyn Z (cKym menmx Gpojesa):

Aepurnuyuja 4.1. Ieo 6poj b je genus nemum Opojem a # 0 (Tj. a geau b) ako je M KOIUMYHUK % = ¢ 1eo
6poj, Tj. b= ¢q-a 3a meko q € Z. Tana raskemo na je a geauanay 6Gpoja b u 3anucyjemo kao a | b.

Y cTBapu, mojaM AebUBOCTY MMa CMUCIIA ¥ CBAKOM CKYIY KOjU je ONMCKPOJ/LEH OmepalmjoM MHOKEHA.
Hampenuna Teopuja 6pojeBa ce yobuuajeHo 6aBu Me/bUBONMINY HA HEKUM MAIITOBUTUM CKYIOBUMA, KO
wro je uup. ckyt Laycosur yeauz dpojesa Zli] = {a+ bi | a,b € Z}, rme je i umarunapua jemuauna. C
ApyTe cTpaHe, AeJHUBOCT HA CKYIy peatHuX OpojeBa R je moTmyHO He3aHWMJbUBA, jep TaMO ce OWJIOo mTa
MOMKE HeanTy 0e3 OCTATKa OWIIO YMMe OCUM HYJIOM.

Hekonnko TpuBMjalHIX CBOjCTaBA AE€JHUBOCTU:

(i) ako a | b b+# 0, ouma je |b| > |al; _ _
. (iv) ako a | bu b| a, ouna je a = £b;
(ii) ako a |bu b | ¢, onna a | ¢;

(iii) ako a |bu a | ¢, onma a | mb+ nc 3a cse m,n € 7Z; (v) axo a|bu c|d, onna ac|bd.

Onpa kama a HUje OebUBO ca b, mpuberaBaMo IeJLemy Ca OCTATKOM.

Tephewe 4.1. Hexra je a neo u b mpupoman 6poj. Tama mocrToje jemnHCTBEHU e OPOjeBU ¢ U T TAKBU

na je
a=b-q+r, rvmeje 0<r<hb.

Bpoj ¢ ce masuBa kosuunukom, a r oCWALKOM TIPU OEJbEmY @ ca b.
Aoxasz. Ycnos 0 <1 =a—0bg<b je ekBuBasnentan ca bg < a <bg+0b, 1j. caqg< § <qg+1, mro sHaum na
je ¢ =|%]. OmaBme cremu u mocrojame u jeauucTBeHOCT oArosBapajyhnx 6pojesa ¢ mr. [l
IIpumep 4.1. Hememe Gpoja 100 6pojem 25 mahie romnunuk 4 u ocrararx 0 (100 =4 - 25).
Hememe 6poja 100 6pojem 29 nalie kosmuunur 3 u ocrarak 13 (100 = 3-29 + 13).

IIpumep 4.2. Ila mu je 6poj 2°° + 1 nemus Gpojem 229 4 210 17
Pewewe. ITat 6poj MOKEMO 3amUCATU OBAKO:

258 41 =2%42.2% 41 -2% = (22 4 1)? - (2%)? = (22 + 215 + 1)(2%? — 2% +1).

ITocmarpajmo mBa mesa 6poja a u b koju HuUCY 006a mHyse. Bpoj 1 je cBakako jemaH HUXOB 3a)€THUYKA
nmemunarn (anm we my:kHo Hajsehm). Takobe, ako je ab # 0, Gpoj |ab| je BUXOB 3ajeHUUKN CanpPKAIAL
(He HY:KHO HAjMAHN)

Aepurnuyuja 4.2. Hajeehu sajegruuru geaunay (H3/) 6pojesa a m b je majsehn npuponan 6poj d xoju
nenu u a u b.
Osnmauasamo ra ca d = u3a(a,b) nau, ako He nmocroju Moryhuocr 3abyne, camo d = (a,b).

Axko je u3n(a,b) = 1, kaskeMo na cy a u b ysajamno Wpocuwiu.

Hajmamu sajegruvru cagpacanay (H3C) Gpojesa a m b je Hajmamu npuponan 6poj s 6poj koju je
IIeJbUB U ca a U ca b.
OsnauaBamo ra ca s = usc(a,b) nnu, ako He nocroju Moryhnocr 3abyune, camo s = [a, b].



O06e nmeduHMUIIje ce OUMITIENHO MOTY NPOIIMPUTH U Ha BUIIE IejauX Opojesa ai,as,...,a,. laxobe,
MOKEMO J]a CMaTpaMo [a Cy CBU JaTu OPOjeBU MO3UTUBHU - IPOMEHa 3HaKa He yTude Ha Bpennoctu H3 /I

u H3C.

Hakme, kako onpenutu Hajpeln 3ajeqHUYKN meauial JaTwux OpojeBa a u b? 3a mouerak, IPUMETUMO

na 3a cBako n € N Baku
(a,b) = (a—nb, b).

Saucra, axo d | b, ouna d | a ako u camo ako d | a —nb. Ilakie, ako a HOLENUMO ca b ca OCTATKOM:
a=0bg+r, 0<r<b, onna je (a,b) = (b, a—qb) = (b,r). Omaro mpobuem ca 6Gpojesuma a u b (a = b)

CBOIMMO Ha IpoGJeM ¢ MamuM OpojeBuMa. To je ocHOBa Eykaugoeoi' aaiopuilima:
e Osmaunmmo ro =a u r; = b.

e Ako cy matu r;—1 u r;, Upu 4eMy je r; # 0, 03HAYUMO ca T;41 OCTATAK HIPU AEJLEHY T;—1 Ca T;.
HacraBumo oBaj mocrynak cBe HOK IO IPBU IyT HE nobujeMo 71,41 = 0.

e Tarko mobmjamo omanmajyhwm HU3 19 > 71 > 79 > -+ > 1), > 1y =0. Tana jed =r,.
3aucra, mo nperxomaoMm Baxku (a,b) = (ro,r1) = (r1,r2) = (re,73) = -+ = (Fn, "nt1) = Tn.
Ipumep 4.3. Onpemnru H3 Il 6pojesa 518 u 851 nomohy Eyrnmmosor anropurma.

Pewemwe. OBme je rg = 851 u r1 = 518. CupoBoamMo HU3 HEHEHA Ca OCTATKOM:

851 =1-518+4+333 = 12 =333;

518 =1-333+185 = r3 = 185;
333=1-185+148 = 1y =148;
185 =1-148 4+ 37 = r5=37;
148=4-37 +0 = 1rs=0 = (851,518) =15 =3T.
IIpu Tome je
37 =185 — 148
= 185 — (333 — 185) =2-185—333
= 2(518 — 333) — 333 =2-518-3-333

=2-518—-3(851—518) =5-518 —3-851.

Mana ce y mpakcu MOsKe M ONTUMU30BATH, EYKINIOB aJropuraM je TEOPUjCKM BeoMa 3HAYAjaH.
4.2. IIpocTtu 6pojeBU

Muoru npupoaau 6pojeBU MOTY ce IPeICTABUTU Kao MPOU3BOJ ABa WM BUIIe Mamux: HOP. 60 =
6-10=(2-3)-(2-5)=22-3-5. Ouma xkaza To Huje Moryhe yuuEUTH, Ped je o ,,mpocTom” GPOjy.

Ledunuyuja 4.3. Ilpupoman ©poj p > 1 je Upocii ako HUje NEJbUB HUjEeIHUM NPUPOITHUM OpOjeM, OCHM
opojem 1 m camMmum cObBOM.

IIpuponan 6poj sBehu ox 1 je caomcen ako HUje IPOCT.

BpOJ 1 ce e CMaTpa HU IIPOCTUM HU CJIORKEHMM: OH je, je,ILHOCTaBHO7 HeyTpaJiaH €JIEMEHT 1 MHOKEH€
NN OeJbemhe IhUME HeMa 3Haqaj.

[TowoBsmeHo pacraBibame MPUPOAHOr OpoOja U HErOBUX UMHUJIAIIA HA Mamke JMHUOIE 3aBpimhe ce
TAKO MITO he ¢cBU YMHUOIM OuTH mpoctu, Tj. Hehe ce mohmu mame pacraBmartu. PacraBmame TPUPOTHOT
O6poja Ha IPOCTE YMHHUOLE 30BE CE KaHOMCKA Ppaxiliopuseyuje. VlcmocTasiba ce ma cBaku OpOj MMa TadHO
jemHy KaHOHCKY (arTopusanujy (pacraBibama Koja ce Pa3iuKyjy caMoO y PacHopeny YMHUIIALA CMATPAa]y
ce uctum). ITomto mokas osor TBphema moumsa HAa EyKIMmoBOM anropurmy, OIpBO heMO HABECTH HEKE
H-eroBe IIOCJeIUIE.

Tephewe 4.2. (a) 3a cse a,b € N mocroje neau 6pojesu x u y Taksu ga je usn(a,b) = ax + by.
(6) Ako d|an d|b (rme cy d,a,b nemu 6pojesn), onna takobe d | uzxn(a,b).
(B) 3a cse a,b,c € N Bazu u3n(ca,ch) = c¢-u3n(a,b).
(r) Ako c| ab u u3n(c,a) =1, onnma ¢ | b.
(m) Ako je p mpoct 6poj u p | ab, onna p | a nam p | b.

LEvkAetdns (IV-111 Bek m.H.€), TajaHCTBEHU CTAPOTDUKM MATEMATHYAD



oxas. (a) OBo je memoncrpupano y npumepy 4.3.
(6) Ako d|aun d|b, ouna d | ax + by = u3n(a,b) 3a noroxuo onabpame x,y.
(B) Ako ce 1o = aur = by EyRIUIOBOM aqropuTMy ITOMHOMKE C& ¢, CBAKU OJ] YIAHOBA T; CE& MHOKU
ca c¢. To Basku u 3a MOCJEIHYU HEHYJA YIaH, KOJU je jeaHak ¢ - u3n(a,b), omnocHo H3x(ca, cb).
(r) ¢|ba = c|u3n(be,ba) =0b-u3n(c,a) =b.
(n) Ako p | ab u pfta, ouna je u3n(p,a) =1, na us nena (r) caemm p | b.

Capna je Ha pemy OOKa3 Ia je KAHOHCKA (PAKTOPU3AIM]a jeIMHCTBEHA.

Tephewe 4.3 (Ocnosna weopema aputimetiuke). CBaku OpUpOIaH OPOj ce HA JeAMHCTBEH HAUMH MOKE
IpencTaBUTU y OOJMKY TPOM3BOAa MPOCTUX OpojeBa.

Hoxasz. Beh 3mamMo ma ce n MOxke pacTaBuUTH Ha IpocTe paxkrope. Tpeba ma mokakeMo Ja ce CBaka ABa
OBaKBa pacTaBi/bama Opoja n MOI'Yy Pas3jMKOBATU caMO y HOpeTky. [lakie, Heka je

n=Dpip2 - Pn =4q192 """ 4m

ITowTo p1 | ¢192 - - * ¢m, Gap jemam ox mpocTux dGarropa ¢; Mopa outn xemus ca p; (tpheme 4.2(n)),
Tj. jemHak p;. MoskeMO ma ra CKpaTUMO M HACTABUMO IOCTyHmak. ]

Axo cy HaM mO3HATE KAHOHCKE (akTopmianuje asajy o6pojesa, ogpebusame muxosor H3 /1 uan H3C
IOCTaje TPUBUjAIIHO.

Tephewe 4.4. Hera cy a = p{'py® - -pp* m b = pllpg2 o ~pf’“ NPUPOAHU OPOjEBU, NPU YEMY CY P1, ..., Pk
pa3auunTy TPOCTH OPOjeBM, & HEKU Ol eKCIOHEHATAa 4, [3; MOry OuTy u Hyna. Tanma je

max{ai,B1} max{ay,Bk}
1 ... pk .

m3a(a,b) = p;ﬂiﬂ{alﬁl} . .p?in{akaﬁk} n  msc(a,b) =p

Jokas. Bpoj d = H mln{anﬁl} ounrsienno nemu u a u b. C apyre crpane, 6pojesu § u % cy y3ajaMHO
IpocTH, ma je Hsﬂ(a,b) =d m3n(%,2)=d

Cmuuno ce mposepasa u jemnakoct ca H3C. [

IIpumep 4.4. Kanoncke ¢paxropuzamnuje opojesa a = 3000 u b = 5040 cy

3000 = 2 3. 53@

5040 = 2% . 32. 5 7L

o)
ABBAE HAMASUMO 131(3000,5040) =[21 37 5] [7 = 120,

13¢(3000, 5040) = 2* - 3% . 5% . 71 = 126000.

I[IpocTtu 6pojeBn cy mctuHCckn ¢dacrmuHanTHA oO0jexkTu. Jom je Eyrmuny Owmiao mosmato ma mx mMa
OEeCKOHAYHO MHOTO:

Tephewe 4.5. Cryn npocrtux 6pojeBa je DeckOHAUAH.

Zoxas. IlpernocraBumo na je koHadan. Jlakiae, MOKEMO & M3JIUCTAMO c8e MPOCTE OPOJBE: Pi, P2, - - -, Pn.
A canx mocmarpajmo 6poj P = pips---pn + 1. On je Behu on cBux HaBemeHux mpoctux Opojesa, ma
Mopa butu caoxkeH. Mebyrum, on mpum mememy CBAKUM TPOCTUM OpojeM maje ocTtaTak 1, ma HUje
NeJbUB HUjeTHUM O HbUX, IHITO je KOHTPAIUKIIM]A. ]

Mebytum, HEM3 mpocTux OpojeBa He MOKA3yje HUKAKBY MPABUIHOCT, TAKO Oa HEMa JaKOT HAUUHA
[a MPOBEPUMO Ia JIW je HaTU BeJukr Opoj mpocT wiam My Habemo kamHoHCKY ¢akropmizarnujy. Muorum
MaTeMaTUYapu Cy YIOKUIA YATABY CBOjy Kapujepy He Ou jim 6ap MaJo OANOHETHYJU mpocTe Opojese,
aJii CBU BbUXOBU PE3YJITATU Cy CaMO ACHMIITOTCKU, & YECTO U OLYyAapajy Ol XeyPUCTUUKNX IONATAKA 33
BUIlle penoBa BeauumHe. HaBommmo 6e3 mokasa ABa KJIACUYHA pPe3ysiTaTa O IPOCTUM OpojeBuMa:
Teopema o upocium bpojesuma. Ozmaunmo ca w(x) 6poj mpoctux 6pojesa He Behux om z. Tana je

m(x) ~ 5= T limg sy oo () - 1“7” =1

upuzaeosa weopema. Axo cy a u d > 0 y3ajaMHO IpOCTU 1eJu OpOjeBU, OHAA Y aPUTMETUYKO] IIPOTPe-
cuju a,a+ d,a + 2d,... nMma HGECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX OpojeBa.



Axo je 3amatu mpupoman 6poj n ciaoskeH, Tj. n = ab 3a Heke Opojese 1 < a < b, oHma je CBakKako
a’? < n, Tj. n uma nenmona a < 4/n. 3HaUM, aKO HAC 3aHUMA CaAMO 1a Ju je 6POj n MPOCT, JOBOJLHO je ma
nposepuMo mma am aenmiaana meby (nmpoctum) 6pojesuma He Behum on v/n. Mebyrum, y npakcu je To
BeOMa TEeNmKO u3BecTy Beh axko Opoj n mMma BuUIle OJ ABaNeCeTak nudapa.

Jemam om mpBuUX ajgropmraMa 3a DPOHAJAKEHE CBUX IPOCTUX OpojeBa mo Heke rpaxune N Oumio je
Epa@oc@enoeo2 cutwo. 3HavajHO DOJBUX aJropuTamMa OBE BPCTE 3aIlpaBO U HEMA:

e Hanumumo cBe 6pojese on 2 mo N.
e Bpoj 2 je mpocT; yoKBUPUMO T'a, & CBe ocTasie Opojese gesbuse ca 2 (Tj. CBAKM APYTH) NPENPTajMO.

e Hajmamu menpenpran 6poj (3) je mpocT; yOKBUPUMO Ta, a CBe ocTajie 6pojeBe IesbuBe ca 3 Ipenp-
rajmo (1j. cBakm tpehu, wak u ako cy Beh mpenprann).

e HacraBumo oBaj mocrymnak c¢se mOk cBu Opojesu 10 |V N | He Oyay npeupranu Uiy yOKBUDEHHU.
Kana ce amropuram 3aBpmu, mpocty 6pojesu he 6uTy ynpaBo OHUM KOJjU OCTAHYy HENpPENpTAHU.

IIpumep 4.5. (a) Eparocrenoso curo mokasyje ma mma taduo 25 npocrux 6pojesa on 2 qo 100. Cuoskenu
OpojeBu mespuBu ca 2, 3, 5 u 7 mpenpraHu Cy pe,ZLOM y npaBuHMa —=, 1, N. IIpoctu cy yokBupeHu.

%/d 37%%
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(6) Bpoj 10007 je npoct. Haume, na je cnosken, Mopao 6u na uma 6ap jemaH npocT GaKTOP MABU O
100, anu HEje TemKO TeCTUPATU HABENEHUX 25 MpocTUX OpOojeBa U BUAETHU Ia HUj€ NeJbUB HUjETHUM.

(8) OBaj orpomuu 6poj ca 100 uudapa je upoct:
1.234.567.890.123.456.789.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000
.000.133.556.804.790.000.000.000.000.000.000.000.000.000.012.247.

Az TO je MPOBEPEHO jemHUM HAIPEemHUjUM aJrOPUTMOM. TecTuparme AebUBOCTU IPOCTUM Opoje-
BuMa 10 50 nmudapa 3a maHamme padyyHape OMI0 Ou Yak UM y TEOPUjU HEM3BOIJLUBO.

4.3. Kourpyeunuje

3HaMO nma 1ese OpojeBe MOKEMO IOJEJUTHU Ha MapHE U HeIAPHE Y CKJIAAY CA HBUXOBUM OCTATKOM IIPU

nesmewy ca 2. Ha cimuan mauws, 6pojeBe MOKEMO KIACU(PUKOBATA U y CKIALY CA OCTATKOM IPU ACJbEHY

Ma kojuM 6pojem n € N. Tako momazumo 10 mojma xomipyenyuje Koju je yseo Layc3.

Aepurnuyuja 4.4. ean 6pojesu a u b cy wonipyentinu Go mogyay n (n € N) ako majy mctu ocrarak mpu
Iebemy ca n, Tj. aKo je pasznuka a — b memusa ca n. To ozmauasamo ca a =b (mod n).

OuunriaenHo je ma je KOHIPYEHTHOCT IO MOIYJY OATOr Opoja m pesanuja eKBUBaJeHOuje. Y OITHOCY
Ha BY, CKyI [eJuX OpOjeBa ce pacmana Ha n KJIAca €KBUBAJEHLOUjE - KAACG OCcWatwiekae. Kama KaxeMo
110 MOZYJIy N”, MUCIUMO Ha OCTATAaK PU IeJbelmy Ha N, Tj. Ha Kiaacy ocraraka. CBakom on n moryhwnx
ocTaTaka IpU AeJbelhy ca N OAroBapa IO jenHa Kiaca.

Kourpyenmnuje ce cnaxky ca cabupameM U MHOKEHEM:

Tephewe 4.6. Hera cy a,b,c,d nenmu n m,n npuponau 6pojesu.
(a) Ako je a=b (mod n), orna je u a =b (mod m) xan rog m | n.
(6

Axo je a=b (modn) u c=d (mod n), ouna je atc=b+d (mod n) u ac=bd (mod n).

(8) Basu P(a) = P(b) (mod n) 3a caku nomuuoMm P(x) ca nesobpojHuM KOe(UIjeHTUMA.

Jokas. (a) a=b (modn) =m|nun|la—b=mla—b= a=>b (modm).
(6) Usn|a—bun|c—dcnemu n | (a+c) — (b+d) u n | (a—b)c+ b(c—d) = ac — bd.
(B

(r) Axo n | ma —mb=m(a—b) u uan(m,n) =1, no tepbewy 4.2(r) ciequ n |a—>b. U

)
)
(r) Ako je ma =mb (mod n) u uzn(m,n) =1, ouna je u a =b (mod n).
(
)
)

Cnenn u3 (a) u (06).

2Epatoofevns (276-194 m.1.e), cCTApOrPYKM HAYIHUK
3Carl Friedrich Gauf (1777-1855), HemMaukn MaTeMaTuaap



Tepbeme 4.5(r) Huje Tayno ako ce uzocrtasu ycios uH3n(m,a) = 1. Ha npumep, unako je 2-3 =2-8
(mod 10), me Bazku 3 =8 (mod 10).

IIpumep 4.6. Vzpauynajmo ocrartak xoju maje 3°° mpu mememy ca 97. Vmamo pemom
35 =243=149 (mod 97), 3'°=492=2401=-24 (mod 97), 3%°=(-24)>=576=—6 (mod 97)
u, majzan, 3°° = (—6)3 = —216 = 75 (mod 97).

[Towro y jemwoj riacu ocraraka CBU OpOjeBU najy UCTU OCTATAK IPU AEJLEHY Ca 7, UMa CMUCIA U3
CcBake Kjaace omabpaTu mo jegHor mpeacraBHuka. Taxko heMo moOUTHM MOTIYH CUCTEM OCTaTAKA.

Ledunuyuja 4.5. Ilenu OpojeBu aq,as,...,ay, YUHE TLOWUYH cucliem OClQWAKA IO MOLYILY T aKO Hajy
CBaKU OCTATAaK TAYHO IIO jeITHOM.

Axo GpojeBu a1, as, ..., 0y, Jajy CAMO OCTATKE y3ajaMHO IMPOCTE Ca M, U TO CBAKU TAKaB OCTATAK IIO
jemHOM, OHU YUHE C8egeH CuciieM OCUWAAKa TO MOIYILY N.

ITomro cBaka kiaca ocraTraka mMa ODECKOHAUHO MHOTO eJIeMeHaTa, CucCTeMa OoCTaTaKa, KaKO IIOTIIYHUX
TaKO M CBEOCHUX, MMa OECKOHAYHO MHOTO.

IIpumep 4.7. (a) Ilpn memwemy ca 10 moryhwm ocraum cy 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Cryn {—4,—-3,-2,—1,0,1,2,
3,4,5} maje cBaku O& OBUX OCTATAKA IO JEIHOM, T€ je OH IOTIYH CUCTEM OcTaTaka 1mo momysy 10.
Vma n mamroBurujux npumepa, sup. {0,3,6,9,12,15,18,21,24,27}.

C mpyre crpane, jemuHM OcTanu Koju cy y3ajamuHo mpoctu ca 10 cy 1, 3, 7 m 9. 3aro je Hup.
{-3,-1,1,3} cBenen cucrem ocraraka 1o Moxyiry 10, jep cBaKu OI OBUX OCTATAKA [aje IO jemHOM.

Jacuo je Ja IOTIIYH CUCTEM OCTaTakKa IIO MOAYJIY N MMa TaYHO N eJIeMeHaTa. CBeI{eH CHUCTEM OCTaTakKa
nMa Mame OO N eJIeMeHaTa, aJIl KOJUKO Tavyno? Y6p3o he mam 3ane6aTM OArOBOPD Ha OBO IIUTaLE.

Jedurnuyuja 4.6. 3a matm mpupomam 6poj n, Ojaeposa* dynryuja p(n) mpemcrasma 6poj ememenaTa y
CBEJICHOM CUCTEMY OCTATAKA MO MOIYIY M.

Hpyrum peunma, ¢(n) je 6poj npuponanx Gpojesa He Behux ox n U y3ajaMHO IPOCTUX Ca N.

Tephewe 4.7. Axo je n = pi'p5® - - p,* xanoncka parkropusanuja 6poja n € N (rme cy pi,...,pr pasauaurn
npoctu GpPOjeBU, a €KCIOHEHTU (v CTPOrO MO3UTUBHMU), OHAA je ¢(n) mato GpopMyIoM
p1i—1 po—1 pr—1
pn)=n-—— - ——. ... )
p1 P2 Pk
oxas. Kopuctuhemo popmyny yribydema n uckmydema. Ozumaunmo ca A; (1 <i < k) ckyn Gpojesa on
1 no n xoju cy mesmuBu mpocTuM Gpojem p;. JacHo je ma je |A4;| = ﬁ. I raBurmie, mpecek m CKymoBa
Ay A, (m < k) cactoju ce ox GpojeBa HEBUBUX Ca D;, * - Pi,,, A je
n
A, N NA; | = ——.
Diy - Piry

ITpema tome, KapauuamHocT ckyna {1,2,...,n}\ (A1 U---U Ag) je
n n n n
S . PSS TR TP SOV A e
Zpi Zpilng Z Piy PiyPis =1 pip2 - Pk P P2 Pk

IIpumep 4.8. (a) Axo je p upocr 6poj, ouga je ¢(p) =p — 1.

(6) Axko je p mpocT u n mpupoman 6poj, saxku p(p") = p"L(p —1).
(8) Tomto je 7! = 5040 = 24325 7, muamo ¢(5040) = 5040(1—1)(1-1)(1-1)(1-1) = 1152.

Tephewe 4.8. Heka je a ysajamuo mpocto ca n. Ako je ckyn {ai,as,...,an} (a) nornys umu (6) ceenen
CUCTEM OCTaTaKa 1Mo MOJIYJY 7T, OHIA je TO U CKYI {adi, ads,...,adn}.

Joxas. (a) Aro ©pojesu ary,...,a;, Aajy MehycoOHO pasauuyure OCTATKe IO MOMIYJY 7, OHZa U OpojeBu
aai, . ..,aa, najy MehycobHo pasmuunre ocrarke. 3amucra, ako je aa; = aa; (mod n) 3a Heke i # 7,
ouzna je u a; = a; (mod n) no rephemy 4.5(r).

(6) Comuan nokas, y3 npuMendy na ako je w3n(a;,n) = 1, ouna je u uzn(aa;,n) =1. [

4Leonhard Euler (1707-1783), mBajnapcku MaTeMaTugap



N3 tBphema 4.7 MokeMO ma 3akmbydnMo na, ako je uzm(a,n) = 1, 6pojesu 0,a,2a,...,(n — 1)a yune
HOTILYH CHCTEM OCTATaKa II0 MOLYJIYy 7, Tj. MeDy muma ce Hamaze ¢Bu MOryhu ocTamu, U TO MO jeTHOM.
Mameby ocranor, u jemqunauna je meby muma, 1j. mocroju Tauno jemau 6poj b € {0,1,...,n— 1} Tarkas na
je ab=1 (mod n).

Legunuyuja 4.7. Hera cy a m n > 0 y3sajamuo mpocrtu menu opojesu. lIleo 6poj b raras na je ab =1

(mod n) (3ampaBo, HmEroBa Kjaca OCTaTaka) 30Be Ce MYyATUTAUKATUEHY uheeps OPoja a o MOLYILy

n. Y mojeInHMM KOHTEKCTHMA 33 H-eTa ce KOPUCTU O3Haka a |.

Ipumep 4.9. Vicnumummo myarunnmkaTuBHEe mHBEp3e Opojesa 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 o monmymy 11:
17'=1, 27'=6, 37'=4, 47'=3, 57'=9, 6'=2, 7'=8, 8&l'=7, 97!'=5 10 '=Il0.

OsBako ce 6pojesu 2,3,...,9 nmese y napose {2,6},{3,4},{5,9},{7,8}, upu yemy je y cBakom mapy
Heku OpOj M HeroB MHBEP3, Tj. NPOU3BOX je KOHrpyeHTtaH 1 (mod 11).

Axo je u3n(a,n) = 1, Ha ocHoBy TBpbhema 4.2(a) moctoje nenn 6pojesu x U y TakBu Aa je ax +ny = 1.
Tana je ax =1 (mod n), Tj. T je MyJTUNIMKATUBHU MHBEP3 OpOja @ IO MOLYILY N.

IIpumep 4.10. Habumo mynTuniankaTtuBH UHBEP3 6poja 358 mo moxyny 997 EykanmmoBuM aaropurMoM:

281 = 997 — 2 - 358
T7T= 358—-1-281 = 358 — (997 — 2 - 358) = —997 + 3 - 358
500= 281-3-77 = (997 — 2 - 358) — 3(—997 + 3 - 358) = 4-997 — 11 - 358
27T= T7r—1-50 = (=997 4 3-358) — (4-997 — 11 - 358) = —5-9974 14-358
23= 50—-1-27 = (4-997 —11-358) — (—5-997 + 14 - 358) = 9-997 — 25 - 358

4= 27-1-23 = (=5-997414-358) — (9-997 — 25 - 358) = —14-997+ 39358
3= 23-5-4 = (9-997 —25-358) — 5(—14-997+ 39 -358) = 79 -997 — 220 - 358
1= 4—-1-3 = (—14-997+39-358) — (79 - 997 — 220 - 358) = —93-997 4 259 - 358

[Ipema Tome, 3581 =259 (mod 997). (Yjemmo je u 997! = —93 (mod 358).)
4.4. ExkcrioHeHIjaJIHe KOHTDYyEHIje

Y oBoM omesbky mocMarpalieMo HM3 cTemeHa HEKOr Opoja a 1Mo MOAYJIY 7T, TAe Cy a W TN y3ajaMHO
OpPOCTH: -
1,a,a%a”,a%,... (mod n)

Taj Hu3 je GeckoHauaH, Te ce Heka BpeaHocT Mopa noHosuTu. OHma ce Mopajy MOHOBUTH U ciaeneha u
cBe HapenHe, a Takobhe u cse mperxoane. Jonasumo npa caemeher 3akmyura.

Tephewe 4.9. Hera cy a u n (n > 0) ysajamuo npoctu menu 6pojesu. Tama mocroju mpuponad 6poj d

TakaB Ja je 4
=1

a®=1 (mod n).

Hus 1,a,a?,... je mepuommuan no momymy n ca nepuogoMm d. Ilpyrmm peumva, a't? = a’ (mod n).

Jloxaz. Hexa je a¥ = a™ (mod n) 3a wexe k < m. Ilomro je a¥ yzajamuo mpocTo ca n, 0By KOHTpyeHIH)y

MOKEMO TIOJECIUTU ca a: TmaKye, amk =1,

Axo je a? =1 (mod n), MEOEemeM ca a’ omvax caemn aa je a't? = a’ (mod n). Ipema Tome, HAKOH
OpBOr MOHABJLAHA OCTATKa 1 HU3 HocTaje mepuoindan. [

[epurnuyuja 4.8. 3a mate ysajamMao mpocre a U n > 0, Mystliudiukatliueru Gopegar (MIX CAMO UOPEGAK)
6poja a mo Momymy n je HajMame d € N 3a xoje je a? = 1 (mod n), Tj. HajMamu mepwon Hu3A
1,a,a?,... mo MOIYyIy N.

Ipumep 4.11. Huz 1,2,22,23,... no moxyny 73 naje pemom ocratke 1,2,4,8,16,32,64,55,37,1,... Ilouen
Ol IpBE MOHOBHE IIOjaBe jeAUHUIE OH Ce MEePUOJUYHO MOHABJLA, T€ je HeroB HajMamu mepuol 9 -
Tj. mopenak 6poja 2 mo moayny 73 je jemHak 9.

Ipumep 4.12. Ilokazatu na je (a) a®> —1 memuso ca 8, (6) a* —1 memuso ca 16 3a ce Hemapue 6pojese a.

Peweme. (a) Y pacrasmamy a? —1 = (a—1)(a+1) uusuonu a +1 u a — 1 cy aa ysacTomna mapua 6poja,
ma je 6ap jemam on mux nemus u ca 4. Cuemu na je a® — 1 memuso ca 8.

(6) Homro je a* — 1 = (a® — 1)(a® + 1), nmpu uemy je a®> — 1 memuso ca 8 a a® + 1 je mapuo, ciaemn
na 16 | a* — 1.



Ha ocmoBy TBphema 4.9, a* = 1 (mod n) Baskwm ako m caMo ako je k JeBUBO MOPETKOM Gpoja a To
MOIYJIIY 7.
Cneneha mBa tBphema majy jemmy Bpenuoct d u3 tBphema 4.9, anu He 00aBE3HO HAjMALY.

5

Tephewe 4.10 (Pepmaosa® Weopema). AKO je p IPOU3BOLAH TPOCT OPOj U a meo OPOj KOju HUje NebuB ca

p, oHHA je
’ a?”' =1 (mod p).
Jokas. Cryn {1,2,...,p— 1} je cBemeH cucTeM OCTATAKA MO MOLYIY P.
Crynu {a,2a,...,(p—1)a} je rakobe cBenen cucrem ocraraka 1o moxyay p. I[Ipema Tome,

atp-1)'=a-(2a)---(p~1)a=1-2---(p—1) = (p—1)! (mod p).

Crpahusamem uspasa (p — 1)! (6ymyhu yszajamuo mpoctor ca p) caema a1 =1 (mod p). [

PepmaoBa Teopema ce moHekan 30Be ,,MasoMm” PepMaoBOM TEOPEMOM, KaKO ce He Ou moOprajga ca
qyBeHOM ,,Besurkom PepmaoBom teopemom” :
e Ako je n > 3 mpupoman 6poj, jemnaunna x' + ¢y = 2’ HeMa pemema y IPpUPOIHUM OPOjeBUMA.

,Benuka” teopema 3ampaso Huje Gam PepMaosa, MOUWTO je HErOB HABOMHU JOKa3 (OCTABUO HAC je& CaMo
¢ mo3HATOM HamoMeHOM: ,Hamao caMm mpesen qokas, aju He MOKE Na CTaHe Ha OBY MapruHy’ ) rOTOBO
curypHo 6uo norpeman. /lokazana je rex 1995. mociie BUIIEBEKOBHUX HAIIOPa KOjU Cy BOAUIU 3aCHUBAKY
U Pa3BOjy YUTABUX HOBUX I'DaHa MaTeMaTHKe, aju TO je Beh apyra mpudya.

Omnmruje TBpheme 3a ciokeHe MOLYJIE TIACKA OBAKO.
Tephewe 4.11 (Ojaeposa wWeopema). Axo je n mpupoman 6poj u a 1eo 6POj y3ajaMHO IPOCT Ca N, OHIA je
a?™ =1 (mod n).
Joxasz. Amanorno mokaszy Pepmaose teopeme. [

Cnenehe tepheme je muperrtHa nocaenurna OjaepoBe Teopeme.

Tephewe 4.12. Tlopenak nesor 6poja a no monyay n € N je menunan 6poja p(n). U

IIpumep 4.13. Tlo OjnepoBoj TeopeMu mopenak CBAKOI HemapHor 6poja mo moxyny 16 meau p(16) = 8.

Y mpumepy 4.12 je, MmehyTuMm, mokazaHO M BUIIE O TOTA: MOPEAakK MO MoAayay 16 yBek memu 4.
4.5. YBoaua kpunrorpaguja

IMo3naTu MareMaTwuap Xapau®, coenujain3oBaH 3a Teopujy 6pojesa, jenHoM je Hamucao: , Teopuja
OpojeBa ce OmMyBEK cMATpa jeTHOM O HajouurjgemHurje OECKOPUCHUX TpaHa MareMaTuke.” Y HaCTaBKY
je, mebhyTtum, oBako objacuuo m3pas ,,6eckopucHa’:

»Hayky 30BeMO Kopucrom axko HmEH pa3Boj moicruye nocrojehe pasimke y pacmomenu Gorat-
CTBa, WJIX jOII QUPEKTHU]E IOTIOMAKE YHUMITABAKE JbY ACKOT JKUBOTA. Ja HUKAL HUCAM yDa Ao
HumTa KopucHo. Moja oTkpmha HEUCY HM Ha KOjU HAUYWMH yTUIAJa, a BepoBaTHO u Hehe, Ha
YCTPOjCTBO IIMBUJIN3AIA]E.

Xapau ce BEPOBATHO HU AaHAC He OU MPEIOMUCINO, jep M3TJena a CBe IITO OM HaM MOTJIO YMHUTU
nobpo, MOKe Ce UCKOPUCTUTU 1 Ja HaM Hamkoau. Vmak, y jemHoM je morpemwo: IaHAC U TeOpHuja
OpojeBa mMa IpUMeHe, Hajupe Yy KPUNTOIpapuju.

Rpuuitiotpaduja n3ydaBa HaUWHE CKpUBama MHQOPMalHja, Tj. MHUGPOBama HOPYyKe KaKO OU ce 3aIlTu-
TuIa OJ HexeJbeHuX nornena. OHaj KOMe je TOpyKa HaMemeHa MOpa fa UMa Ky 3¢ gewudposane. JacHo
je KOJMKO je y paTy TO BayKHO, ajli U MHTEpPHET je 6e3 Tora He3aMUCJUB: Ha IPUMED, aKO Iajere Opoj
KpenuTHe KapTulle, OUJb Kpunrorpaduje je ma ra mudpyje Tako Ja caMo TProBall MO:Ke Ja T'a IPOYNTA.

Moske ce cMuCINTI MHOTO HaYMHA Oa Ce HOpyka mudpyje. Jeman on HajjennocraBHUjux je [lezaposa
wudpa, mosnara jom Jymmjy llesapy - cBako CJIOBO ce 3aMeHM HEKMM OPYTHM CJIOBOM: Ha IPHMED,
3aMeHuMoO cBako caoBo A ca II, B ca M, uta. Taj meron Huje mapounTo mobap: ako je MOpyKa HOJe

5Pierre de Fermat (16077—1665), (paHIyCKN aIBOKAT; AMATEPCKU ce 0aBMO MATEMATUKOM U IPOCIABUO Y HO]
6Godfrey Harold Hardy (1877-1947), enrsieckn matemMaTuyap



LysKa, CTATUCTUYKA aHaau3a Ou paszbusa mudpy (HOp. y CPICKOM je3uky je Hajuemlie cioBo A, a y
nopynu nMa MHOTO ciosa II...).

Cakako, cjoBa MO:keTe na mnperBopure y OpojeBe. Ha mpumep, caosuma A B,B,... III mory ma
oarosapajy Opojesu 1,2,3,...,30. Ha Taj Hauumn CBakoj CJIOBHOj MOPYLUM OAroBapa HEKU OPOj. 3aTo
Haaj/be CBe MOPYKe cMarpaMo OpojeBuMa. AKO je MOpyKa mpemyravka, yBeK jé MOKEMO pacTaBUTU Ha
IeJIoBe.

Crnenehu npumep naje jemHocraBaH HaduwH mMupPoOBama OPOjEeBHUX HOPYKa MOMONY KJbyda.
IIpumep 4.14. TIlpernocraBumMo na sxeauTe Ja TPrOBIly IomalbeTe NOpyKy (6poj Balle KapTuile) Koja riacu
m = 4444333322223333.

Ioroeopuhere ce ma KOPpUCTUTE IPOCT OPOj p = |27873875078709719| u daxTop a = | 123456 |
Tprosuy ymecro 6poja m masmere Bpensoct z = a-m (mod p). Tako muppoBana mOpyka riaacu

x = 123456 - 4444333322223333 (mod 27873875078709719) :| 10257579081690052 |

Ila 6u je memm¢pposao, TProsuy je moBossHO na Habe mmseps a~! 6poja a mo momymy p. Tanma je
m=a"' 2z (mod p).

Y mnperxomHoM mpumepy OpojeBu p U @ HpeacraBibajy Kayy. Ako m Hexko Tpelim 3Ha Kibyu, Baie
mopyke Buie HUCy 6e306emHe.

Ilakme, cBe oBe MeTonme mparTy jenaH 030mJpaH MpOOJEM - axko yMere na mudpyjere, yMere u Ia
nemudpyjere. AKO HEKO yXBaTU MOPYKY ¥ KOjOj Ce€ C TPTOBIEM AOrOBapaTe O METOLy Mu(poBama, nMa
CBe mMTO My je mOTpeOHO 1qa BaM HAIpaBU HEBOJY. 3aTo HaM Tpeba MeTon mudpoBama KOjUu HE Onaje
kpyd. Taro Ou Tprosam Morao m na ra objaBu y HOBMHAaMa, a Oa WIAK CAMO OH MO:Ke ma memudpyje.
To 6u ce 3BaJIO KPUUWLOIPAPUIQ C JABHUM KAHYUEM.

HajjemnocraBHUju MeTonu mu@poBama C jaBHUM KJbydeM KOPUCTE EKCIOHEHIVjaJIHEe KOHIDYEHIU]e.
IIpumep koju crenu je jemna mmnnaementanuja Jufu-Xeamarnose pazmene xoyya.

Hexa je p mpoct 6poj. ITosnaro je (Mama nokas HUje TesKak, OBOT IMyTa Ny ra NPECKOYNTH) Oa TMOCTOjU
Opoj g umju je mopenak 1o MOIYJIY P Ta4HO p — 1 - OBO g ce 30Be upumuiiuean xoper. 1o 3HaAYM na HU3
1,9,9%, ...,¢g° 2 YuHN CBEJECH CHUCTEM OCTATAKA IO MOIYIY P.

e Amka 1 Bpanka ce jaBHO IZOroBOpe na KOPUCTE BEJIUKU IPOCT OPOj p U NPUMUTUBAH KOPEH (.
e Amra Oupa Tajuu 6poj a m mame Bpauku 6poj A = g% nmo Momyay p.

e Dpanka Gupa Tajau 6poj b u mame Anku 6poj B = ¢° mo momymy p.

e Cana n Amka u Bpanka 3majy 6poj z = ¢*® = A® = B® no monyay p. To je muUX0OB Wajru Koy

Bpojesu p, g, g* (mod p) u ¢ (mod p) uunme jasnu xwpyw. C mpyre cTpaHe, HHje TO3HAT HUjeJAH AJrOPU-

TaM KOJU HA OCHOBY OBUX BPEAHOCTU e(PUKACHO TpOHAJa3n TajHu kKbyd . OBaj kmyu Amka u Dpamka
yoynyhe mory ma xopucre na mudpyjy U Zemudpyjy CBOje MOPYKE.

Ipumep 4.15. JaBue 6pojeBe hemo yorBuputu. Pazrnacmhemo mam u3bop 6pojesa p u g:

[p = 204017833605229] u [g = 2]

(Ilurame: rKaxo OuCTe HAjIAKIIE IPOBEPUIM Ia § 3aUCTa jeCTe NPUMUTUBAH KOPEH 10 MOLYIy p7).

Aura u Bpanka 6upajy Tajue 6pojese a = 156367924220121 u b = 65463550869546, anu jequa apyroj
maJsmy Opojese {

29 =| A = 74364004319478|
2" = | B = 115408895971512]

} (mod 294017833605229).

Bpoj a 3ua camo Amka, 6poj b camo Bpanka, Te tajuu kpyd x Mory ma Haby camo mux mgse:

115408895971512% = 74364004319478" = = = 270641540063119  (mod 294017833605229).

Cnenehu meron mudpoBama ¢ jaBHUM KbydeM, mo3HAT Ka0 RSA antoputiam, onucan je 1977. u manac
je y mmpoKoj yrmoTpeodu.

e Tprosam omabepe mBa orpoMHa mpocrta O6poja p m ¢, Koje he uyBaTwm y TAjHOCTU, U TOMHOMKU WX:
n = pq. On cazna 31a u 6poj p(n) = (p—1)(¢ —1).

1

e Tprosan 6upa 6poj e y3zajamuo mpoct ca ¢(n) u uspadynasa naseps d = e ' mo Monyiy (n).



e Tprosarm ob3Hamyje jashu Kpyw: Opojese nu e. Hberos wajnu xpyw je 6poj d, KOju dyBa y TajHOCTH.

e Axo je 6poj KymueBe KpemuTHe KapTune x (r < n), OH maJe TProsiy 6poj m = z¢ (mod n).

d — ,.de

3uajyhu m, Tprosarm sako Hanasu 6poj x: momto je de =1 (mod ¢(n)), Baxku m®* = % =2 (mod n).

C nmpyre crpane, ma 6m xakep memmppoBao MOPYKY, HEONXOMAH MY je TajHU Kbyd d, a Hmera MOKe
nahwu camo aro 3ua ¢(n). Ia 6u, nak, Komao o BpeaHocTu ¢(n), OH MOpa na pacrtasu Opoj n Ha IPOCTE
YUHUOIE P U ¢, ITO j€é BEOMa TEIIKO.

ITIpumep 4.16. Penmmvo na xyman uma nopykry = = 4444333322223333 (aup. meros 6poj kaprurne). Tprosamn

bupa (y nmpakcu HeJOBOJLHO Besuke) npocre Opojese p = 113309689 u g = 4302205157, Tana je

[ = 487481528353866173]
p(n) = 487481523938351328 = 2° - 3. 37 113 - 127601 - 9518153.

ITamwe he onabparu ‘ e = 65537 =21 +1 ‘ Bpojesu n u e cy jaBHU.

ITomto Tprosan 3ua 6poj ¢(n), uaseps d 6poja e no mMoayry ¢(n) mahn he Eykaunosum amropur-

MO d = 65537 (mod 487481523938351328) = 230772148254991073.

Kynam My masse muppoBany HOPYKY m:

4444333322223333%9557 = | ;. = 324982529177796209] (mod 487481528353866173).

Camo Tprosan mMoxe nako na oapenu z: = m? (mod n). Huko apyru mema Tajuu xmyd d.

Y HekuMm ciaydajeBuma RSA-amropuram je momiokaH XakKepPCKUM HamaauMa. Ha mpumep, y mpakcu
NOpPYKa 4eCTO MOYUWHe WM Ce 3aBPIIaBa HA HEeKW NpEeNBUILUB HauuH (HOD. ,Bama ekcenenunjo”, , W3-
BemTaj”’ WUTA.), WTO WMUPPY UYMHUA PAMLUBOM. 3aTO C€ IOPYKa [0 HPABUIY AOIYHYje HEKUM Oe3BE3HUM
TekcToM (TO ce Ha eHrsueckoM 30Be padding).

['maBHO je ma mpoctu OpojeBu p u ¢ OyLy 3aucilic BEIUKU - [a MMAajy IO BUIIE CTOTHHA Iupapa. AKO
ux He omabepemo moOPoO, HEKO OU MOTAO Aa pacTaBu OPOj n HA MPOCTE YMHUOIE y peasHOM BpeMmeny. Ha
npumep, y ciaemehum ciayyajeBuMa cy MO3HATU e(PUKACHU HAUAIW HA MUADPY:

— Axo cy p u q mehycobro Gaucku (|p — ¢| < 2n'/*) nnu 6pojesu p — 1 u ¢ — 1 umajy Mase mpocte

[enoIe, MOCTOje aJITOPUTMU KOjU 3HA4YajHO OJIAKIIaBajy (pakropusanujy Opoja n.
He cmemo ma momyctumo ma 6yne € < n (ako je m = x°, xakep nMa Jak mocao).
Axo je 6poj d mamu (d < %nl/‘l) u p < g < 2p, nocroje epuUKaACHU AJITOPUTMU KOjU Hajaze d.

Maza uuje mo3uaro mza oxadbup major e (Hup. e = 3) npeacrasiba HpobieM, yect uzbop je e = 65537.

4.6. 3anmamu

10.
11.
12.

© ® N e ook W

Axo je p > 5 mpoct 6poj, mMokazaTu ma je jemam om Gpojesa p? 44 u p? + 6 memus ca 5.
Hanucaru kanoncky ¢parxropusanujy opoja (a) 20!; (6) (fg)

Komuro je ¢(p(¢(5')))?

Koauko nemunana (meby nmpuponuum 6pojesuma) uma 6poj 25207

Koju je majsehu ekcrnonent n takas na je 100! nemwuso ca 12"7

Hahu cBe mapose npuponunux 6pojeBa x,y 3a koje Baxku xy = 9z — 3y + 1.
Wspauymatu m31(8n + 3,13n + 5), rae je n = 2100,

Hahwu 6ap jenanm nmpuponan 6poj N takas na cy cBu 6pojeBu N, N+1, N+2,..., N+1000 crosxenu.
Iokazatu ma 3a cBe npupoxHe Opojese a u b Baxu H3xa(a,b) - H3¢(a,b) = a - b.

Pemurn jenmaunny 25z — 36y = 7 y crymy mesaux 6pojesa.

Hahwu mynrunnurarusae nasepie 6pojesa 15, 16 u 17 mo moxymy 1001.

Axo cy a u b npupoauu 6pojeBu u ba+ 7b je memuso ca 43, nokaszatu na je u 4a — 3b memwmuso ca 43.



13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.

Ako je n > 4 caoxken 6poj, morazatu ga n | (n — 1)L
7

a

6) (Busaconosa' weopema) Ako je p mpoct 6poj, nokasatu na saku (p — 1)! = —1 (mod p).

a) Axo m | n, nokaszaru na o — 1| a™ — 1 3a cBaku neo 6poj a.

(
(
(
(6

— — ~— ~—

Axo je 6poj 2" — 1 npoct, mokaszaTu ga 1 OpPOj n MOpa OUTU IPOCT.
Hka je p mpocT 6poj. Ako je x =y (mod p), nokazatu na je 2P = yP (mod p?).

2561

IIposepuru na nu je 6Gpoj — 2 nemus ca 561. (Bpoj 561 =3-11-17 je ciuosxken.)

33
Koja je mocrenma nmuppa 6poja 33" 7
Hahwu nopenak 6poja 5 mo monymry 263.

ITocToju mu nmpuponan 6poj n takas na je 2" + 1 mesmuBo ca 2477

4.7. Pemema

. Bpoj p, 6ymyhu npocr, naje mekn oxn ocraraka 1,2,3,4 npu mememy ca p.

- Axojep=1wumm p=4 (mod 5), onna je p> =1 (mod 5), ma 5 | p* + 4.
- Axo je p=2 wm p=3 (mod 5), onna je p> =4 (mod 5), ma 5 | p? + 6.

(a) 200 =218.38.54.72.11.13-17-19.

(6) (?8) = %, npu yeMy kKaHOHCKY daxropusamujy 20! smamo, a 10! =28 .3%.52.7,

Hememen 20! ca 10!% nobujamo (?8) =22.11-13-17-19.

Kopucrtumo tBpbheme 4.7. Kao upso,
90(510) _ 510 % —92.59
Hame je
@(22.5%) =22.59. 1.2 =93. 58y (23.5%)=23.58. 1.4 =21.57

2 2
Haxne, o(p(p(5'9))) =2*- 57

Kanoncka ¢parxropusammja 6poja 2520 je 22 -32.5.7. Ilenmonu oBor 6poja HE MOTY MMATH IIPOCTE
¢axkTope paszamumnre ox 2,3,5,7.

Ha kosnuko maumna mMo:keMo mzabpaTu ekcrmoHeHTe a, b, c,d > 0 Tako ma
20.3%.5¢.7%  Gynme memmnan Gpoja 2°-3%.5.77

Mopa 6utnt a < 3, b <2, c<1ud< 1; nakue, a ce Moske omabparu Ha 4 HauuHa. b Ha 3, ¢ HA 2, U
d ma 2. Yrynao uma 4 -3 -2 -2 = 48 moryhuoctu, te je ogrosop 48.

ITomTo je 12 = 22 -3, moTpe6HO je OXPEIUTH C KOjUM CTEIIEHOM Ce OBOjKE W TPOjKe HOjaBibyjy y
KAHOHCKO] (hakropumsanuju 6poja 100! =1-2-3---.-100.
— Meby wummonmma 1,2,...,100 uva |19 | = 50 naprux, koju majy 50 mBojku;

2
— wux |1 ] =25 je nemuBo u ca 22, u onm Komajy jomr 25 TBOjKM;

— BUX L%J =12 je memuso u ca 23, u onn momajy 12 HOBUX ABOJKHU, UTI.

Yrynuo wanazumo 50 + 25+ 12+ 6 + 3 + 1 = 97 nBojku y raHOHCKO] parropuszaruju 6Gpoja 100!.
Cuanuno, nmahemo \_%J + L%OJ + L%PJ + \_13—040J =33+ 11+ 3+ 1 =48 Tpojknu.

— 297 . 348 .

Cse y csemy, 100! = 12%8 x (memrro mTo HUje memUBO ca 3), Ma je OATOBOP N = 48.

W3pasumo y mpero x: el 9%
T z+3 7 z+3

Haxkae, z + 3 Mopa na menu 6poj 26 (u sehe je ox 3), a To je moryhe camo aro je z+ 3 = 13 nian
26. To mam maje x = 10 nnm x = 23. Ogrosapajyhe Bpenuoctu y cy 7 u 8.

Haxkue, jemuna pemema (x,y) cy (10,7) n (23,8).

7John Wilson (1741-1793), enrseckn MateMatwyap; GOPMYJIACAO je OBY TEOPEMY, aji je HUje MOKA3a0
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

IIpumennhemo Eyrmunos amaropuram:

1B3n+5=1-(8n+3)+ (5bn+2),
8n+3=1-(5n+2)+ (3n+1),
n+2=1-Bn+1)+(2n+1),
3In+1=1-2n+1)+n,

2n+1=2-n+[1]

Haxne, tpazenu H3I1 je 1. Ilara Bpexuoct n = 2'%0 je 6uma mormyHO mpemeBanTHA.

Moske mu N = 1002! + 27
3a csako i =0,1,2,...,1000, 6poj N +i = 1002!+ (i4+2) je memus ca i+ 2. 3aucra, 1002! je nemuso
cBuM OpojeBuma on 2 mo 1002, yrmyuyjyhu u i + 2.

IToncerumo ce tBphema 4.4. Ha ocHoBY mera je

k k
H3JI(a, b) ) H3C(a, b) _ ler_nm{aiﬁi}erax{ai,ﬁi} _ Hp?m"l‘ﬁi =a-b,
i=1 i=1

jep je excmonent min{ay, 3;} + max{«;, §;} jemnak «; + f; - 3aucra, jenan ox oBa aBa cabupka je a;,

a apyru je 5; (y 3aBucHOCTH On TOra Koju je Behn).

ITum mam je ma mabemo cse mese 6pojese y 3a koje je 11y = 36y = —7 (mod 25), mTo paguMo 0BaKo:
ako ca 1171 osmaummo maBeps Gpoja 11 mo mMomymy 25, omga MEOEemeM ca 11~ mvamo

y=11ly-117'=-7-11"" (mod 25).
Tpazmvo 1171 (mod 25). Kopuctuhemo Eykmumos amropuran:

26=2-1143 = 3=25-2-11,
11=3-342 = 2=11-3(25—-2-11)=7-11-3-25,
3=2+1 = 1=3-2=(25-2-11)—(7-11-3-25)=4-25-9-11.
Hakme, 11-(=9) =1 (mod 25), tj. 117! = -9 (mod 25). Hajzan, y = —7-(-9) = 63 = 13 (mod 25).

Cnemn nma je y = 25t + 13 3a Hero t € Z, omakiue u3 25z = 36y + 7 = 36(25¢ + 13) + 7 = 900t + 475
manasumo r = 36t + 19. Onmre pememe (z,y) je (36t + 19,25t + 13).

Ycnosu 43 | 5a+7b u 43 | 4a — 3b ¢y penom exkBuBasienTHU ca 7b = —5a (mod 43) u 3b = 4a (mod 43),
Ncnurajmo na s m3 mpBOT yCioBa 00aBE3HO CIeau IPYTU.

Ilato vaMm je 7b = —bHa (mod 43), a MuOsKemem ca 7~ = —6 (mod 43) mobujamo b = (—6)(—5)a = 30a
(mod 43). Caenu na je 3b = 90a = 4a (mod 43). Iloka3 je 3aBpiieH.

Beowma macnmparusro. Omrosopu cy 1571 =267, 1671 =438 u 17-1 = 530 (mod 1001).

(a) Ako je n crosken 6poj, ouma je n = ab 3a Heke Opojese 2 < a <b<n— 1.

Bpoj (n—1)!=1-2-...-a-...-b-...- (n—2)(n—1) je ounruento nemwus ca a-b=n.

(6) Kao mro je mokazano y mpumepy 4.9, 6pojesu 2,3,...,p — 2 ce mene y mapoBe, IPU UYEMY
je y cBakoM mapy HeK:m 0Opoj M HeroB mHBep3. IlpomssBox Gpojesa y cakom mapy je 1 (mod p).
Sakmyuyjemo ma je 2:3---(p—2) = (p—2)! =1 (mod p). Muoskemem ca p— 1= —1 (mod p) Hajzan
nobujamo (p— 1) = —1 (mod p).

(a) Hera je n =k -m. Tanma je a” = (a™)¥ =1¥ =1 (mod a™ — 1), 1j. ™ —1|a™ — 1.

(6) Axro je 6poj n caosken, on uma peauona m (1 < m < n), na je no meny (a) 6poj 2™ — 1 menunarn
6poja 2" — 1 (pas3nuuuT OX jeAVHULE U HEra CaMmor).

P 7yp
z—y

N3 z =y (mod p) cnemn na je © —y nebUBO Ca p, a U KOIUIHUK je mejbuB ca p, jep je

P _ P .
roy P P2y p P 3y P = P P 2P 3% P = prP T =0 (mod p).
r—y

x;:zp je memuso ca p?, 1j. 2P = yP (mod p?).

IIpema Tome, 2P — yP = (z —y) -

IIo Mamnoj $epmaoBoj TeopeMu mMaMO:

e 22 =1 (mod 3) = 2°00 = 1280 =1 (mod 3);
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17.

18.

19.

e 219=1 (mod 11) = 2560 =156 =1 (mod 11);
e 216 =1 (mod 17) = 2560 =135 =1 (mod 17).

[Ipema Tome, 2560 — 1 je memwmso ca 3-11-17 = 561, a camum Tum 561 | 2561 — 2 = 2(2560 — 1),
Mo momysry 10 mm3 1,3,32,33, ... uma mepwon 4: 1,3,9,7,1,3,9,7,.... IIpema Tome, 3amma mudpa

6poja 3" (rme je n = 333) 3aBUCHU CAMO OJ[ OCTAaTKa Opoja m mpu mebemy ca 4. Y HameMm ciydajy
jen=(-1) =-1=3 (mod 4), na je 3" =33 =7 (mod 10), 1j. nocremmba mudpa je 7.

Bpoj 263 je nmpoct. Ilo tBphemy 4.12, mopenak 6poja 5 mo moxyny 263 memu ¢(263) = 262 = 2-131,
unju cy jemuan pemauonu 1, 2, 131 u 262. Ilopenax ouuro muje 1 mam 2. IIposepumo 131:

57=99, 58=70, 5%=166, 5% =204, 5% =62, 5P =162, 5% =-1 (mod 263).
Hobunu cmo mga mm 131 Huje TpaskeHM MOpPemaK, TAKO Oa je oaroBop 262.

Bpoj 247 =13-19 je caoxen. IIposBepumo rana je 2" + 1 memuBo ca 13, a kama ca 19.
e Ilo monyny 13 Hu3 cremena aBOjke je 1,2,4,8,3,677 11,9,5,10,7,1,..., ¢ mepuomom 12. Bu-
mumo ma 13 | 2" + 1 ako u camo ako je n =6 (mod 12).
e Ilo momyny 19 mu3 crenmena mBojre je 1,2,4,8,16,13,7,14,9,/18|,17,15,11,3,6,12,5,10,1,..., ¢
nepuomom 18, Te 19 | 2" 4+ 1 ako u camo ako je n =9 (mod 18).

MebyTuwm, Hujenan 6poj n He 3amK0BObaBa ucToBpeMero n =6 (mod 12) u n =9 (mod 18) (u3 npse
KOHI'DYEHIUje CIeaX Oa je n HapHO, a U3 APyre Aa je HEeIapHO), Ia TPaKeHO N He HOCTO]U.
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