
ITM – Diskretna matematika

:::::::: Duxan �uki� ::::::::

4. Teorija brojeva

4.1. Deǉivost

Centralni pojam u teoriji brojeva je geǉivosx̄̄. Mi u ovom kursu podrazumevamo da je refe-
rentni skup Z (skup celih brojeva):

Definicija 4.1. Ceo broj b je geǉiv celim brojem a 6= 0 (tj. a geli b) ako je i koliqnik b
a = q ceo

broj, tj. b = q · a za neko q ∈ Z. Tada kaжemo da je a gelilac broja b i zapisujemo kao a | b.

U stvari, pojam deǉivosti ima smisla u svakom skupu koji je opskrbǉen operacijom mnoжeǌa.
Napredna teorija brojeva se uobiqajeno bavi deǉivox�u na nekim maxtovitim skupovima, kao
xto je npr. skuī̄ Gausovih celih brojeva Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z}, gde je i imaginarna jedinica. S
druge strane, deǉivost na skupu realnih brojeva R je potpuno nezanimǉiva, jer tamo se bilo xta
moжe deliti bez ostatka bilo qime osim nulom.

Nekoliko trivijalnih svojstava deǉivosti:

(i) ako a | b i b 6= 0, onda je |b| > |a|;
(ii) ako a | b i b | c, onda a | c;
(iii) ako a | b i a | c, onda a | mb+ nc za sve m,n ∈ Z;

(iv) ako a | b i b | a, onda je a = ±b;

(v) ako a | b i c | d, onda ac | bd.

Onda kada a nije deǉivo sa b, pribegavamo deǉeǌu sa ostatkom.

Tvr�eǌe 4.1. Neka je a ceo i b prirodan broj. Tada postoje jedinstveni celi brojevi q i r takvi
da je

a = b · q + r, gde je 0 6 r < b.

Broj q se naziva koliqnikom, a r osx̄̄ax̄̄kom pri deǉeǌu a sa b.

Dokaz. Uslov 0 6 r = a− bq < b je ekvivalentan sa bq 6 a < bq + b, tj. sa q 6
a
b < q + 1, xto znaqi da

je q = ⌊a
b ⌋. Odavde sledi i postojaǌe i jedinstvenost odgovaraju�ih brojeva q i r.

Primer 4.1. Deǉeǌe broja 100 brojem 25 da�e koliqnik 4 i ostatak 0 (100 = 4 · 25).
Deǉeǌe broja 100 brojem 29 da�e koliqnik 3 i ostatak 13 (100 = 3 · 29 + 13).

Primer 4.2. Da li je broj 258 + 1 deǉiv brojem 229 + 215 + 1?

Rexeǌe. Dati broj moжemo zapisati ovako:

258 + 1 = 258 + 2 · 229 + 1− 230 = (229 + 1)2 − (215)2 = (229 + 215 + 1)(229 − 215 + 1).

Posmatrajmo dva cela broja a i b koji nisu oba nule. Broj 1 je svakako jedan ǌihov zajedniqki
delilac (ali ne nuжno najve�i). Tako�e, ako je ab 6= 0, broj |ab| je ǌihov zajedniqki sadrжalac
(ne nuжno najmaǌi)

Definicija 4.2. Najve�i zajegniqki gelilac (NZD) brojeva a i b je najve�i prirodan broj d koji
deli i a i b.
Oznaqavamo ga sa d = nzd(a, b) ili, ako ne postoji mogu�nost zabune, samo d = (a, b).

Ako je nzd(a, b) = 1, kaжemo da su a i b uzajamno ī̄rosx̄̄i.

Najmaǌi zajegniqki sagrжalac (NZS) brojeva a i b je najmaǌi prirodan broj s broj koji je
deǉiv i sa a i sa b.
Oznaqavamo ga sa s = nzs(a, b) ili, ako ne postoji mogu�nost zabune, samo s = [a, b].
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Obe definicije se oqigledno mogu proxiriti i na vixe celih brojeva a1, a2, . . . , an. Tako�e,
moжemo da smatramo da su svi dati brojevi pozitivni - promena znaka ne utiqe na vrednosti NZD
i NZS.

Dakle, kako odrediti najve�i zajedniqki delilac datih brojeva a i b? Za poqetak, primetimo
da za svako n ∈ N vaжi

(a, b) = (a−nb, b).

Zaista, ako d | b, onda d | a ako i samo ako d | a − nb. Dakle, ako a podelimo sa b sa ostatkom:
a = bq + r, 0 6 r < b, onda je (a, b) = (b, a−qb) = (b, r). Ovako problem sa brojevima a i b (a > b)
svodimo na problem s maǌim brojevima. To je osnova Eukligovo ı̄1 al ı̄orix̄̄ma:

• Oznaqimo r0 = a i r1 = b.

• Ako su dati ri−1 i ri, pri qemu je ri 6= 0, oznaqimo sa ri+1 ostatak pri deǉeǌu ri−1 sa ri.
Nastavimo ovaj postupak sve dok po prvi put ne dobijemo rn+1 = 0.

• Tako dobijamo opadaju�i niz r0 > r1 > r2 > · · · > rn > rn+1 = 0. Tada je d = rn.

Zaista, po prethodnom vaжi (a, b) = (r0, r1) = (r1, r2) = (r2, r3) = · · · = (rn, rn+1) = rn.

Primer 4.3. Odrediti NZD brojeva 518 i 851 pomo�u Euklidovog algoritma.

Rexeǌe. Ovde je r0 = 851 i r1 = 518. Sprovodimo niz deǉeǌa sa ostatkom:

851 = 1 · 518 + 333 ⇒ r2 = 333;
518 = 1 · 333 + 185 ⇒ r3 = 185;
333 = 1 · 185 + 148 ⇒ r4 = 148;
185 = 1 · 148 + 37 ⇒ r5 = 37;
148 = 4 · 37 + 0 ⇒ r6 = 0 ⇒ (851, 518) = r5 = 37.

Pri tome je
37 = 185− 148

= 185− (333− 185) =2 · 185− 333
= 2(518− 333)− 333 =2 · 518− 3 · 333
= 2 · 518− 3(851− 518) =5 · 518− 3 · 851.

Mada se u praksi moжe i optimizovati, Euklidov algoritam je teorijski veoma znaqajan.

4.2. Prosti brojevi

Mnogi prirodni brojevi mogu se predstaviti kao proizvod dva ili vixe maǌih: npr. 60 =
6 · 10 = (2 · 3) · (2 · 5) = 22 · 3 · 5. Onda kada to nije mogu�e uqiniti, req je o ,,prostom” broju.

Definicija 4.3. Prirodan broj p > 1 je ī̄rosx̄̄ ako nije deǉiv nijednim prirodnim brojem, osim
brojem 1 i samim sobom.

Prirodan broj ve�i od 1 je sloжen ako nije prost.

Broj 1 se ne smatra ni prostim ni sloжenim: on je, jednostavno, neutralan element i mnoжeǌe
ili deǉeǌe ǌime nema znaqaj.

Ponovǉeno rastavǉaǌe prirodnog broja i ǌegovih qinilaca na maǌe qinioce zavrxi�e se
tako xto �e svi qinioci biti prosti, tj. ne�e se mo�i daǉe rastavǉati. Rastavǉaǌe prirodnog
broja na proste qinioce zove se kanonska fakx̄̄orizacija. Ispostavǉa se da svaki broj ima taqno
jednu kanonsku faktorizaciju (rastavǉaǌa koja se razlikuju samo u rasporedu qinilaca smatraju
se istim). Poxto dokaz ovog tvr�eǌa poqiva na Euklidovom algoritmu, prvo �emo navesti neke
ǌegove posledice.

Tvr�eǌe 4.2. (a) Za sve a, b ∈ N postoje celi brojevi x i y takvi da je nzd(a, b) = ax+ by.

(b) Ako d | a i d | b (gde su d, a, b celi brojevi), onda tako�e d | nzd(a, b).
(v) Za sve a, b, c ∈ N vaжi nzd(ca, cb) = c · nzd(a, b).
(g) Ako c | ab i nzd(c, a) = 1, onda c | b.
(d) Ako je p prost broj i p | ab, onda p | a ili p | b.

1Eυκλειδης (IV-III vek p.n.e), tajanstveni starogrqki matematiqar
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Dokaz. (a) Ovo je demonstrirano u primeru 4.3.

(b) Ako d | a i d | b, onda d | ax+ by = nzd(a, b) za pogodno odabrane x, y.

(v) Ako se r0 = a i r1 = b u Euklidovom algoritmu pomnoжe sa c, svaki od qlanova ri se mnoжi
sa c. To vaжi i za posledǌi nenula qlan, koji je jednak c · nzd(a, b), odnosno nzd(ca, cb).

(g) c | ba ⇒ c | nzd(bc, ba) = b · nzd(c, a) = b.

(d) Ako p | ab i p ∤ a, onda je nzd(p, a) = 1, pa iz dela (g) sledi p | b.

Sada je na redu dokaz da je kanonska faktorizacija jedinstvena.

Tvr�eǌe 4.3 (Osnovna x̄̄eorema arix̄̄mex̄̄ike). Svaki prirodan broj se na jedinstven naqin moжe
predstaviti u obliku proizvoda prostih brojeva.

Dokaz. Ve� znamo da se n moжe rastaviti na proste faktore. Treba da pokaжemo da se svaka dva
ovakva rastavǉaǌa broja n mogu razlikovati samo u poretku. Dakle, neka je

n = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm.

Poxto p1 | q1q2 · · · qm, bar jedan od prostih faktora qi mora biti deǉiv sa p1 (tvr�eǌe 4.2(d)),
tj. jednak p1. Moжemo da ga skratimo i nastavimo postupak.

Ako su nam poznate kanonske faktorizacije dvaju brojeva, odre�ivaǌe ǌihovog NZD ili NZS
postaje trivijalno.

Tvr�eǌe 4.4. Neka su a = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k i b = p
β1

1 p
β2

2 · · · pβk

k prirodni brojevi, pri qemu su p1, . . . , pk
razliqiti prosti brojevi, a neki od eksponenata αi, βi mogu biti i nula. Tada je

nzd(a, b) = p
min{α1,β1}
1 · · · pmin{αk,βk}

k i nzs(a, b) = p
max{α1,β1}
1 · · · pmax{αk,βk}

k .

Dokaz. Broj d =
∏k

i=1 p
min{αi,βi}
i oqigledno deli i a i b. S druge strane, brojevi a

d i b
d su uzajamno

prosti, pa je nzd(a, b) = d · nzd(ad , b
d ) = d.

Sliqno se proverava i jednakost sa NZS.

Primer 4.4. Kanonske faktorizacije brojeva a = 3000 i b = 5040 su

3000 = 23 · 31 · 53 ✓✓·7
0 ,

5040 = 24 · 32 · 51 · 71.
Odavde nalazimo

nzd(3000, 5040) = 23 · 31 · 51 · 70 = 120,

nzs(3000, 5040) = 24 · 32 · 53 · 71 = 126000.

Prosti brojevi su istinski fascinantni objekti. Jox je Euklidu bilo poznato da ih ima
beskonaqno mnogo:

Tvr�eǌe 4.5. Skup prostih brojeva je beskonaqan.

Dokaz. Pretpostavimo da je konaqan. Dakle, moжemo da izlistamo sve proste brojve: p1, p2, . . . , pn.
A sad posmatrajmo broj P = p1p2 · · · pn + 1. On je ve�i od svih navedenih prostih brojeva, pa
mora biti sloжen. Me�utim, on pri deǉeǌu svakim prostim brojem daje ostatak 1, pa nije
deǉiv nijednim od ǌih, xto je kontradikcija.

Me�utim, niz prostih brojeva ne pokazuje nikakvu pravilnost, tako da nema lakog naqina
da proverimo da li je dati veliki broj prost ili mu na�emo kanonsku faktorizaciju. Mnogi
matematiqari su uloжili qitavu svoju karijeru ne bi li bar malo odgonetnuli proste brojeve,
ali svi ǌihovi rezultati su samo asimptotski, a qesto i odudaraju od heuristiqkih podataka za
vixe redova veliqine. Navodimo bez dokaza dva klasiqna rezultata o prostim brojevima:

Teorema o ī̄rosx̄̄im brojevima. Oznaqimo sa π(x) broj prostih brojeva ne ve�ih od x. Tada je
π(x) ∼ x

ln x , tj. limx→+∞ π(x) · ln x
x = 1.

Dirihleova x̄̄eorema. Ako su a i d > 0 uzajamno prosti celi brojevi, onda u aritmetiqkoj progre-
siji a, a+ d, a+ 2d, . . . ima beskonaqno mnogo prostih brojeva.
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Ako je zadati prirodan broj n sloжen, tj. n = ab za neke brojeve 1 < a 6 b, onda je svakako
a2 6 n, tj. n ima delioca a 6

√
n. Znaqi, ako nas zanima samo da li je broj n prost, dovoǉno je da

proverimo ima li delilaca me�u (prostim) brojevima ne ve�im od
√
n. Me�utim, u praksi je to

veoma texko izvesti ve� ako broj n ima vixe od dvadesetak cifara.

Jedan od prvih algoritama za pronalaжeǌe svih prostih brojeva do neke granice N bilo je
Erax̄̄osx̄̄enovo2 six̄̄o. Znaqajno boǉih algoritama ove vrste zapravo i nema:

• Napiximo sve brojeve od 2 do N .

• Broj 2 je prost; uokvirimo ga, a sve ostale brojeve deǉive sa 2 (tj. svaki drugi) precrtajmo.

• Najmaǌi neprecrtan broj (3) je prost; uokvirimo ga, a sve ostale brojeve deǉive sa 3 precr-
tajmo (tj. svaki tre�i, qak i ako su ve� precrtani).

• Nastavimo ovaj postupak sve dok svi brojevi do ⌊
√
N⌋ ne budu precrtani ili uokvireni.

Kada se algoritam zavrxi, prosti brojevi �e biti upravo oni koji ostanu neprecrtani.

Primer 4.5. (a) Eratostenovo sito pokazuje da ima taqno 25 prostih brojeva od 2 do 100. Sloжeni
brojevi deǉivi sa 2, 3, 5 i 7 precrtani su redom u pravcima →,ր, ↑,տ. Prosti su uokvireni.
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(b) Broj 10007 je prost. Naime, da je sloжen, morao bi da ima bar jedan prost faktor maǌi od
100, ali nije texko testirati navedenih 25 prostih brojeva i videti da nije deǉiv nijednim.

(v) Ovaj ogromni broj sa 100 cifara je prost:

1.234.567.890.123.456.789.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000
.000.133.556.804.790.000.000.000.000.000.000.000.000.000.012.247.

Ali to je provereno jednim naprednijim algoritmom. Testiraǌe deǉivosti prostim broje-
vima do 50 cifara za danaxǌe raqunare bilo bi qak i u teoriji neizvodǉivo.

4.3. Kongruencije

Znamo da cele brojeve moжemo podeliti na parne i neparne u skladu sa ǌihovim ostatkom pri
deǉeǌu sa 2. Na sliqan naqin, brojeve moжemo klasifikovati i u skladu sa ostatkom pri deǉeǌu
ma kojim brojem n ∈ N. Tako dolazimo do pojma kon ı̄ruencije koji je uveo Gaus3.

Definicija 4.4. Celi brojevi a i b su kon ı̄ruenx̄̄ni ī̄o mogulu n (n ∈ N) ako daju isti ostatak pri
deǉeǌu sa n, tj. ako je razlika a− b deǉiva sa n. To oznaqavamo sa a ≡ b (mod n).

Oqigledno je da je kongruentnost po modulu datog broja n relacija ekvivalencije. U odnosu
na ǌu, skup celih brojeva se raspada na n klasa ekvivalencije - klasa osx̄̄ax̄̄aka. Kada kaжemo
,,po modulu n”, mislimo na ostatak pri deǉeǌu na n, tj. na klasu ostataka. Svakom od n mogu�ih
ostataka pri deǉeǌu sa n odgovara po jedna klasa.

Kongruencije se slaжu sa sabiraǌem i mnoжeǌem:

Tvr�eǌe 4.6. Neka su a, b, c, d celi i m,n prirodni brojevi.

(a) Ako je a ≡ b (mod n), onda je i a ≡ b (mod m) kad god m | n.
(b) Ako je a ≡ b (mod n) i c ≡ d (mod n), onda je a± c ≡ b± d (mod n) i ac ≡ bd (mod n).

(v) Vaжi P (a) ≡ P (b) (mod n) za svaki polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima.

(g) Ako je ma ≡ mb (mod n) i nzd(m,n) = 1, onda je i a ≡ b (mod n).

Dokaz. (a) a ≡ b (mod n) ⇒ m | n i n | a− b ⇒ m | a− b ⇒ a ≡ b (mod m).

(b) Iz n | a− b i n | c− d sledi n | (a+c)− (b+d) i n | (a−b)c+ b(c−d) = ac− bd.

(v) Sledi iz (a) i (b).

(g) Ako n | ma−mb = m(a− b) i nzd(m,n) = 1, po tvr�eǌu 4.2(g) sledi n | a− b.

2Eρατoσθενης (276-194 p.n.e), starogrqki nauqnik
3Carl Friedrich Gauß (1777-1855), nemaqki matematiqar
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Tvr�eǌe 4.5(g) nije taqno ako se izostavi uslov nzd(m, a) = 1. Na primer, iako je 2 · 3 ≡ 2 · 8
(mod 10), ne vaжi 3 ≡ 8 (mod 10).

Primer 4.6. Izraqunajmo ostatak koji daje 360 pri deǉeǌu sa 97. Imamo redom

35 = 243 ≡ 49 (mod 97), 310 ≡ 492 = 2401 ≡ −24 (mod 97), 320 ≡ (−24)2 = 576 ≡ −6 (mod 97)

i, najzad, 360 ≡ (−6)3 = −216 ≡ 75 (mod 97).

Poxto u jednoj klasi ostataka svi brojevi daju isti ostatak pri deǉeǌu sa n, ima smisla iz
svake klase odabrati po jednog predstavnika. Tako �emo dobiti potpun sistem ostataka.

Definicija 4.5. Celi brojevi a1, a2, . . . , am qine ī̄ox̄̄ī̄un sisx̄̄em osx̄̄ax̄̄aka po modulu n ako daju
svaki ostatak taqno po jednom.

Ako brojevi a1, a2, . . . , am daju samo ostatke uzajamno proste sa n, i to svaki takav ostatak po
jednom, oni qine svegen sisx̄̄em osx̄̄ax̄̄aka po modulu n.

Poxto svaka klasa ostataka ima beskonaqno mnogo elemenata, sistema ostataka, kako potpunih
tako i svedenih, ima beskonaqno mnogo.

Primer 4.7. (a) Pri deǉeǌu sa 10 mogu�i ostaci su 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Skup {−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2,
3, 4, 5} daje svaki od ovih ostataka po jednom, te je on potpun sistem ostataka po modulu 10.
Ima i maxtovitijih primera, npr. {0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27}.
S druge strane, jedini ostaci koji su uzajamno prosti sa 10 su 1, 3, 7 i 9. Zato je npr.
{−3,−1, 1, 3} sveden sistem ostataka po modulu 10, jer svaki od ovih ostataka daje po jednom.

Jasno je da potpun sistem ostataka po modulu n ima taqno n elemenata. Sveden sistem ostataka
ima maǌe od n elemenata, ali koliko taqno? Ubrzo �e nam zatrebati odgovor na ovo pitaǌe.

Definicija 4.6. Za dati prirodan broj n, Ojlerova4 funkcija ϕ(n) predstavǉa broj elemenata u
svedenom sistemu ostataka po modulu n.

Drugim reqima, ϕ(n) je broj prirodnih brojeva ne ve�ih od n i uzajamno prostih sa n.

Tvr�eǌe 4.7. Ako je n = pr11 pr22 · · · prkk kanonska faktorizacija broja n ∈ N (gde su p1, . . . , pk razliqiti
prosti brojevi, a eksponenti αi strogo pozitivni), onda je ϕ(n) dato formulom

ϕ(n) = n · p1−1

p1
· p2−1

p2
· . . . · pk−1

pk
.

Dokaz. Koristi�emo formulu ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa. Oznaqimo sa Ai (1 6 i 6 k) skup brojeva od
1 do n koji su deǉivi prostim brojem pi. Jasno je da je |Ai| = n

pi
. Xtavixe, presek m skupova

Ai1 , . . . , Aim (m 6 k) sastoji se od brojeva deǉivih sa pi1 · · · pim , pa je

|Ai1 ∩ · · · ∩ Aim | = n

pi1 · · · pim
.

Prema tome, kardinalnost skupa {1, 2, . . . , n} \ (A1 ∪ · · · ∪ Ak) je

n−
∑ n

pi
+
∑ n

pi1pi2
−
∑ n

pi1pi2pi3
+ · · ·+ (−1)k

n

p1p2 · · · pk
= n

(

1− 1

p1

)(

1− 1

p2

)

· · ·
(

1− 1

pk

)

.

Primer 4.8. (a) Ako je p prost broj, onda je ϕ(p) = p− 1.

(b) Ako je p prost i n prirodan broj, vaжi ϕ(pn) = pn−1(p− 1).

(v) Poxto je 7! = 5040 = 24 · 32 · 5 · 7, imamo ϕ(5040) = 5040(1−1
2 )(1−1

3 )(1− 1
5 )(1− 1

7 ) = 1152.

Tvr�eǌe 4.8. Neka je a uzajamno prosto sa n. Ako je skup {a1, a2, . . . , am} (a) potpun ili (b) sveden
sistem ostataka po modulu n, onda je to i skup {aa1, aa2, . . . , aan}.

Dokaz. (a) Ako brojevi a1, . . . , am daju me�usobno razliqite ostatke po modulu n, onda i brojevi
aa1, . . . , aam daju me�usobno razliqite ostatke. Zaista, ako je aai ≡ aaj (mod n) za neke i 6= j,
onda je i ai ≡ aj (mod n) po tvr�eǌu 4.5(g).

(b) Sliqan dokaz, uz primedbu da ako je nzd(ai, n) = 1, onda je i nzd(aai, n) = 1.

4Leonhard Euler (1707-1783), xvajcarski matematiqar
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Iz tvr�eǌa 4.7 moжemo da zakǉuqimo da, ako je nzd(a, n) = 1, brojevi 0, a, 2a, . . . , (n − 1)a qine
potpun sistem ostataka po modulu n, tj. me�u ǌima se nalaze svi mogu�i ostaci, i to po jednom.
Izme�u ostalog, i jedinica je me�u ǌima, tj. postoji taqno jedan broj b ∈ {0, 1, . . . , n− 1} takav da
je ab ≡ 1 (mod n).

Definicija 4.7. Neka su a i n > 0 uzajamno prosti celi brojevi. Ceo broj b takav da je ab ≡ 1
(mod n) (zapravo, ǌegova klasa ostataka) zove se mulx̄̄iī̄likax̄̄ivni inverz broja a po modulu
n. U pojedinim kontekstima za ǌega se koristi oznaka a−1.

Primer 4.9. Ispiximo multiplikativne inverze brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 po modulu 11:

1−1≡1, 2−1≡6, 3−1≡4, 4−1≡3, 5−1≡9, 6−1≡2, 7−1≡8, 8−1≡7, 9−1≡5, 10−1≡10.

Ovako se brojevi 2, 3, . . . , 9 dele u parove {2, 6}, {3, 4}, {5, 9}, {7, 8}, pri qemu je u svakom paru
neki broj i ǌegov inverz, tj. proizvod je kongruentan 1 (mod 11).

Ako je nzd(a, n) = 1, na osnovu tvr�eǌa 4.2(a) postoje celi brojevi x i y takvi da je ax+ny = 1.
Tada je ax ≡ 1 (mod n), tj. x je multiplikativni inverz broja a po modulu n.

Primer 4.10. Na�imo multiplikativni inverz broja 358 po modulu 997 Euklidovim algoritmom:

281 = 997− 2 · 358
77 = 358− 1 · 281 = 358− (997− 2 · 358) = −997 + 3 · 358
50 = 281− 3 · 77 = (997− 2 · 358)− 3(−997 + 3 · 358) = 4 · 997− 11 · 358
27 = 77− 1 · 50 = (−997 + 3 · 358)− (4 · 997− 11 · 358) = −5 · 997 + 14 · 358
23 = 50− 1 · 27 = (4 · 997− 11 · 358)− (−5 · 997 + 14 · 358) = 9 · 997− 25 · 358
4 = 27− 1 · 23 = (−5 · 997 + 14 · 358)− (9 · 997− 25 · 358) = −14 · 997 + 39 · 358
3 = 23− 5 · 4 = (9 · 997− 25 · 358)− 5(−14 · 997 + 39 · 358) = 79 · 997− 220 · 358
1 = 4− 1 · 3 = (−14 · 997 + 39 · 358)− (79 · 997− 220 · 358) = −93 · 997 + 259 · 358

Prema tome, 358−1 ≡ 259 (mod 997). (Ujedno je i 997−1 ≡ −93 (mod 358).)

4.4. Eksponencijalne kongruencije

U ovom odeǉku posmatra�emo niz stepena nekog broja a po modulu n, gde su a i n uzajamno
prosti:

1, a, a2, a3, a4, . . . (mod n)

Taj niz je beskonaqan, te se neka vrednost mora ponoviti. Onda se moraju ponoviti i slede�a i
sve naredne, a tako�e i sve prethodne. Dolazimo da slede�eg zakǉuqka.

Tvr�eǌe 4.9. Neka su a i n (n > 0) uzajamno prosti celi brojevi. Tada postoji prirodan broj d

takav da je
ad ≡ 1 (mod n).

Niz 1, a, a2, . . . je periodiqan po modulu n sa periodom d. Drugim reqima, ai+d ≡ ai (mod n).

Dokaz. Neka je ak ≡ am (mod n) za neke k < m. Poxto je ak uzajamno prosto sa n, ovu kongruenciju
moжemo podeliti sa ak: dakle, am−k ≡ 1.

Ako je ad ≡ 1 (mod n), mnoжeǌem sa ai odmah sledi da je ai+d ≡ ai (mod n). Prema tome, nakon
prvog ponavǉaǌa ostatka 1 niz postaje periodiqan.

Definicija 4.8. Za date uzajamno proste a i n > 0, mulx̄̄iī̄likax̄̄ivni ī̄oregak (ili samo ī̄oregak)
broja a po modulu n je najmaǌe d ∈ N za koje je ad ≡ 1 (mod n), tj. najmaǌi period niza
1, a, a2, . . . po modulu n.

Primer 4.11. Niz 1, 2, 22, 23, . . . po modulu 73 daje redom ostatke 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37, 1, . . . Poqev
od prve ponovne pojave jedinice on se periodiqno ponavǉa, te je ǌegov najmaǌi period 9 -
tj. poredak broja 2 po modulu 73 je jednak 9.

Primer 4.12. Dokazati da je (a) a2− 1 deǉivo sa 8, (b) a4− 1 deǉivo sa 16 za sve neparne brojeve a.

Rexeǌe. (a) U rastavǉaǌu a2− 1 = (a− 1)(a+1) qinioci a+1 i a− 1 su dva uzastopna parna broja,
pa je bar jedan od ǌih deǉiv i sa 4. Sledi da je a2 − 1 deǉivo sa 8.

(b) Poxto je a4 − 1 = (a2 − 1)(a2 + 1), pri qemu je a2 − 1 deǉivo sa 8 a a2 + 1 je parno, sledi
da 16 | a4 − 1.
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Na osnovu tvr�eǌa 4.9, ak ≡ 1 (mod n) vaжi ako i samo ako je k deǉivo poretkom broja a po
modulu n.

Slede�a dva tvr�eǌa daju jednu vrednost d iz tvr�eǌa 4.9, ali ne obavezno najmaǌu.

Tvr�eǌe 4.10 (Fermaova5 x̄̄eorema). Ako je p proizvoǉan prost broj i a ceo broj koji nije deǉiv sa
p, onda je

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Dokaz. Skup {1, 2, . . . , p− 1} je sveden sistem ostataka po modulu p.

Skup {a, 2a, . . . , (p−1)a} je tako�e sveden sistem ostataka po modulu p. Prema tome,

ap−1(p− 1)! = a · (2a) · · · (p−1)a ≡ 1 · 2 · · · (p−1) = (p− 1)! (mod p).

Skra�ivaǌem izraza (p− 1)! (budu�i uzajamno prostog sa p) sledi ap−1 ≡ 1 (mod p).

Fermaova teorema se ponekad zove ,,Malom” Fermaovom teoremom, kako se ne bi pobrkala sa
quvenom ,,Velikom Fermaovom teoremom”:

• Ako je n > 3 prirodan broj, jednaqina xn + yn = zn nema rexeǌa u prirodnim brojevima.

,,Velika” teorema zapravo nije bax Fermaova, poxto je ǌegov navodni dokaz (ostavio nas je samo
s poznatom napomenom: ,,Naxao sam prelep dokaz, ali ne moжe da stane na ovu marginu”) gotovo
sigurno bio pogrexan. Dokazana je tek 1995. posle vixevekovnih napora koji su vodili zasnivaǌu
i razvoju qitavih novih grana matematike, ali to je ve� druga priqa.

Opxtije tvr�eǌe za sloжene module glasi ovako.

Tvr�eǌe 4.11 (Ojlerova x̄̄eorema). Ako je n prirodan broj i a ceo broj uzajamno prost sa n, onda je

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz. Analogno dokazu Fermaove teoreme.

Slede�e tvr�eǌe je direktna posledica Ojlerove teoreme.

Tvr�eǌe 4.12. Poredak celog broja a po modulu n ∈ N je delilac broja ϕ(n).

Primer 4.13. Po Ojlerovoj teoremi poredak svakog neparnog broja po modulu 16 deli ϕ(16) = 8.

U primeru 4.12 je, me�utim, dokazano i vixe od toga: poredak po modulu 16 uvek deli 4.

4.5. Uvodna kriptografija

Poznati matematiqar Hardi6, specijalizovan za teoriju brojeva, jednom je napisao: ,,Teorija
brojeva se oduvek smatra jednom od najoqiglednije beskorisnih grana matematike.” U nastavku
je, me�utim, ovako objasnio izraz ,,beskorisna”:

,,Nauku zovemo korisnom ako ǌen razvoj podstiqe postoje�e razlike u raspodeli bogat-
stva, ili jox direktnije potpomaжe unixtavaǌe ǉudskog жivota. Ja nikad nisam uradio
nixta korisno. Moja otkri�a nisu ni na koji naqin uticala, a verovatno i ne�e, na
ustrojstvo civilizacije.

Hardi se verovatno ni danas ne bi predomislio, jer izgleda da sve xto bi nam moglo qiniti
dobro, moжe se iskoristiti i da nam naxkodi. Ipak, u jednom je pogrexio: danas i teorija
brojeva ima primene, najpre u kriptografiji.

Kriī̄x̄̄o ı̄rafija izuqava naqine skrivaǌa informacija, tj. xifrovaǌa poruke kako bi se zaxti-
tila od neжeǉenih pogleda. Onaj kome je poruka nameǌena mora da ima kǉuq za gexifrovaǌe. Jasno
je koliko je u ratu to vaжno, ali i internet je bez toga nezamisliv: na primer, ako xaǉete broj
kreditne kartice, ciǉ kriptografije je da ga xifruje tako da samo trgovac moжe da ga proqita.

Moжe se smisliti mnogo naqina da se poruka xifruje. Jedan od najjednostavnijih je Cezarova
xifra, poznata jox Juliju Cezaru - svako slovo se zameni nekim drugim slovom: na primer,
zamenimo svako slovo A sa �, B sa M, itd. Taj metod nije naroqito dobar: ako je poruka iole

5Pierre de Fermat (1607?-1665), francuski advokat; amaterski se bavio matematikom i proslavio u ǌoj
6Godfrey Harold Hardy (1877-1947), engleski matematiqar
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duжa, statistiqka analiza bi razbila xifru (npr. u srpskom jeziku je najqex�e slovo A, a u
poruci ima mnogo slova �. . . ).

Svakako, slova moжete da pretvorite u brojeve. Na primer, slovima A,B,V,. . . ,X mogu da
odgovaraju brojevi 1, 2, 3, . . . , 30. Na taj naqin svakoj slovnoj poruci odgovara neki broj. Zato
nadaǉe sve poruke smatramo brojevima. Ako je poruka predugaqka, uvek je moжemo rastaviti na
delove.

Slede�i primer daje jednostavan naqin xifrovaǌa brojevnih poruka pomo�u kǉuqa.

Primer 4.14. Pretpostavimo da жelite da trgovcu poxaǉete poruku (broj vaxe kartice) koja glasi

m = 4444333322223333.

Dogovori�ete se da koristite prost broj p = 27873875078709719 i faktor a = 123456 .
Trgovcu umesto broja m xaǉete vrednost x = a ·m (mod p). Tako xifrovana poruka glasi

x = 123456 · 4444333322223333 (mod 27873875078709719) = 10257579081690052 .

Da bi je dexifrovao, trgovcu je dovoǉno da na�e inverz a−1 broja a po modulu p. Tada je
m = a−1 · x (mod p).

U prethodnom primeru brojevi p i a predstavǉaju kǉuq. Ako i neko tre�i zna kǉuq, vaxe
poruke vixe nisu bezbedne.

Dakle, sve ove metode prati jedan ozbiǉan problem - ako umete da xifrujete, umete i da
dexifrujete. Ako neko uhvati poruku u kojoj se s trgovcem dogovarate o metodu xifrovaǌa, ima
sve xto mu je potrebno da vam napravi nevoǉu. Zato nam treba metod xifrovaǌa koji ne odaje
kǉuq. Tako bi trgovac mogao i da ga objavi u novinama, a da ipak samo on moжe da dexifruje.
To bi se zvalo kriī̄x̄̄o ı̄rafija s javnim kǉuqem.

Najjednostavniji metodi xifrovaǌa s javnim kǉuqem koriste eksponencijalne kongruencije.
Primer koji sledi je jedna implementacija Difi-Helmanove razmene kǉuqa.

Neka je p prost broj. Poznato je (mada dokaz nije teжak, ovog puta �u ga preskoqiti) da postoji
broj g qiji je poredak po modulu p taqno p− 1 - ovo g se zove ī̄rimix̄̄ivan koren. To znaqi da niz
1, g, g2, . . . , gp−2 qini sveden sistem ostataka po modulu p.

• Anka i Branka se javno dogovore da koriste veliki prost broj p i primitivan koren g.

• Anka bira tajni broj a i xaǉe Branki broj A = ga po modulu p.

• Branka bira tajni broj b i xaǉe Anki broj B = gb po modulu p.

• Sada i Anka i Branka znaju broj x = gab = Ab = Ba po modulu p. To je ǌihov x̄̄ajni kǉuq.

Brojevi p, g, ga (mod p) i gb (mod p) qine javni kǉuq. S druge strane, nije poznat nijedan algori-
tam koji na osnovu ovih vrednosti efikasno pronalazi tajni kǉuq x. Ovaj kǉuq Anka i Branka
ubudu�e mogu da koriste da xifruju i dexifruju svoje poruke.

Primer 4.15. Javne brojeve �emo uokviriti. Razglasi�emo nax izbor brojeva p i g:

p = 294017833605229 i g = 2 .

(Pitaǌe: kako biste najlakxe proverili da g zaista jeste primitivan koren po modulu p?).

Anka i Branka biraju tajne brojeve a = 156367924220121 i b = 65463550869546, ali jedna drugoj
xaǉu brojeve {

2a ≡ A = 74364004319478

2b ≡ B = 115408895971512

}

(mod 294017833605229).

Broj a zna samo Anka, broj b samo Branka, te tajni kǉuq x mogu da na�u samo ǌih dve:

115408895971512a ≡ 74364004319478b ≡ x = 270641540063119 (mod 294017833605229).

Slede�i metod xifrovaǌa s javnim kǉuqem, poznat kao RSA al ı̄orix̄̄am, opisan je 1977. i danas
je u xirokoj upotrebi.

• Trgovac odabere dva ogromna prosta broja p i q, koje �e quvati u tajnosti, i pomnoжi ih:
n = pq. On sada zna i broj ϕ(n) = (p− 1)(q − 1).

• Trgovac bira broj e uzajamno prost sa ϕ(n) i izraqunava inverz d = e−1 po modulu ϕ(n).
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• Trgovac obznaǌuje javni kǉuq: brojeve n i e. ǋegov x̄̄ajni kǉuq je broj d, koji quva u tajnosti.

• Ako je broj kupqeve kreditne kartice x (x < n), on xaǉe trgovcu broj m ≡ xe (mod n).

Znaju�i m, trgovac lako nalazi broj x: poxto je de ≡ 1 (mod ϕ(n)), vaжi md ≡ xde ≡ x (mod n).

S druge strane, da bi haker dexifrovao poruku, neophodan mu je tajni kǉuq d, a ǌega moжe
na�i samo ako zna ϕ(n). Da bi, pak, doxao do vrednosti ϕ(n), on mora da rastavi broj n na proste
qinioce p i q, xto je veoma texko.

Primer 4.16. Recimo da kupac ima poruku x = 4444333322223333 (npr. ǌegov broj kartice). Trgovac
bira (u praksi nedovoǉno velike) proste brojeve p = 113309689 i q = 4302205157. Tada je

n = 487481528353866173

ϕ(n) = 487481523938351328 = 25 · 3 · 37 · 113 · 127601 · 9518153.

Daǉe �e odabrati e = 65537 = 216 + 1 . Brojevi n i e su javni.

Poxto trgovac zna broj ϕ(n), inverz d broja e po modulu ϕ(n) na�i �e Euklidovim algorit-
mom:

d = 65537−1 (mod 487481523938351328) = 230772148254991073.

Kupac mu xaǉe xifrovanu poruku m:

444433332222333365537 ≡ m = 324982529177796209 (mod 487481528353866173).

Samo trgovac moжe lako da odredi x: x ≡ md (mod n). Niko drugi nema tajni kǉuq d.

U nekim sluqajevima RSA-algoritam je podloжan hakerskim napadima. Na primer, u praksi
poruka qesto poqiǌe ili se zavrxava na neki predvidǉiv naqin (npr. ,,Vaxa ekselencijo”, ,,Iz-
vextaj” itd.), xto xifru qini raǌivom. Zato se poruka po pravilu dopuǌuje nekim bezveznim
tekstom (to se na engleskom zove padding).

Glavno je da prosti brojevi p i q budu zaisx̄̄a veliki - da imaju po vixe stotina cifara. Ako
ih ne odaberemo dobro, neko bi mogao da rastavi broj n na proste qinioce u realnom vremenu. Na
primer, u slede�im sluqajevima su poznati efikasni napadi na xifru:

− Ako su p i q me�usobno bliski (|p − q| < 2n1/4) ili brojevi p − 1 i q − 1 imaju male proste
delioce, postoje algoritmi koji znaqajno olakxavaju faktorizaciju broja n.

− Ne smemo da dopustimo da bude xe < n (ako je m = xe, haker ima lak posao).

− Ako je broj d mali (d < 1
3n

1/4) i p < q < 2p, postoje efikasni algoritmi koji nalaze d.

− Mada nije poznato da odabir malog e (npr. e = 3) predstavǉa problem, qest izbor je e = 65537.

4.6. Zadaci

1. Ako je p > 5 prost broj, dokazati da je jedan od brojeva p2 + 4 i p2 + 6 deǉiv sa 5.

2. Napisati kanonsku faktorizaciju broja (a) 20!; (b)
(

20
10

)

.

3. Koliko je ϕ(ϕ(ϕ(510)))?

4. Koliko delilaca (me�u prirodnim brojevima) ima broj 2520?

5. Koji je najve�i eksponent n takav da je 100! deǉivo sa 12n?

6. Na�i sve parove prirodnih brojeva x, y za koje vaжi xy = 9x− 3y + 1.

7. Izraqunati nzd(8n+ 3, 13n+ 5), gde je n = 2100.

8. Na�i bar jedan prirodan broj N takav da su svi brojevi N,N +1, N +2, . . . , N+1000 sloжeni.

9. Dokazati da za sve prirodne brojeve a i b vaжi nzd(a, b) · nzs(a, b) = a · b.

10. Rexiti jednaqinu 25x− 36y = 7 u skupu celih brojeva.

11. Na�i multiplikativne inverze brojeva 15, 16 i 17 po modulu 1001.

12. Ako su a i b prirodni brojevi i 5a+7b je deǉivo sa 43, dokazati da je i 4a− 3b deǉivo sa 43.
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13. (a) Ako je n > 4 sloжen broj, dokazati da n | (n− 1)!.

(b) (Vilsonova7 x̄̄eorema) Ako je p prost broj, dokazati da vaжi (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

14. (a) Ako m | n, dokazati da am − 1 | an − 1 za svaki ceo broj a.

(b) Ako je broj 2n − 1 prost, dokazati da i broj n mora biti prost.

15. Nka je p prost broj. Ako je x ≡ y (mod p), dokazati da je xp ≡ yp (mod p2).

16. Proveriti da li je broj 2561 − 2 deǉiv sa 561. (Broj 561 = 3 · 11 · 17 je sloжen.)

17. Koja je posledǌa cifra broja 33
3
3

?

18. Na�i poredak broja 5 po modulu 263.

19. Postoji li prirodan broj n takav da je 2n + 1 deǉivo sa 247?

4.7. Rexeǌa

1. Broj p, budu�i prost, daje neki od ostataka 1, 2, 3, 4 pri deǉeǌu sa p.

- Ako je p ≡ 1 ili p ≡ 4 (mod 5), onda je p2 ≡ 1 (mod 5), pa 5 | p2 + 4.
- Ako je p ≡ 2 ili p ≡ 3 (mod 5), onda je p2 ≡ 4 (mod 5), pa 5 | p2 + 6.

2. (a) 20! = 218 · 38 · 54 · 72 · 11 · 13 · 17 · 19.
(b)

(

20
10

)

= 20!
10!2 , pri qemu kanonsku faktorizaciju 20! znamo, a 10! = 28 · 34 · 52 · 7.

Deǉeǌem 20! sa 10!2 dobijamo
(

20
10

)

= 22 · 11 · 13 · 17 · 19.

3. Koristimo tvr�eǌe 4.7. Kao prvo,

ϕ(510) = 510 · 4
5 = 22 · 59.

Daǉe je
ϕ(22 · 59) = 22 · 59 · 1

2 · 4
5 = 23 · 58 i ϕ(23 · 58) = 23 · 58 · 1

2 · 4
5 = 24 · 57.

Dakle, ϕ(ϕ(ϕ(510))) = 24 · 57.

4. Kanonska faktorizacija broja 2520 je 23 · 32 · 5 · 7. Delioci ovog broja ne mogu imati proste
faktore razliqite od 2, 3, 5, 7.

Na koliko naqina moжemo izabrati eksponente a, b, c, d > 0 tako da

2a · 3b · 5c · 7d bude delilac broja 23 · 32 · 5 · 7?

Mora biti a 6 3, b 6 2, c 6 1 i d 6 1; dakle, a se moжe odabrati na 4 naqina. b na 3, c na 2, i
d na 2. Ukupno ima 4 · 3 · 2 · 2 = 48 mogu�nosti, te je odgovor 48.

5. Poxto je 12 = 22 · 3, potrebno je odrediti s kojim stepenom se dvojke i trojke pojavǉuju u
kanonskoj faktorizaciji broja 100! = 1 · 2 · 3 · · · · · 100.
− Me�u qiniocima 1, 2, . . . , 100 ima ⌊ 100

2 ⌋ = 50 parnih, koji daju 50 dvojki;
− ǌih ⌊ 100

22 ⌋ = 25 je deǉivo i sa 22, i oni dodaju jox 25 dvojki;
− ǌih ⌊ 100

23 ⌋ = 12 je deǉivo i sa 23, i oni dodaju 12 novih dvojki, itd.
Ukupno nalazimo 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 dvojki u kanonskoj faktorizaciji broja 100!.

Sliqno, ima�emo ⌊ 100
3 ⌋+ ⌊ 100

32 ⌋+ ⌊ 100
33 ⌋+ ⌊ 100

34 ⌋ = 33 + 11 + 3 + 1 = 48 trojki.

Sve u svemu, 100! = 297 · 348 · · · = 1248 × (nexto xto nije deǉivo sa 3), pa je odgovor n = 48.

6. Izrazimo y preko x:

y =
9x+ 1

x+ 3
= 9− 26

x+ 3
.

Dakle, x + 3 mora da deli broj 26 (i ve�e je od 3), a to je mogu�e samo ako je x+ 3 = 13 ili
26. To nam daje x = 10 ili x = 23. Odgovaraju�e vrednosti y su 7 i 8.

Dakle, jedina rexeǌa (x, y) su (10, 7) i (23, 8).

7John Wilson (1741-1793), engleski matematiqar; formulisao je ovu teoremu, ali je nije dokazao
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7. Primeni�emo Euklidov algoritam:

13n+ 5 = 1 · (8n+ 3) + (5n+ 2),
8n+ 3 = 1 · (5n+ 2) + (3n+ 1),
5n+ 2 = 1 · (3n+ 1) + (2n+ 1),
3n+ 1 = 1 · (2n+ 1) + n,

2n+ 1 = 2 · n+ 1 .

Dakle, traжeni NZD je 1. Data vrednost n = 2100 je bila potpuno irelevantna.

8. Moжe li N = 1002! + 2?

Za svako i = 0, 1, 2, . . . , 1000, broj N + i = 1002!+ (i+2) je deǉiv sa i+2. Zaista, 1002! je deǉivo
svim brojevima od 2 do 1002, ukǉuquju�i i i+ 2.

9. Podsetimo se tvr�eǌa 4.4. Na osnovu ǌega je

nzd(a, b) · nzs(a, b) =
k
∏

i=1

p
min{αi,βi}+max{αi,βi}
i =

k
∏

i=1

p
αi+βi

i = a · b,

jer je eksponent min{αi, βi}+max{αi, βi} jednak αi+βi - zaista, jedan od ova dva sabirka je αi,
a drugi je βi (u zavisnosti od toga koji je ve�i).

10. Ciǉ nam je da na�emo sve cele brojeve y za koje je 11y ≡ 36y ≡ −7 (mod 25), xto radimo ovako:
ako sa 11−1 oznaqimo inverz broja 11 po modulu 25, onda mnoжeǌem sa 11−1 imamo

y ≡ 11y · 11−1 ≡ −7 · 11−1 (mod 25).

Traжimo 11−1 (mod 25). Koristi�emo Euklidov algoritam:

25 = 2 · 11 + 3 ⇒ 3 = 25− 2 · 11,
11 = 3 · 3 + 2 ⇒ 2 = 11− 3(25− 2 · 11) = 7 · 11− 3 · 25,
3 = 2 + 1 ⇒ 1 = 3− 2 = (25− 2 · 11)− (7 · 11− 3 · 25) = 4 · 25− 9 · 11.

Dakle, 11 · (−9) ≡ 1 (mod 25), tj. 11−1 ≡ −9 (mod 25). Najzad, y ≡ −7 · (−9) = 63 ≡ 13 (mod 25).

Sledi da je y = 25t + 13 za neko t ∈ Z, odakle iz 25x = 36y + 7 = 36(25t + 13) + 7 = 900t + 475
nalazimo x = 36t+ 19. Opxte rexeǌe (x, y) je (36t+ 19, 25t+ 13).

11. Uslovi 43 | 5a+7b i 43 | 4a−3b su redom ekvivalentni sa 7b ≡ −5a (mod 43) i 3b ≡ 4a (mod 43),
Ispitajmo da li iz prvog uslova obavezno sledi drugi.

Dato nam je 7b ≡ −5a (mod 43), a mnoжeǌem sa 7−1 ≡ −6 (mod 43) dobijamo b ≡ (−6)(−5)a = 30a
(mod 43). Sledi da je 3b ≡ 90a ≡ 4a (mod 43). Dokaz je zavrxen.

12. Veoma inspirativno. Odgovori su 15−1 ≡ 267, 16−1 ≡ 438 i 17−1 ≡ 530 (mod 1001).

13. (a) Ako je n sloжen broj, onda je n = ab za neke brojeve 2 6 a < b < n− 1.
Broj (n− 1)! = 1 · 2 · . . . · a · . . . · b · . . . · (n− 2)(n− 1) je oqigledno deǉiv sa a · b = n.

(b) Kao xto je pokazano u primeru 4.9, brojevi 2, 3, . . . , p − 2 se dele u parove, pri qemu
je u svakom paru neki broj i ǌegov inverz. Proizvod brojeva u svakom paru je 1 (mod p).
Zakǉuqujemo da je 2 · 3 · · · (p− 2) = (p− 2)! ≡ 1 (mod p). Mnoжeǌem sa p− 1 ≡ −1 (mod p) najzad
dobijamo (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

14. (a) Neka je n = k ·m. Tada je an = (am)k ≡ 1k = 1 (mod am − 1), tj. am − 1 | an − 1.

(b) Ako je broj n sloжen, on ima delioca m (1 < m < n), pa je po delu (a) broj 2m− 1 delilac
broja 2n − 1 (razliqit od jedinice i ǌega samog).

15. Iz x ≡ y (mod p) sledi da je x− y deǉivo sa p, a i koliqnik xp−yp

x−y je deǉiv sa p, jer je

xp − yp

x− y
= xp−1+xp−2y+xp−3y2+· · ·+yp−1 ≡ xp−1+xp−2x+xp−3x2+· · ·+xp−1 = pxp−1 ≡ 0 (mod p).

Prema tome, xp − yp = (x− y) · xp−yp

x−y je deǉivo sa p2, tj. xp ≡ yp (mod p2).

16. Po Maloj Fermaovoj teoremi imamo:

• 22 ≡ 1 (mod 3) ⇒ 2560 ≡ 1280 = 1 (mod 3);
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• 210 ≡ 1 (mod 11) ⇒ 2560 ≡ 156 = 1 (mod 11);

• 216 ≡ 1 (mod 17) ⇒ 2560 ≡ 135 = 1 (mod 17).

Prema tome, 2560 − 1 je deǉivo sa 3 · 11 · 17 = 561, a samim tim 561 | 2561 − 2 = 2(2560 − 1).

17. Po modulu 10 niz 1, 3, 32, 33, . . . ima period 4: 1, 3, 9, 7, 1, 3, 9, 7, . . . . Prema tome, zadǌa cifra

broja 3n (gde je n = 33
3

) zavisi samo od ostatka broja n pri deǉeǌu sa 4. U naxem sluqaju

je n ≡ (−1)3
3

= −1 ≡ 3 (mod 4), pa je 3n ≡ 33 ≡ 7 (mod 10), tj. posledǌa cifra je 7.

18. Broj 263 je prost. Po tvr�eǌu 4.12, poredak broja 5 po modulu 263 deli ϕ(263) = 262 = 2 · 131,
qiji su jedini delioci 1, 2, 131 i 262. Poredak oqito nije 1 ili 2. Proverimo 131:

54 ≡ 99, 58 ≡ 70, 516 ≡ 166, 532 ≡ 204, 564 ≡ 62, 5128 ≡ 162, 5131 ≡ −1 (mod 263).

Dobili smo da ni 131 nije traжeni poredak, tako da je odgovor 262.

19. Broj 247 = 13 · 19 je sloжen. Proverimo kada je 2n + 1 deǉivo sa 13, a kada sa 19.

• Po modulu 13 niz stepena dvojke je 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 , 11, 9, 5, 10, 7, 1, . . . , s periodom 12. Vi-
dimo da 13 | 2n + 1 ako i samo ako je n ≡ 6 (mod 12).

• Po modulu 19 niz stepena dvojke je 1, 2, 4, 8, 16, 13, 7, 14, 9, 18 , 17, 15, 11, 3, 6, 12, 5, 10, 1, . . . , s
periodom 18, te 19 | 2n + 1 ako i samo ako je n ≡ 9 (mod 18).

Me�utim, nijedan broj n ne zadovoǉava istovremeno n ≡ 6 (mod 12) i n ≡ 9 (mod 18) (iz prve
kongruencije sledi da je n parno, a iz druge da je neparno), pa traжeno n ne postoji.

::::::::::::::::
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