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Drugi kolokvijum iz Matematike 1 - zada
i sa ranijih rokova

Grupa 1

1. Izraqunati L = lim
x→0

x2

√
1 + x sinx−√

cosx
.

Korix�e�em Maklorenovih razvoja sinx = x+ o(x) i cosx = 1− x2

2 + o(x2) kad x → 0 dobijamo
√
1 + x sinx =

√

1 + x2 + o(x2) i

√
cosx =

√

1− x2/2 + o(x2).

Zatim se mo�e koristiti Maklorenov razvoj (1 + x)α = 1 + αx+ o(x):

√

1 + x2 + o(x2) = 1 +
x2

2
+ o(x2) i

√

1− x2/2 + o(x2) = 1− x2

4
+ o(x2).

Dakle,

L = lim
x→0

x2

1 + x2

2 − 1 + x2

4 + o(x2)
=

4

3
.

2. Izraqunati graniqnu vrednost L = lim
x→0

ch x3 − 1

(x− sinx)2
.

Na osnovu Maklorenovih razvoja ch x = 1 + x2

2 + o(x2) i sinx = x− x3

6 + o(x3) kad x → 0 je

L = lim
x→0

1 + x6

2 − 1 + o(x6)
(

x− x+ x3

6 + o(x3)
)2 = 18.

3. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) = ln x−1
x−2 .

Domen funk
ije je

x−1
x−2 > 0, tj. x ∈ (−∞, 1) ∪ (2,∞). Da	e je f(x) > 0 za x−1

x−2 > 1, tj. za 1
x−2 > 0.

Sledi da f(x) nema nula, negativna je za x < 1 i pozitivna za x > 2.

Funk
ija ima vertikalnu asimptotu za x = 1 (sa leve strane) i za x = 2 (sa
desne strane), jer je limx→1− f(x) = −∞ i limx→2+ f(x) = ∞. Prava x = 0 je
horizontalna asimptota, jer je limx→±∞ f(x) = ln 1 = 0.

Prvi izvod je f ′(x) = −1/(x2 − 3x + 2), pa funk
ija nema ekstremnih vred-

nosti i opada na domenu.

Drugi izvod je f ′′(x) = (2x−3)/((x−1)2(x−2)2), pa funk
ija nema prevojnih
taqaka (x = 3/2 je van domena), konkavna je za x < 1 i konveksna za x > 2.
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4. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) =
x− 2√
x2 + 2

.

Domen funk
ije f(x) je 
eo skup R, jer je x2+2 > 0 za svako x ∈ R; jedina nula je taqka N(2, 0). Da bismo
proverili da li data funk
ija ima asimptote, posmatramo limes

lim
x→±∞

x− 2

|x|
√

1 + 2/x2
= lim

x→±∞

1− 2/x

sgn x
√

1 + 2/x2
= ±1,

pa f(x) ima horizontalu asimptotu y = 1 kad x → ∞, odnosno y = −1 kad x → −∞.

Prvi izvod je f ′ =
2(x+ 1)

(x2 + 2)3/2
, pa je f ′ < 0 za x < −1 i tu funk
ija

opada, f ′ > 0 za x > −1 i tu funk
ija raste, a taqka M(−1,−
√
3)

lokalni minimum funk
ije.

Drugi izvod je f ′′ =
−4x2 − 6x+ 4

(x2 + 2)5/2
= −2(x+ 2)(2x− 1)

(x2 + 2)5/2
. Dakle,

f ′′ < 0 za x ∈ (−∞,−2) ∪ (1/2,∞) i tu je funk
ija konkavna,

f ′′ > 0 za x ∈ (−2, 1/2) i tu je funk
ija konveksna; prevojne taqke su

P1(−2,−2
√

2/3) i P2(1/2,−1).
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5. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije f(x) = e−x

1−x .

Domen funk
ije je R \ {1}; f > 0 za x < 1 i f < 0 za x > 1. Funk
ija
nema nula, nije ni parna ni nepara. Prava x = 1 je vertikalna asimp-
tota, jer je lim

x→1±
f(x) = ∓∞.

Da	e je lim
x→∞

f(x) = 0 i lim
x→−∞

f(x)

x
= ∞, pa je prava y = 0 horizon-

talna asimptota kad x → ∞.

Prvi izvod je f ′(x) = xe−x

(1−x)2 , pa funk
ija opada za x < 0, raste za

x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) i ima minimum u taqki M(0, 1).

y = e
−x

1−x

Drugi izvod je f ′′(x) = e−x(x2+1)
(1−x)3 , pa je funk
ija konveksna za x < 1 i konkavna za x > 1.

6. Razviti u Maklorenov polinom petog stepena funk
iju ln(1 + x+ x2 + x3 + x4).

Na osnovu formule x5 − 1 = (x − 1)(1 + x2 + x3 + x4) je ln(1 + x2 + x3 + x4) = ln(1 − x5)− ln(1− x). Sada

koristimo Maklornov polinom ln(1−x) = −x− x2

2 − x3

3 − x4

4 − x5

5 +o(x5) kad x → 0, pa je tra�eni polinom

T5(x) = −x5 + x+
x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+

x5

5
= x+

x2

2
+

x3

3
+

x4

4
− 4x5

5
.

7. Odrediti Maklorenov polinom drugog stepena za funk
iju y = y(x) datu jednaqinom x+ y = arctg (xy).

Prvo primetimo da je y = 0 za x = 0. Diferen
ira�em date jednaqine (po x) dobijamo

1 + y′ =
y + xy′

1 + (xy)2
,

odakle za x = y = 0 dobijamo y′(0) = −1. Da	im diferen
ira�em dobijamo

y′′ =
(y′ + y′ + xy′′)(1 + (xy)2)− (y + xy′)2xy(y + xy′)

(1 + (xy)2)2
,

odakle za x = y = 0 i y′(0) = −1 dobijamo y′′(0) = −2. Tra�eni Maklorenov polinom je T2(x) = −x− x2
.
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