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Zada
i iz drugog dela gradiva za pripremu predroka - smene 6 i 7

1. Napisati jednaqinu normale na krivu

y =

√
x− 1

ln2
√
x− 1

u taqki u kojoj je x = 10.

2. Za krivu datu parametarski x = t− sin t, y = 1− cos t na�i nagib (izvod) za t = 2π/3.

3. Izraqunati graniqne vrednosti

lim
x→∞

(

x− x2 ln (1 + 1/x)
)

, lim
x→0

1− cos(1− cosx)

x4
, lim

x→0

1− cos4 x

x sin 3x
, lim

x→0

(

tgx

sin x

)1/tg2x

,

lim
x→0

arcsin x− arctgx

x3
, lim

x→∞

(

x− 1

x− 2

)3x

, lim
x→0

1

x2
ln

sin x

x
.

4. Na�i domen i asimptote funk
ije

y =
2x + 1

2x − 1
, y =

√

x3

x+ 1
+ x− 1.

5. Ispitati tok i ski
irati grafik funk
ije

y = (2x− 1)e−1/x, y =
ln2(x− 2)

x− 2
, y =

√
x+ 2

ln2(x+ 2)
, y =

x+ 1√
x2 + 2

, y =
x

3
√
x2 − 1

,

y = x− 1−
√
x2 − x.

6. Aproksimirati funk
iju ln(1 + x− x2) Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena.

7. Aproksimirati funk
iju

y = (x2 − 1)e−2x

Maklorenovim polinomom qetvrtog stepena i pro
eniti grexku aproksima
ije na in-

tervalu [0, 1].

8. Aproksimirati funk
iju

y = 5
√
2x− 1

Tejlorovim polinomom stepena 3 u okolini taqke a = 1. Koriste�i ovaj polinom pri-

bli�no izraqunati

5
√
1, 1 i pro
eniti grexku.

9. Impli
itno datu funk
iju y cos y = x, pri qemu je y(0) = 0, aproksimirati Maklore-

novim polinomom tre�eg stepena.
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Rexe�a

1. Neka je f(x) =
√
x− 1 i g(x) = ln2

√
x− 1 =

(

1
2
ln(x− 1)

)2
= 1

4
ln2(x − 1). Tada je

f ′(x) = 1
2
√
x−1

, g′(x) = ln(x−1)
2(x−1)

, pa je

y′ =
f ′g − fg′

g2
=

1
2
√
x−1

· ln2
√
x− 1−

√
x− 1 · ln(x−1)

2(x−1)

ln4
√
x− 1

=
ln
√
x− 1− 2

2
√
x− 1 ln3

√
x− 1

.

Da	e je y′(10) = ln 3−2
6 ln3 3

. Primetimo jox da je y(10) = 3
ln2 3

. Zamenom ovih vrednosti u

jednaqinu normale y − y(10) = − 1
y′(10)

(x− 10) dobijamo

y − 3

ln2 3
=

6 ln3 3

2− ln 3
(x− 10).

2. Ovde je dx/dt = 1−cos t i dy/dt = sin t, pa je y′(x) = dy/dt
dx/dt

= sin t
1−cos t

. Da	e je x(2π/3) = 3/2

i y′(3/2) = 1√
3
.

3. a) Ako iskoristimo Maklorenov razvoj za funk
iju ln(1 + t) = t− t2

2
+ o(t2) kad t → 0

(malo ,,o" od f(t) je funk
ija za koju va�i o(f(t))/f(t) → 0 kad t → 0 tj. o(f(t)) je

zanemar	ivo mala u poreÆe�u sa f(t)) imamo

lim
x→∞

(

x− x2

(

1

x
− 1

2x2
+ o

(

1

x2

)))

= lim
x→∞

(

x− x+
1

2
+ o(1)

)

=
1

2
.

Alternativno, zadatak se mo�e rexiti primenom Lopitalovog pravila. Ako uvedemo

smenu x = 1/t, t → 0, dati limes se svodi na

lim
t→0

(

1

t
− ln(1 + t)

t2

)

= lim
t→0

t− ln(1 + t)

t2
l.p.

===
(0/0)

lim
t→0

1− 1
1+t

2t
= lim

t→0

1

2(1 + t)
=

1

2
.

b) Zadatak �emo rexiti svoÆe�em na poznati limes limt→0
sin t
t

= 1:

lim
x→0

1− cos(1− cosx)

x4
= lim

x→0

1− cos 2 sin2 x
2

x4
= lim

x→0

2 sin2 sin2 x
2

x4
· sin

4 x
2

sin4 x
2

= lim
x→0

2 sin4 x
2

24
(

x
2

)4 =
1

8
.

v) Koristimo Maklorenove razvoje cos t = 1− t2

2
+ o(t2) i sin t = t + o(t2) kad t → 0:

lim
x→0

1− cos4 x

x sin 3x
= lim

x→0

(1− cosx)(1 + cosx)(1 + cos2 x)

x sin 3x
= 4 lim

x→0

1− (1− x2

2
+ o(x2))

x(3x+ o(x2))
=

2

3
.

g)

L = lim
x→0

(

1

cosx

)1/tg2x

= lim
x→0

e
1

tg2x
ln 1

cos x = e
limx→0 − ln cos x

tg2x .

Primenom Lopitalovog pravila na posled�i limes dobijamo

e
limx→0

sinx/ cos x

2tgx/ cos2 x =
√
e.
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d)

lim
x→0

arcsin x− arctgx

x3
= lim

x→0

(1− x2)−1/2 − (1 + x2)−1

3x2

= lim
x→0

−1
2
(1− x2)−3/2(−2x) + (1 + x2)−22x

6x
=

1

2
.

Æ) Koristimo poznati limes limt→∞
(

1 + 1
t

)t
= e:

lim
x→∞

(

x− 1

x− 2

)3x

= lim
x→∞

(

1 +
1

x− 2

)(x−2) 3x
x−2

= elimx→∞
3x
x−2 = e3.

e) Koristimo Maklorenove razvoje sin t = t− t3

6
+ o(t3) i ln(1 + t) = t+ o(t) kad t → 0:

lim
x→0

1

x2
ln

sin x

x
= lim

x→0

1

x2
ln

x− x3

6
+ o(x3)

x
= lim

x→0

1

x2
ln

(

1− x2

6
+ o(x2)

)

= lim
x→0

1

x2

(

−x2

6
+ o(x2)

)

= −1

6
.

4. a) Domen funk
ije je R \ {0}. Vidimo da je

lim
x→0±

2x + 1

2x − 1
= ±∞,

pa je prava x = 0 vertikalna asimptota. Da	e je

lim
x→−∞

2x + 1

2x − 1
= −1,

tj. prava y = −1 je horizontalna asimptota kad x → −∞. Sliqno je

lim
x→∞

1 + 2−x

1− 2−x
= 1,

pa je prava y = 1 horizontalna asimptota kad x → ∞.

b) Domen ove funk
ije je

x3

x+1
> 0, tj. (−∞,−1) ∪ [0,∞). Prava x = −1 je vertikalna

asimptota, jer je

lim
x→−1−

√

x3

x+ 1
+ x− 1 = ∞.

Da bismo odredili ponaxa�e funk
ije kad x → ±∞, mo�emo koristiti Maklorenov

polinom funk
ije (1 + t)α = 1 + αt+ o(t) kad t → 0:

lim
x→∞

(

√

x3

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

x

√

1− 1

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

x

(

1− 1

2(x+ 1)
+ o

(

1

x+ 1

))

+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

2x− 3

2
+ o(1)

)

,

pa je prava y = 2x− 3
2
kosa asimptota kad x → ∞. Sliqno,

lim
x→−∞

(

√

x3

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→∞

(

−x

√

1− 1

x+ 1
+ x− 1

)

= lim
x→−∞

(

−x

(

1− 1

2(x+ 1)
+ o

(

1

x+ 1

))

+ x− 1

)

= lim
x→−∞

(

−1

2
+ o(1)

)

,

pa je prava y = −1
2
horizontalna asimptota kad x → −∞.
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5. Domen funk
ije je R \ {0}, nula funk
ije je N(1/2, 0), y < 0 za x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 1/2) i

f(x) > 0 za x ∈ (1/2,∞). Prava x = 0 je vertikalna asimptpta sa leve strane, jer je

lim
x→0+

y(x) = 0 i lim
x→0−

y(x) = −∞.

Kad x → ±∞ mo�emo koristiti Makolrenov razvoj et = 1 + t+ o(t) kad t → 0:

lim
x→±∞

(2x− 1)e−1/x = lim
x→±∞

(2x− 1)

(

1− 1

x
+ o

(

1

x

))

= lim
x→±∞

(2x− 3 + o(1)),

pa je prava y = 2x− 3 kosa asimptota kad x → ±∞.

Da	e je y′(x) = e−1/x 2x2+2x−1
x2 , pa y ր za x ∈ (−∞,−(1 +√

3)/2)∪ ((
√
3− 1)/2,∞) i y ց za x ∈ (−(1+

√
3)/2, 0)∪

(0, (
√
3 − 1)/2). Taqka (−(1 +

√
3)/2, y(−(1 +

√
3)/2)) je

lokalni maksimum funk
ije, a taqka ((
√
3−1)/2, y(

√
3−

1)/2)) je lokalni minimum funk
ije.

Drugi izvod je y′′ = e−1/x 4x−1
x4 , pa je y konkavna za x ∈

(−∞, 0)∪ (0, 1/4) i konveksna za x ∈ (1/4,∞). Funk
ija

ima prevoj u taqki (1/4, y(1/4)).

y=(2x−1)e−
1

x

y= ln2(x−2)
x−2

y=
√

x+2
ln2(x+2)

y= x+1
√

x
2+2

y= x

3
√

x
2
−1

y=x−1−
√
x2−x

6. Koristimo poznati razvoj ln(1 + t) = t− t2

2
+ t3

3
− t4

4
+ o(t4) kad t → 0:

ln(1 + x− x2) = x− x2 − (x− x2)2

2
+

(x− x2)3

3
− (x− x2)4

4
+ o

(

(x− x2)4
)

= x− x2 − 1

2

(

x2 − 2x3 + x4
)

+
1

3

(

x3 − 3x4
)

− x4

4
+ o(x4)

= x− 3

2
x2 +

4

3
x3 − 7

4
x4 + o(x4).

7. Prvih pet izvoda su y′(x) = −2e−2x(x2 − x − 1), y′′(x) = 2e−2x(2x2 − 4x − 1), y′′′(x) =

−4e−2x(2x2 − 6x+1), y(4)(x) = 16e−2x(x2 − 4x+2) i y(5)(x) = −32e−2x(x2 − 5x+4). Da	e

je y(0) = −1, y′(0) = 2, y′′(0) = −2, y′′′(0) = −4 i y(4)(0) = 32, pa je Maklorenov polinom

qetvrtog stepena

T4(x) = y(0)+
y′(0)

1!
x+

y′′(0)

2!
x2+

y′′′(0)

3!
x3+

y4(0)

4!
x4, tj. T4(x) = −1+2x−x2− 2

3
x3+

4

3
x4.
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Grexka aproksima
ije je

R4(x) =
y(5)(t)

5!
x5, za t ∈ (0, x), pri qemu je x ∈ [0, 1].

Za o
enu grexke, naÆimo maksimum funk
ije |y(5)(t)| za t ∈ (0, 1) i uzimamo da je x=1:

max
t∈(0,1)

| − 32e−2t(t2 − 5t+ 4)| < 32e0 · 4 = 128, pa je |R4(1)| <
16

15
za x ∈ [0, 1].

8. Prva qetiri izvoda su y′(x) = 2
5
(2x−1)−4/5

, y′′(x)− 16
25
(2x−1)−9/5

, y′′′(x) = 288
125

(2x−1)−14/5

i y(4)(x) = −8064/625(2x− 1)−19/5
. Tejlorov polinom tre�eg stepena u taqki a = 1 je

T3(x) = y(1) +
y′(1)

1!
(x− 1) +

y′′(1)

2!
(x− 1)2 +

y′′′(1)

3!
(x− 1)3, tj.

T3(x) = 1 +
2

5
(x− 1)− 8

25
(x− 1)2 +

48

125
(x− 1)3.

Da	e je y(1, 1) ≈ T3(1, 1) = 1, 037184. Za 1 < t < 1, 1 je (2t− 1)−19/5 < 1, pa je

|R3(1, 1)| <
1

4!

8064

625
· 0, 14 ≈ 5, 4 · 10−5.

9. Diferen
ira�em (po x) jednaqine y cos y = x (y je funk
ija koja zavisi od x) dobijamo

y′ cos y − yy′ sin y = 1, odakle je y′ = 1
cos y−y sin y

. Da	im diferen
ira�em dobijamo y′′ =

(2 sin y + y cos y)y′3 i y′′′ = (3 cos y − y sin y)y′4 + 3(2 sin y + y cos y)y′2y′′. Za x = 0 i y = 0

dobijamo y′ = 1, a zatim y′′ = 0 i y′′′ = 3. Dakle, Maklorenov polinom tre�eg stepena

je T3(x) = x+ 1
2
x3
.

Rada M.�.
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