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5. Teorija grafova

5.1. Uvod

Graf je matematiqka struktura koja se sastoji od x̄̄emena, koja predstavǉaju nekakve objekte, i
ı̄rana koje povezuju neke parove ovih temena. Grafove sre�emo svuda. Osim u npr. saobra�ajnim
mreжama, u novijim tehnologijama su od kǉuqne vaжnosti u modeliraǌu raqunarskih, druxtvenih
i komunikacionih mreжa i dizajniraǌu softvera. Qak su i hemijska jediǌeǌa grafovi.

Formalno, graf G = G(V,E) se moжe zadati (nepraznim) skupom temena V i skupom grana E.
Ograniqi�emo se na konaqne grafove, tj. one sa konaqno mnogo temena i grana - beskonaqni gra-
fovi su qudni objekti i mnoga standardna tvr�eǌa teorije grafova za ǌih ne vaжe.

Zaqetak teorije grafova pripisuje se Ojleru i ǌegovom quvenom zagax̄̄ku o Keni ı̄sberxkim1

mosx̄̄ovima iz 1736. godine:

Kenigsberg leжi na obe strane reke Pregel i ukǉuquje dve ade. Ovi
delovi grada povezani su pomo�u sedam mostova kao na slici. Treba
na�i putaǌu kroz grad koja prelazi svaki most taqno jednom.
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Pokuxajte, ali bez varaǌa - reku moжete pre�i samo mostom (ne preplivati ili preskoqiti),
a kad god kroqite na most, pre�ite ga do kraja.

Gde je u ovom zadatku graf? Ceo Kenigsberg je graf - ǌegova temena su ǌegova qetiri dela
A, B, C i D, dok su grane mostovi izme�u ǌih. Zapaжamo da je teme C povezano s temenima A i
B dvostrukim granama. Ojlerov zadatak je da se proxeta ovim grafom tako da se svakom granom
pro�e po jednom. Vrati�emo se na ǌega malo kasnije.

Graf je svakako najlakxe zamisliti kao skup taqaka (temena), me�u kojima su neki parovi po-
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vezani linijom (granom). Me�utim, u informatici graf
texko moжemo da unesemo kao dijagram sa taqkicama i
crticama, pa umesto ǌega koristimo max̄̄ricu incigen-
cije. To je simetriqna binarna kvadratna matrica qije
vrste i kolone odgovaraju temenima grafa. U preseku
i-te vrste i j-te kolone upisan je broj 1 ako su temena i i j susedna, odnosno broj 0 ako nisu.

Definicija 5.1. Pogı̄raf grafa G je graf dobijen brisaǌem nekih ǌegovih temena i/ili grana.

Podgraf grafa G je razaī̄iǌu�i ako sadrжi sva temena grafa G.

Ingukovan ī̄ogı̄raf je graf koji se dobija uklaǌaǌem nekih temena grafa, kao i svih grana u
tim temenima, pritom quvaju�i sve postoje�e grane izme�u preostalih temena.

Komī̄lemenx̄̄ Ḡ grafa G je graf sa istim temenima kao G, ali sa taqno onim granama kojih
nema u grafu G.

Primer 5.1. Graf G1 je podgraf grafa G2 (dobija se ukla-
ǌaǌem nekoliko grana grafa G2), ali nije indukovan
podgraf. Graf G3 je komplement grafa G1.
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5.2. Stepen temena; izomorfizam

Temena u i v u grafu zovemo susegnim ako su povezani granom - tu granu bismo oznaqavali sa
{u, v} ili samo uv. Mada su u xirem smislu dozvoǉene i grane koje spajaju teme sa samim sobom,

1Kenigsberg, danas Kaliǌingrad u Rusiji, bio je glavni grad nekadaxǌe Pruske
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tri grane od A do B

i petǉa u B

A B

poznate kao ī̄ex̄̄ǉe, ili vixestruke grane izme�u dva temena (poput onih u
Kenigsbergu), ovakve grane nisu sasvim ,,po propisima”. Grafove u kojima
ovakvih anomalija nema zovemo ī̄rosx̄̄im.

Definicija 5.2. Sx̄̄eī̄en d(v) temena v u grafu je broj grana koje izlaze iz ǌega. Petǉe u ovom
temenu se broje dvaput.

Dakle, na gorǌoj slici je d(A) = 3 i d(B) = 5.

Zamislimo za trenutak temena grafa kao ǉude na nekom druжeǌu, a grane kao rukovaǌa me�u
ǌima - neki parovi su se rukovali, a neki nisu. Zna se koliko se puta koja osoba rukovala. Koliko
je ukupno bilo rukovaǌa? Odgovor daje jednostavno tvr�eǌe poznato pod imenom lema o rukovaǌu.

Tvr�eǌe 5.1. Zbir stepena svih temena u grafu jednak je dvostrukom broju grana:
∑

v∈V
d(v) = 2|E|.

Dokaz. Zbir
∑

v∈V
d(v) predstavǉa ukupan broj grana u grafu, pri qemu je svaka grana brojana

dvaput - po jednom za svako teme. Dakle, ovaj zbir je jednak 2|E|.

Poslegica 5.2. U svakom grafu broj temena neparnog stepena je paran.

Primer 5.2. U nekom grafu svako teme ima stepen 3. Moжe li taj graf da ima (a) 7 temena? (b) 8
temena?

Rexeǌe. (a) Takav graf, ako postoji, imao bi taqno 7 temena neparnog stepena,
a to je nemogu�e po Posledici 5.2.

(b) Moжe, a na slici desno vidite i primer.
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Znaqajna su nam dva specijalna tipa grafova.

Komī̄lex̄̄an ı̄raf je graf u kome su svaka dva temena povezana granom. Kompletan graf sa n te-
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kompletan graf bipartitan graf

mena ima
(

n

2

)

= n(n−1)
2 grana i qesto ga oznaqavamo sa Kn.

Graf je k-ī̄arx̄̄ix̄̄an ako se ǌegova temena mogu podeliti u k dis-
junktnih podskupova (ī̄arx̄̄icija) V1, V2, . . . , Vk tako da nema grana
unutar istog podskupa. Posebno su nam vaжni 2-partitni, tj.
biī̄arx̄̄ix̄̄ni grafovi. Bipartitan graf moжemo da zamislimo kao
graf u kome su sva temena bela ili crna i svaka grana povezuje jedno belo i jedno crno teme.

Graf se moжe predstaviti dijagramski na vizuelno razliqite naqine i nije uvek lako odgonet-
nuti da li dva dijagrama predstavǉaju isti graf.

Definicija 5.3. Prosti grafovi G(V,E) i G′(V ′, E′) su izomorfni ako postoji bijekcija f : V → V ′

koja quva susednost. Tada je preslikavaǌe f izomorfizam izme�u grafova G i G′.

Drugim reqima, ako je f izomorfizam, to znaqi da je f(u)f(v) grana u grafu G′ ako i samo ako
je uv grana u grafu G.

Izomorfni grafovi svakako imaju isti broj temena |V | i isti broj grana |E|. Zato za ove dve
veliqine kaжemo da su invarijanx̄̄e u odnosu na izomorfizam. Niz stemena temena (u nerastu�em
poretku) je tako�e invarijanta.

I matrica incidencije daje suptilan uvid u strukturu grafa, i mada ona sama po sebi nije
invarijanta, ǌen karakteristiqni polinom (karakx̄̄erisx̄̄iqni ī̄olinom ı̄rafa) jeste.

Primer 5.3. Na slici su prikazana tri grafa sa temenima stepena 4, 4, 4, 3, 3, 2.
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G1 : G2 : G3 :

Grafovi G1 i G2 su izomorfni - temenima 1, 2, 3, 4, 5, 6 grafa G1 redom odgovaraju temena
b, a, e, c, f, d grafa G2.

S druge strane, graf G3 im nije izomorfan. Zaista, ako izomorfizam postoji, on bi slikao
teme 6 grafa G1 u teme p grafa G3 (to su jedina temena stepena 2 u ovim grafovima), ali to
nije mogu�e, jer dva suseda temena 6 nisu povezana granom, a dva suseda temena p jesu.
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5.3. Put, ciklus i drvo

Definicija 5.4. Pux̄̄aǌa je niz me�usobno razliqitih grana koje se nadovezuju jedna na drugu.

Pux̄̄ je putaǌa koja ne prolazi ni kroz jedno teme dvaput. Drugim reqima, to je niz razli-
qitih temena v0v1 . . . vn u kome su vi−1 i vi susedni za svako i.

Graf je ī̄ovezan ako izme�u svaka dva temena postoji put. Svaki graf se sastoji od povezanih
delova - komī̄onenax̄̄a. Dakle, komponenta grafa je bilo koji ǌegov maksimalan povezan podgraf.

Pod guжinom puta podrazumevamo broj grana u ǌemu. Tako je duжina puta v0v1 . . . vn jednaka
n. Na ovaj naqin za svaka dva temena grafa u i v moжemo da definixemo ǌihovo rasx̄̄ojaǌe kao
duжinu najkra�eg puta koji povezuje u i v.

Primer 5.4. U grafu na slici od temena a do temena h moжe se sti�i
putem duжine 4 (na primer acefh), ali ne moжe kra�im putem.
To znaqi da je rastojaǌe izme�u a i h jednako 4.

s

s

s

s s

s

s

s�
�

❅
❅�

�

❅
❅ �

�

❅
❅�

�

❅
❅

✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏✏PPPPPPPPPPPP

a

b

c

d e

f

g

h

Poxto smo uveli rastojaǌe, ima smisla govoriti i o gijamex̄̄ru i ragijusu grafa, pod uslovom
da je on povezan. Dijametar bi bio rastojaǌe izme�u dva najudaǉenija temena.

Primer 5.5. Fejsbuk je neka vrsta grafa: temena su korisnici, a grane ,,prijateǉstva”. Svojevre-
meno je kruжila priqa da se u Fejsbuku svaka dva korisnika mogu povezati preko najvixe
pet posrednika. Ako je to taqno, znaqilo bi da dijametar Fejsbuka nije ve�i od 6.

Radijus je najmaǌi broj r za koji postoji teme v (zvano cenx̄̄ar grafa) od koga se do svakog
drugog temena moжe sti�i putem duжine ne ve�e od r. Centar grafa ne mora biti jedinstven -
ovo nije geometrija. Jasno je da radijus nije ve�i od dijametra.

Definicija 5.5. Ciklus je zatvorena putaǌa. Ciklus je ī̄rosx̄̄ ako su u ǌemu sva temena razliqita
(osim prvog i posledǌeg, koja se poklapaju). Kao i kod puta, duжina ciklusa je broj grana
koje ga qine.

U x̄̄eжinskom ı̄rafu svakoj grani je pridruжena neka vrednost. Te vrednosti mogu da pred-
stavǉaju, recimo, duжine ili kapacitete. Tada duжina puta nije prosto broj grana, ve� zbir
duжina odgovaraju�ih grana. Ni matrica incidencije vixe nije binarna, ve� se u preseku i-te
vrste i j-te kolone nalazi vrednost grane izme�u temena i i j, ako ona postoji. U primenama qesto
iskrsavaju ovakvi grafovi. Jedan takav sluqaj je ī̄roblem ī̄ux̄̄uju�e ı̄ x̄̄r ı̄ovca:

Dato je nekoliko gradova i poznata su rastojaǌa izme�u svaka dva grada. Kako odrediti
najkra�u putaǌu kojom trgovac moжe da obi�e sve gradove, svaki po jednom, i vrati se u
polazni grad?

Najdirektniji, a verovatno i najgori pristup bio bi ispitivaǌe svih n! permutacija gradova
,,glavom kroz zid”. Ovakav algoritam zahteva O(n!) operacija, xto ga qini nepraktiqnim ve� za
20-ak gradova.

Boǉe rezultate da�e Belman-Helg-Karī̄ov al ı̄orix̄̄am (1962), kao jedna od najranijih primena
dinamiqkog programiraǌa. Ovaj algoritam zahteva O(n22n) operacija, xto je mnogo boǉe od nad-
eksponencijalnog O(n!).

Dakle, oznaqimo gradove sa 1, 2, . . . , n i proglasimo grad 1 za polazni. Ideja algoritma je
odre�ivaǌe, za svaki skup S ⊂ {2, . . . , n} i grad x van skupa S, najkra�e putaǌe 1 → S → x - tj.
koja polazi iz grada 1, obilazi ceo skup S i zavrxava u gradu x. Kako za date S i x odrediti ovu
putaǌu? Ukratko, ako bi y ∈ S bio (nema trenutno nepoznat) pretposledǌi grad u toj putaǌi,
prethodno smo ve� naxli i saquvali podatke o najkra�im putaǌama 1 → S \ {y} → y, za svaki
mogu�i grad y. Putaǌa 1 → S → x bi�e najkra�a me�u svim ovakvim putaǌama 1 → S \ {y} → y

dopuǌenih putem y → x.

Cena koju moramo da platimo pri implementaciji ovog algoritma je quvaǌe veoma velike
koliqine podataka - najkra�ih putaǌa 1 → S → x za O(2n) skupova S.

Definicija 5.6. Drvo je povezan graf u kome nema ciklusa. Lisx̄̄ je teme drveta koje je stepena 1.
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U drvetu izme�u svaka dva temena postoji put, i taj put mora biti jedinstven
(ako ih ima dva, onda �e ǌihovi delovi formirati bar jedan ciklus).

Tvr�eǌe 5.3. Drvo sa n temena ima taqno n− 1 grana.

Dokaz. Indukcija po n. Obriximo neku granu ab. Kako nema ciklusa, ovim smo drvo presekli na
dva drveta. Ako ta dva drveta imaju k i n−k temena, ona po induktivnoj pretpostavci imaju
k − 1 i n− k − 1 grana. Sledi da polazno drvo ima (k − 1) + (n− k − 1) + 1 = n− 1 grana.

Poslegica 5.4. Svako drvo ima bar dva lista.

Dokaz. Ako drvo sa n temena ima k listova, ostalih n − k temena imaju stepen bar 2, pa je zbir
stepena svih temena 2n− 2 = 2|E| > k + 2(n− k) = 2n− k, tj. k > 2.

Poslegica 5.5. U grafu sa n temena i bar n grana postoji ciklus.

Razaī̄iǌu�e grvo grafa je drvo koje se sastoji od svih ǌegovih temena i nekih ǌegovih grana.

Tvr�eǌe 5.6. Svaki povezan graf ima razapiǌu�e drvo.

Dokaz. Neka je v1 proizvoǉno teme. Za svako k = 2, . . . , n, odaberimo teme vk tako da ima bar jednog
suseda vi za i < k i nacrtajmo taqno jednu takvu granu vivk.

Tvr�eǌe 5.7. Graf je bipartitan ako i samo ako je svaki ǌegov ciklus parne duжine.

Dokaz. Ako je graf bipartitan, u svakom ciklusu temena �e biti naizmeniqno crna i bela, te on
mora biti parne duжine.

Razmotrimo sada drugi smer - u grafu G svi ciklusi su parne duжine. Oboji�emo svaku
ǌegovu komponentu. Poqnimo od proizvoǉnog temena a - obojimo ga crnom bojom. Za svako
drugo teme b posmatrajmo put izme�u a i b i obojimo ga crno ako mu je duжina parna, a belo
ako je neparna. Vaжno je primetiti da ne moжemo imati istovremeno i paran i neparan put,
inaqe bi oni zajedno formirali ciklus neparne duжine.

5.4. Ojlerov i Hamiltonov ciklus

Definicija 5.7. Put ili ciklus u grafu je:

• Ojlerov ako prolazi kroz svaku granu grafa taqno jednom;
• Hamilx̄̄onov2 ako prolazi kroz svako ǌegovo teme taqno jednom.

Graf zovemo Ojlerovim, odnosno Hamiltonovim, ako u ǌemu postoji Ojlerov, odnosno Hamil-
tonov ciklus.

Tvr�eǌe 5.8. Graf G je Ojlerov ako i samo ako je povezan i sva temena imaju paran stepen.

U grafu G postoji Ojlerov put ako i samo ako je povezan i najvixe dva temena imaju neparan
stepen.

Dokaz. Ako je graf Ojlerov, onda svaki prolazak Ojlerovim ciklusom kroz teme v koristi dve
grane iz v, odakle sledi da je broj ivica u v paran.

Neka je svako teme u G parnog stepena i neka je v proizvoǉno teme. U G postoji ciklus;
neka je C najduжi. Ako ciklus C nije Ojlerov, brisaǌem ǌegovih grana iz grafa G dobijamo
neprazan graf G′ u kome svako teme ima paran stepen. Zbog povezanosti grafa G, graf G′ i
ciklus C imaju zajedniqko teme. Sledi da u grafu G′ postoji ciklus koji ima zajedniqko teme
sa C. Spajaǌem ovog ciklusa sa ciklusom C dobijamo duжi ciklus, protivno pretpostavci.
Dakle, C je Ojlerov ciklus.

Primer 5.6. Vratimo se Kenigsberxkim mostovima. Graf koji oni qine ima
qetiri temena A, B, C i D, sva neparnog stepena (redom 3, 3, 5, 3). Po pret-
hodnom tvr�eǌu, u ovakvom grafu ne moжe postojati Ojlerov put. Prema
tome, zadatak nije mogu�e izvrxiti.
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2William Rowan Hamilton (1805-1865), irski matematiqar
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Dok za Ojlerove grafove postoji jednostavan kriterijum, sa Hamiltonovim je situacija slo-
жenija. Kriterijum za Hamiltonove grafove nije poznat, i ako postoji, ne moжe da zavisi samo
od stepena temena grafa. Poznati su samo neki potrebni i neki dovoǉni uslovi da graf bude
Hamiltonov.

Sledi jedan jednostavan potreban uslov.

Tvr�eǌe 5.9. Ako je graf G Hamiltonov, onda za svaki neprazan podskup S ǌegovih temena, broj
komponenata povezanosti grafa G − S (dobijenog brisaǌem temena skupa S iz grafa G) nije
ve�i od |S|.

Dokaz. Neka je C Hamiltonov ciklus grafa. Brisaǌem temena iz S, ciklus C (koji sadrжi sva
temena grafa) se raspada na najvixe |S| komponenata povezanosti.

Jedan dovoǉan uslov za hamiltonovost grafa koji uzima u obzir samo stepene temena daje
naredno tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 5.10 (Ure3, 1960). Pretpostavimo da u prostom grafu sa n temena vaжi d(u) + d(v) > n kad
god su u i v nesusedna temena. Tada je taj graf Hamiltonov.

Dokaz. Za poqetak �emo dodavati jednu po jednu nedostaju�u granu sve dok prvi put ne dobijemo
Hamiltonov graf. Dakle, u nekom trenutku imamo graf G koji nije Hamiltonov, ali �e
dodavaǌem grane uv postati Hamiltonov.

U grafu G + uv postoji Hamiltonov ciklus. Uklaǌaǌem grane uv

izgubi�emo taj ciklus, ali osta�e nam bar Hamiltonov put u grafu
G. Neka je to put x1x2 . . . xn, gde su x1 = u i xn = v.

r r r r r r r r

x1
q
u

x2 xi−1 xi xn
q
v

Ako je xi (2 6 i < n) jedan od suseda temena u u grafu G, onda xi−1 ne moжe biti sused
temena v - inaqe bi graf G imao Hamiltonov ciklus x1xixi+1 . . . xnxi−1xi−2 . . . x1. Dakle, ako
je d(u) = k, ima�emo bar k temena koja nisu susedi temena v, pa je d(v) 6 n− 1 − k. Ali tada
je d(u) + d(v) 6 n− 1, xto je protivno pretpostavci.

5.5. Zadaci

1. Znate li xta je to oktaedar? Nacrtati graf qija su temena temena oktaedra, a grane ǌegove
ivice, ali tako da se nikoje dve grane grafa ne seku. Koliko temena i grana ima taj graf?

2. Nacrtati graf qija temena odgovaraju ivicama kocke. U ovom grafu dva temena bi�e povezana
granom ako i samo ako odgovaraju�e ivice kocke imaju zajedniqku taqku.

3. Odrediti karakteristiqni polinom grafa na slici.
r

r

r

r

❅❅��
��❅❅

4. Nacrtati bar jedan prost graf qija sva temena imaju stepen 3, a kome je graf na slici iz
prethodnog zadatka indukovan podgraf.

5. Slika prikazuje (navodno) dva predstavǉaǌa istog grafa, poz-
natog kao Pex̄̄ersenov4. Na�i bar jedan izomorfizam izme�u ova
dva predstavǉaǌa.

6. Koji je dijametar Petersenovog grafa (onog levo i onog desno)? A radijus?

7. Postoji li graf kome su i dijametar i radijus jednaki 10?

8. Kako odrediti dijametar datog grafa? Smisliti algoritam! Koji je red veliqine sloжeno-
sti (tj. broja potrebnih operacija) vaxeg algoritma?

9. U prostom grafu sa 7 temena, xest temena imaju stepene 1, 2, 3, 4, 5 i 6. Koliki moжe biti
stepen sedmog temena? Na�i sve mogu�nosti.

10. Ako graf ima n temena i m < n grana, dokazati da on ima bar n−m komponenata.

11. Da li u Petersenovom grafu postoji Hamiltonov ciklus? A Ojlerov?

3Øystein Ore (1899-1968), norvexki matematiqar
4Julius Petersen (1839-1910), danski matematiqar
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12. Bubaxvaba xeta ivicama oktaedra, sa poqetkom u temenu A. Moжe li se dogoditi da buba-
xvaba pro�e svaku ivicu taqno jednom i zavrxi u temenu razliqitom od A?

13. Svako teme prostog grafa ima stepen bar d. Dokazati da u ovom grafu mora da postoji
ciklus duжine bar d+ 1.

14. Svaki od 102 uqenika neke xkole poznaje bar 68 drugih. Dokazati da postoje qetiri uqenika
sa jednakim brojem poznanika u xkoli.

15. Koliko najvixe poǉa xahovske table 8 × 8 je mogu�e rase�i duж obe dijagonale tako da se
tabla ne raspadne?

5.6. Rexeǌa (ali za sad samo neka)

3. Odgovor je P (λ) = λ4 − 5λ2 − 4λ.

6. I dijametar i radijus su jednaki 2. Zaista, od svakog temena do svakog drugog moжe se sti�i
putem duжine 2. Dakle, ni radijus nije ve�i od 2. S druge strane, radijus nije 1, jer se ni
iz jednog temena ne moжe sti�i do svakog drugog putem duжine 6 1.

7. Postoji, na primer obiqan ciklus duжine 21.

10. Ako dati graf ima k komponenata, onda se dodavaǌem k−1 grana on moжe povezati. Me�utim,
povezan graf sa n temena ima bar n−1 grana. Sledi da je polazni graf imao bar n−1−(k−1) =
n− k grana, odakle je m > n− k, tj. k > n−m.

11. Hamiltonov ciklus postoji. Ojlerov ne postoji (po tvr�eǌu 5.8), jer svih 10 temena imaju
neparan stepen.

12. Pretpostavimo da bubaxvaba zavrxi svoju xetǌu u temenu B 6= A. Dakle, ako grafu oktaedra
dodamo jox jednu granu BA i poxaǉemo bubaxvabu niz ǌu, ona �e napraviti Ojlerov ciklus.
Me�utim, u ovako dobijenom grafu temena A i B imaju stepen 5, xto je po tvr�eǌu 5.8
nemogu�e.

13. Neka je v1v2 . . . vk najduжi prost put u grafu. Zbog maksimalnosti puta, svih d (ili vixe)
suseda temena v1 su na ovom putu, a bar jedan od ǌih je me�u temenima vd+1, vd+2, . . . , vk. Neka
je to vi (i > d+ 1). Tada je v1v2 . . . viv1 ciklus duжine bar d+ 1.

14. Pretpostavimo suprotno. Tada za svako k (68 6 k 6 101) mora da postoji taqno troje uqenika
sa po k poznanika. Me�utim, tada je ukupan broj poznanstava 1

2 (3 · 68+ 3 · 69+ · · ·+3 · 101), xto
nije ceo broj.

::::::::::::::::
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