Paoa Mymasuuh byxuh

7 IIpumene u3Boga

7.1 OcHoBHe TeopeMe auepeHInjaTHOT padyyHa

Hedunnunmja 7.1. Heka je peanna dbynkinja f nedbunncana y HeKOj OKJINHN TaIKH C.

e ¢ je TauKka Aokasnoz makcumyma byHKImje f ako mocroju 6>0 takeo ma je f(c) = f(x) 3a cre x €
(c—0d,c+9).

e ¢ je Tauka sokaanoz munumymae dysximje [ ako nocroju >0 rakso na je f(c) < f(z) 3a cBe x €
(c—0d,c+9).

Tauke JIOKAIHOT MAKCUMyMa U MUHUMyMa (yHKIUje f Cy nokaane excmpemue epednocmu Te GyHKIT]e.

JloKaJHe eKCTpEeMHE BPEIHOCTHU Cy U 2aobasne (ancoaymue) excmpemne eépednocmu ako onrosapajyhe
Heje THAKOCTU Baske Ha IEJIOM JMOoMeHy (yHknuje f ymecTo Ha mHTEpBaTy (¢ — 0,¢+ 0).

Heduuannumja 7.2. Hexka je [ mudepentmjabunna dbyukumja. Tauka x 3a kojy je f'(z) = 0 je cmayuonapha
mauka dyukuje f.

Teopema 7.1. (Pepmaosa Teopema) Hexka je f : (a,b) — R dbyukunja n ¢ € (a,b) Tauka JOKaJIHE €KCTPEMHE
BpegrocTn e dyukimje. Ako je f audepennnjabuiana y rauku ¢, ouzaa je f'(¢) = 0.

Joxas. Heka je rtauka c¢ jokajnu MakcumyMm dyHkiuje (3a JOKaJHU MUHUMYM IOCTYyIIaK je aHajora). Taja
nocroju ¢ > 0 tako ma je f(c) = f(x) 3a x € (¢ — d,¢+0). Cnenu na 3a h € (0,9) Bazku f(c+ h) < f(c), ma je

Heth)=1(©) < 0 TTagme
h ~ . ) h o
f-/l-(c) = lim M <0.

h—0+ h =
Ha wcrn naunn 3a h € (—6,0) mobujamo

Ve i et h) = fle)
fL(e) = lim —

> 0.
h—0—

Hakie, mopa 6utn f/(c) = 0. O

Cnemn ma je ycnos f'(¢) = 0 meonxonau na GpyHEmuja nudpepennmjabuiHa S
y TAYKMU ¢ UMa y TAdKU C JOKAJHY €KCTpeMHy BpenHoct. Mmak, Taj ycios
HUje U JOBOJbAH.

IMpumep 7.1. 3a bynxuujy y = 23 saxkn y'(0) = 0, a x = 0 HEje TaYKa JOKATHE /_l

eKCTPeMHe BpeaHoCTH (DyHKIHjE Y.

Teopewma 7.2. (PosioBa teopema) Heka je dbyuximja f nenpekuana na uarepsady [a, b| u nudepennujadbuina
Ha mHTepBany (a,b). Ako je f(a) = f(b), Tama mocroju Gap jenwa Tauka ¢ € (a,b) Takea na je f'(c) = 0.

Iokas ce uszBomu ropumbliemeMm TBphema na HenmperugHa (QyHKOIUja HA 3aTBOPEHOM WHTEPBAJy |a,b]
[OCTUKE MUHAMYM M MaKCUMyM Ha [a,b] u npumenom Pepmaose Teopeme.

IIpumep 7.2. Mocmarpajmo dyrkmujy y = Vr2 — 22, x € [—r,r]. lara dynk- y=vr? — z?
uyja je HempekuaHa Ha MHTEpBaJy |[—r,7] u audepeHnujabuIHA HA UHTEPBa-

ay (—r,r). Caenu na ce moxe npumenutu PosoBa Teopema u 3aucra, mOCTOju

¢ € (—r,r) TakBo 1a je f'(c) =0 (TanrenTa je mapaJesnHa x-OCH.)

Teopema 7.3. (Jlarpanxkosa teopema) Heka je dbyukiuuja f wenpexupna va unrepsany |a,b] u nudepen-
mjabniHa Ha wHTepBany (a,b). Tama nocroju tauka ¢ € (a,b) Takpa 1a je

o= 1O =1




Ilokas ce uzBoau npumenoMm Posose Teopeme na nomohny ¢ymrumjy F(x) = f(x) — W:p. IIpu-

METUMO 7a jeé TaHTMeHTa Ha KpUBY [ y TAUKM ¢ mApajielHA CeUnIy KOja mpojasu Kpo3 tauke (a, f(a)) m

(b, f(b))-

7.2 WuTepBaaum MOHOTOHOCTHU M €KCTPEMHE BpPEeAHOCTH (PYHKIINje

Teopema 7.4. (Iureprann monororoctn) Heka je dbyukumja f(x) mudepennmjabnana va narepsaity (a,b).
Ha 6u dbynkuuja f(z) 6ura pacryha (onagajyha) ma unrepsasy (a,b) HEONXOIHO je U JOBOJGHO Ja BaXKU
f'(z) =0 (f'(x) <0) 3a ceako = € (a,b).

[oxas. Tokas n3Bogumo y caydajy pacryhe dynknnje. [Tokaknmo aa je yeaor neonxoman. Heka je zg € (a,b)
nmpom3Bo/bHA Tauka. Kako je f pacryha dpyHKImja, Baxkn

x € (a,b),x>x0= f(x) = flxog) m z€(a,b),z<zo= f(x)< f(xo).

- ) — f(x
Taza je lim f@) = f(@o) = f'(zo) = 0.
T—rxQ Tr — X9
Yernor je m goroman. Heka je f/(x) > 0 3a crako x € (a,b). AKo ¢y 21 < x3 IBe MPO3BOJbHE TAUKe TOT
WHTEepBaja, Taja Ha OCHOBY JlarpaHrkoBe Teopeme mMocToju Tadka ¢ € (x1,22) 3a Kojy je f(az) — f(ay)

F/(€)(@s — a1). Kaxo je f/(c) > 0,10 je f(z2) > f(z1), 1j. f je pactyha. 0

Teopema 7.5. Heka je dbyuxumja f nudepennnjabuiana Ha uarepsaiy (a,b) n 2o € (a,b).
e Axo je f'(x9) > 0 razma je f crporo pacryha y rauku zg.
e Ako je f'(xg) < 0 razma je f crporo onmamajyha y raukm xg.

Teopema 7.6. Heka je dyurumja f amdepenimjadbuiana y HEKOj OKOJIUHNA TavKe Tg, OCUM MOXK/A Y TaTKH
Lo y KOjoj je mempeknana. Axo mocroju ¢ > 0 Takso 1a
e 3ax € (xg— d,20) Baxku f'(x) <0 wm3ax € (rg,x0+ ) Baxknu f'(z) >0, Tajga je xg TavKa JTOKATHOD
MUHHEMYyMa, PYHKIHjE f;
e 3a 1 € (xg— 0,x0) Baxku f'(x) > 0m3ax € (xo,z0+9) Barku f'(z) < 0, Tama je ¥y TauKa JOKAIHOT
MakcuMyMma, pyHKIHje f.

IIpumep 7.3. Hahu unrepsane MOHOTOHOCTH M €KCTpeMHE BpeAHOCTH (yHKIHje y = . )
dynkomja je gedpuancana Ha meaoM ckyny R, jep je e > z 3a x € R. Tlpsu n3sog je y' = w Kaxko

je e® > 0 3a x € R, 3max mpBor u3eoma 3asucu camo of 1 — x. Jaxme, 3y’ > 0 3a z < 1 n Ty dynkmmja pacre;

e+1
Te—1

y < 03az>1wnTy pyHrnmja onama; Tauka (1 ) je nokamau (1 rIobasIHu) MackcuMyM hyHKIHje.

Teopema 7.7. Heka je xy crannonapra taduka dyukimje f n Heka mocroju [/ (zg).
e Axo je f"(xo) > 0 mana je xg Tauka JOKaJIHOr MuHUMyMa DyHKIHUje f.
e Axo je f"(xg) < 0 mama je xp Tavka JOKAJIHOT MakcuMyMma GyHKImje f.

IIpumep 7.4. Hahu ekcrpemue Bpeanoctu dyukuuje y = sinx + cosx 3a z € [0, 2).
Hamasumo y' = cosz —sinz = 03az = T wm o = 2% Jlame je y” = —sinz —cosz m y” (§) = —V2 <0,

\/5) JIOKATTHA MakcumyM dyHKnmje, a '’ (%’r) = V2 > 0, ma je rauka (%’r, ,\/5) JIOKAJTHU

mma je Tavuka (%,

MUHEMYM (DYHKITH]E.



7.3 JlomuTaJoBO MpaBUJIO

Teopema 7.8. (Kommujesa Teopema o cpeamwoj Bpeanocru) Heka cy dyukuuje f u g menpexkuane na [a, b,
nudepeniujabuite Ha (a,b) u Heka je ¢'(x) # 0 3a cee z € (a,b). Tana nocroju £ € (a,b) 3a koje je

f'€) _ f(b) = fla)

g g)—gla)

Ilokas ce MOKe M3BECTU IpUMEeHOM Posose Teopeme na momohny ¢ymrunjy F(z) = f(x)— %g(ag).

Teopema 7.9. (Jlonuranoso npasuio) Heka cy f u g dynukuuje, a € [—00, 00| u Baxku
1. f u g cy nudepennujabuine 3a x # a;
2. lim f(z) = lim g(x) = 0 (umu lim f(z) = lim g(z) = +00);
3. ¢'(z) #03a z # q;
!
botim LW g

z—a g’(:c) -
Tama je lim @ =
z—a g(x)

Joxas. Tlpernocrasumo 360r jelHOCTABHOCTH Ja je a # oo u ja je lim f(x) = lim g(x) = 0. Axo je neonxoaHo
r—ra r—ra

nonedburumIMo dbyukumje f u g y raukn a: f(a) = g(a) = 0. Taza 3a cBako & > a BayKm 1a ¢y f W g HENMPeKUIHe

Ha [a, z] n nndepennnjadbuare Ha (a,z) n na je ¢'(y) # 0 3a crako y € (a,x). Ha ocnory Kormmujese Teopeme o

cpeaoj Bpeanoctu nocroju & = £(z) € (a,z) TakBo 14 je

[ _ fl@) = fla) _ flx)
9  g(@)—gla) gx)
,Z[aKne, ) @ f’(é) .

1m = 1m
e=at g(x)  e=at g'(€)
Ucro Baxkm 3a JeBU JIUMeEC W JTIOKA3 je KOMIIJIETAH.

Ako je a = oo, pedwmnmy ce dbynkmmje F(z) = f (1) n G(z) = g(L), ma ce npnmemyje Jlonmranoso
npasuiio 3a a = 0. CAUYIHO ce MoCTyHa U y MPEOCTATOM CJIYdajy. O

IIpumep 7.5. Uspauynaru lim z*.

x—0+
Hexka je y = z®. Taga je
Inx 0 Inz) 1/x
lim Iny = lim (zlnz) = lim —= [——}: lim () = lim / =—lim z =
z—0+ z—0+ z—0+ 1/1‘ 00 z—0+ (1/:0)’ z—0+ —1/:02 z—0+
li =e’=1
Jaxke, Z_1>%1+y e
n
IIpumep 7.6. U3pauynarn lim —.
rz—o0 eT
Oynkimja noz muvecoM je obamka . Ipumersyjemo JlonuTaaoso mpaBuio n myTa:
n n\/ n—1 n—1\/ -1 n—2
tim 2 = tim ) gy B gy BTy, nlR Dot
r—o00 eT T—00 (ez)/ T—00 ex T—00 (ez)/ T—00 ex

ooonl . 1
= lim — =n! lim — =0.
rx—oo el rx—o0 el



7.4 KouBekcHOCT

Hedunuannumja 7.3. Heka je f: (a,b) = R byukunja, 1,22 € (a,b) u XA € [0,1]. f je

o xousexcna ako Baxku f(Ary+ (1 —Nag) < Af(z1)+(1—N)f(x2). 3uaqun ga je rpaduk dyHKImje HCmozn
IyKu Koja craja rauke (a1, f(x1)) v (z2, f(x2)).

o xonkasna ako Baxku f(Azry+ (1 —N)z2) = Af(z1)+ (1 —N) f(z2). Buaun ga je rpaduk dbyskunje n3naz
IyKu Koja craja rauke (x1, f(x1)) v (z2, f(x2)).

Ipernocrasumo na je f”(a) > 0. To 3Haum na y OKONUHU Tadyke \ /

p .
a (marub tamrenre) f’ pacrte - TakBa KpuBa je KOHBEKCHA. o o

ITpermocrasumo na je f”(a) < 0. To 3maum na y okonmuHU TaukKe
a (marub Tamrenre) f’ omama - TakBa KpUBA je KOHKABHA.

Y’ (a)<0 Y’ (a)<0
y'(a)>0 y'(a)<0

Teopewma 7.10. Heka dbyukumja f nma apyru n3son Ha (a,b). Taga 3a x € (a,b) Baxkmu
e f"(x) > 0<% f je KoHBEKCHA; e ["(z) 0<% f je koHKaBHA;

e f”(x) > 0= f je crporo KOHBEKCHA; e [(x) < 0= f je crporo KOHKaBHA.

Hedbunnunmja 7.4. Heka je dynkimja [ HenmpekugHa y TauKu rg W UMa KOHAYaH WM OECKOHAYAH W3BOJ,
f'(x0). Ako nocroju § > 0 rakBo xa je Ha jemHom on uHTepBana (rg — d), (rg + 0) dbyukumja f crporo
KOHBEKCHA, & Ha JIPYrOM CTPOro KOHKaBHA, Taja Tauky (o, f(zo)) 30BeMo npesojrom mawkom dyuxiuje f.

[IpernocraBumo jom ma (ymkmuja [ mMa apyru u3Bon [ y HEKO] OKOJIMHM TadKe Ty OCUM MOKIA Y
camoj Taukn To. Axo f” mMema 3mak mposazehwu Kpo3 Taury To, Tama je Ty IpeBojHa Tadka (GyHEmuje f.

IIpumep 7.7. Tocmarpajuo byaxmmjy f(z) = /z.

Y
Beh cmo Bumenn ma ona mMa OecKOHAYAH MPBU M3BOM, Y HYJH, jep je
f'(x) = 2=2/3/3. Mame je f"(z) = —2275/3/9. 3ax < 0 je f"'(x) >0

u Ty je GyHKIMja CTPOro KOHBeCKHa, MoK je 3a x > 0 je f’(x) < 0 -
u Ty je dbyHKIMja CTPOro KOHKaBHA. Jlakie, Hy/Ia je MPeBOjHA TAUKa,
bynxunje f.

Teopema 7.11. Axo 3a dbyHKIHjy f TTOCTOjU APYTH W3BOM Y TAUKHU Lo W KO je Ty MPEeBOjHA TauKa QPyHKITHje
[y mana je f"(xo) = 0.

IIpumep 7.8. Hexka je mara dymxmmja y = 2° — 322 4+ 3. Hamazumo /
y =322 —6xuy” =6z —6,majey’ =03ax=1ury f’ vema 3HaK.
Hakie, Tauka (1,1) je mpesojua y tauka dyukuuje f (y Toj Tavukm ce
KDUBA, U HEHA TAHTEHTA, CEKY ). —




7.5 3apmamnm

arcsinx — arctge

IIpumep 7.9. NU3pauynaru lim
z—0 3

V3acromHom mpuMeHoM JIOTMHTAIOBOT TTPABUIA PATYHAMO:

arcsinx — arctge (1—22)~Y2 - (1+2?)7!

lim = lim

x—0 x3 z—0 32

y —1(1—a2?)32(—2z) + (1+2%) 222 1
= lim = .

x—0 6x 2

tor 1/ tgx
IIpumep 7.10. Uzpauynatn L = lim ( & ) .

z—0 \ sinx

Incosx

1/ tg?

. /e . —L_In—1— lim, o — 2532

L = lim = lim e a2z cosT — g T g2z
x—0 COS T x—0

[Mpumenom JIomUTAIOBOT TTPABUIIA HA TIOCIEIIHLN JTUMEC TOOUjaMO

sinz/ cos x

ehmmﬂo 2 tgz/cos2z — \/E

ITpumep 7.11. Ucnurary Tox i ckunupaTn rpaduk dysknmje y = (22 — 1)e~ /%,
Howmen je R\ {0}; nyna dbyuxumje je N(1/2,0); y < 03a x € (—o00,0)U (0,1/2) my > 03a x € (1/2,00).

IIpaBa x = 0 je BepTHKaIHa ACUMIITIITA Ca JIEBE CTPaHe, jep je

lim y(z) =0 u lim y(z) = —oc.

x—0+ x—0—
Kan z — +oo moxkemo kopuctutn MaxompeHnos paseoj ef = 1+t + o(t) xag t — 0:
1 1
lim (22 —1)e”Y* = lim (2z —1) <1 ——+o0 <—>) = lim (2z —3+0(1)),
xr—+oo r—+o0 €T €T r—+o0

mma je mpaBa y = 2z — 3 KOCa aCUMITOTa KaJl & — £00.
Iame je y'(z) = 6_1/172962;39”71.

ey M 3axc(—oo,—(1++3)/2)U((V3—1)/2,00);
e yN\y3axc(—(1++3)/2,00U(0,(V3-1)/2).

Taura (—(1+/3)/2,y(—(1++/3)/2)) je nokanun Makcumy™ GyHEIHT]E,
a tauka ((v3 —1)/2,9(v/3 —1)/2)) je nokanau MuEIMYM GyHEIHT]C.
Ilpyru m3Bon je y’ = e 1/*2L

y:(2x71)6_%

71, ma je y xomkaBHa 3a r € (—00,0) U

(0,1/4) u rouBekcua 3a = € (1/4,00). PyHKIMja UMaA TPEBOj y TaUKU
(1/4,y(1/4)).

IIpumep 7.12. Ucnuratn TOK u cKunupatn rpaduk QyHKIHje

In®(z — 2) Va+2 x+1 x 3
Y= Ym0, Y= e, Y= ——, y=z-1-Va
r—2 In“(z + 2) 2 42 2 —1

— X.



