Pada Mymasuuh Byxuh

6 W3Boam

6.1 IlIpsu u3BOS

3a ¢yuruujy y = f(z) Beanuuna ﬁ—g = (32 /() IpeICTaBba
Ha2UO cewuye Koja MPOJIa3U Kpo3 Tauke (&, f( )) u (a, f(a))

rpaduka ¢pyarnuje f.

Y rpaHWYHOM CIyd4ajy Kan & — a, JUMeC Haruba cedurie A—y je
f'(a) m npencrasma nazub manzenme va kpusy [y tauru (a, f(a)).

Hedbununuja 6.1. Hzeod byukuuje [y tauku a, y ozuauu f'(a), je

f'(a) = lim M = lim M

h—0 h esa  x—a

aKO OBaj JIMMeC TOCTOjN.

Cremnn na cy jednawune manzenme u wopmase Ha KpuBy y = f(x) y taurn (a, f(a)) pemom

! —a) u — fla) = — ! T—a

o aeduHAI]e, a 3aTHM jeIHAYNHE TAHTCHTEe ¢ 1 HOpMAaJIe

Ipumep 6.1. Oapeaurn usson byukmmje f(x) = x?

n Ha KpuBy y = o2 y Taukn (—1,1).

Tlo medpununuju je
. fla+h)—fa) .. (a+h)?—a®> . 2ah+h>
/ = = = _— P—
fila) = i?g%) h o }ll;n%) h o I?g%) h %%(2(1 +h) = 2a.

l\DIOJ

Crnemn maje f/(—1) = —2,majet:y—1=—-2(x+1),1j.t:y—2z—1lun:y—1==%3(x+1), 1. n:y=%4+3.

3a u3Bon ¢pyurmmje y = f(x) ce yecTo KOpUCTe M OpPyTe O3HAKE:
dy d
J'@) =y =L = 2 (@) = Df(z) = D (2).
Cumbonu D u d/dz npencrasibajy onepamope dugepenyupamna, Tae je Jufiepenyupamne IPOLeC HALAKCHa
n3BOIA.
Bunmo nma je dy . Ay
dr Avsyo Az’

rne cy Az =hu Ay = f(x+h) — f(x) npomene no z- u y-koopauuaru. akie, dr MOKEMO na TyMAYUMO
Ka0 ,,0eCKOHAYHO MaJy’ MPOMEHY BPEIHOCTH X, a dy Kao oarosapajyhy OecKOHAUHO MaJy MTPOMEHY
BPEIHOCTH .

,Bemmuune” dr u dy ce 30By dufepenyujasu npomenpuBux x u Y. CUMOONIUYKYN 3aIMCAHO, UMAMO

df = dy = f'(z)dx.

IIpumep 6.2. Usson dyukuuje f(x) = e* no nedununmju je
f(.’L'+h) f()_ em-{-h_em T 1: eh_l T

(N — 18 —_—
f'(w) = Jim, 2 P — e Jim,

Hakne, ' = f.

(TIpeu) dudepennujan dbyuknuje je df = e*du.



6.2 JTudepeHnunjabuaHoCT

Hedunnunuja 6.2. Oyuximja f je dufepenyujabuara y Tauku a axo f’(a) mocroju.

Ona je mudepentmjabuina Ha (MOXKIa 1 GECKOHAYHOM) OTBOPEHOM WHTepBany (a,b) ako je mudepenimja-
O6WIHa y CBAKO] FHeroBOj TAUKM.

‘ Teopema 6.1. Axko je dyukuuja f mudepennujabuina y TauKu @, OHJIA je OHA M HEINPEKUIHA y TOj TAYKH.

JZoxas. Kako je f(x) nudepennujabuina y Taduku @, MOCTOjU lim M = f'(a), na je
Tr—a Tr—Qa
lim[f(z) — f(a)] = lim fo) = fla) lim(z —a) = f'(a) - 0=0,
r—a r—a Tr—a r—a
1. f(z) — f(a) kama © — a, WTO 3HAUM Ja je [ HEIpPEKHIHA Y a. O

O6GpuyTo TBpheme He Basku, Tj. ako je (QYHKIUja HEIPEKUIHA Yy HEKO] TAYKW, HE MOpPa y TOj TAYKHU
Outu m nupepeHnujadbuIHa.

IIpumep 6.3. ITocmarpajmo byukiujy f(x) = |z|. Panuje cMo nmokasanu ga je OHA HENPEKUIHA HA LEJIOM
ckyny R. 3axz > 0je f(z) =x,naje f'(z) =1. 3axz <0je f(z) = —x, naje f'(x) = —1. Ocraje ga ce ucnura
mudepentujabuHOCT v HyH. HamakemeM TeBOT U IeCHOT W3BOAA Y HYTH

. . |h
noo- I Tl ’

BUIUMO & OHU HucH jenHaku, na f'(0) me mocroju.

leomerpujcko TymMaueme NPeTXOMHOD IpUMepa je na y Hyan (YHKIUja UMa ,Moul’ - 0a ce y HyIu
He MOKe Ne(UHMCATU TAaHIEHTA, IITO 3HAUN & HEMa U3BOAA.

Jom je moryhe na je ¢pyHKIUja HEIPEKUOHA Yy TAYKHU @, & [Ja Y HOj MMa BEDTUKAJHY TAHTEHTY.

IIpumep 6.4. Oyuxmmja f(r) = ¥z je mHenpekumna Ha memom ckymy R. Umak,

7o) = tim STy ]

= [1m 1m 3 = 00, Y
z—0 €T z—0 .1‘2
na dyaknuja f #uje nudepennumjadbuana y tagku 0.

xT
Kako mpBu wum3BOx mpeacraB/ba KOeMUIIMjEHT MIPABIA TAHTEHTE
tga = 0o, BHAUMO Ja je yrao KOju TAHTeHTa 3aK/ama ca MO3UTHB-

HUM JIJIOM T-0Ce 7, Ma je TanrenTa npasa r = (.

Y HacTaBKy Cy JaTU ,, TaOIUYHN’ U3BOIU.
y Ccy »

x () =0 * (%) = az*? x (e*) =e* * (a®) =a*lna
* (sinx) = cosx  * (arcsinz)'= ! * (tg ) = ! * (arctg x) = 1
V1—z2 cos? 1+ 22
-1 -1 -1
* (cosx) = —sinz  * (arccosx)' = * (ctg ) = * (arcctgr) = ——
(cos z) ( V= (g a) =« (arcctga) = 3
1
* (Inx) = — % (shx) =chz ¥ (chz)=shuz
x




6.3 W3Boau Bumier peja; nmpaBuja AudepeHnupama

ITpernocraBumo na je pyurmuja y = f(x) mudepenimjabunna (Ha nekom uarepsaiy (a,b)), Tj. na uma
KoHauan u3Box [’ Koju je Takobe pymrmmja (Ha ToM mHTEpBANY). AKO je Ta QyHKIUja AUpepeHTrjadbuina,
MoskeMmo Hahwm dpyeu useod momasHe QyHKIUje KOjU ce O3HAUABA HA Pa3He HAUUHE:

oy - (WY A (dy _ Py
1= (dx) dx (dx)dyQ'

HacraBmamem oBor IIOCTYyIIKa IIO6I/Ija.MO n3BOA€ BHUIIEr pena.

Hedurunumja 6.3. Axo je n mpuponan 6poj, n-mu uzeod dbyukuuje y = f(x) neduHUITEMO WHIYKTUBHO

kao u3BoJ (n — 1)-Bor usBoa: dy™

d
(n) — (£n=1)\ _ & ¢(n-1) _ &J
! (f ) dacf dzn’

Hednannmja 6.4. Bemnmanny d" f masmsamo n-mum dufepenyujarom dynknmje f n ¢ ob3mpom wa gedn-
HUIIM]y 7-TOT M3BOJA MUIIEMO 4 f = ) ggn,

IIpumep 6.5. N3paaynaru rpehn uzsox u tpehn audepunmjan pyukmuje y = In x.

IIpBa Tpu u3Boga dyuknmje cy iy’ = %, y = fz—12, y" = I%, na je Tpehu gudepummjan dy® = I%dzg.
Teopema 6.2. Heka cy f n g nudepennmjabuine GpyHKIMje ¥ ¢ KOHCTAHTA. Ba};{I/I
f f'9— 19
€l =l GEaf=rds G =favsd (D) =TI
JlOKaskMMO IPABUIIO 38 U3BOJ MPOU3BOMA:
_ fla+ Az)g(z + Az) — f(2)g(x)
r_
(f@)g(a)) = Jim_ -
o St An)gle + Ax) — f(@)gla+ Ax) + f(@)gla + Ax) — [(2)gla)
Az—0 Az
Ut Ar) @)+ Ax) + () (g(e + Ax) — g())
Az—0 Ax
. fa@tAn) -~ fo) . . glz+Az) —g(x)
SAM T A A Ad T i SO I T
= f'(@)g(z) + f(2)g' ().

1
z

IIpumep 6.6. Hahu uzsox dbyukuuje y = (x + 1)e=.

/ 1\’ 1 2 g1
y':(x—i-l)’e%—i-(x—i—l)(e%) :e%—l—(x—i-l)e%- - :e%—x—i_ er =T 72702
x 22 22

IMocmarpajmo jom caoskeny ¢yuruujy f(g(x)). Hera je ¢pyurnuja g nudepennujabunna y Tauyku & u
¢yurmmja f mudepenimjadbuana y tauku ¢(z). O3nauumo

glx+Az)=g(x)+Ag u flg+Ag) = f(g9)+Af

Tana je Ag = (¢'(x) +e1)Ax u Af = (f'(g9(x)) + 2)Ag, tne €1 — 0 u €2 — 0 kana Az — 0, na Baxn

Fe@)) = tim 2L = tim (7)) +e2)(d' @) + 1) = F(9(e))g (@).

Az—0 Az Az—0

Teopena 65 Baxt (o)) = f(gle)) o) wan L =90

IIpumep 6.7. Hahn n3Boxn dpynkumje y = z”.
JlaTa dbyuKImja ce MoxKe 3amucati y obauky y = e "% Caja je mo mpaBuiy 3a W3BOJ, CI0MXKeHe (DYHKIMje
!
(e9@) = 9@ . ¢'(x), rre je (g(x)) = (zlnz) =lnz+ 1, majey =e*™?(lnz + 1) = 2%(lnx + 1).



6.4 W3Boa MMNINIUTHO U MapaMeTapcku garte pyHKIUje

Io cana cy ¢pyurnuje 6une mare y excnauyummuom obauky y = f(x). Nnak, gpyurnuje Mmory 6utu nare
u y umnavyumuom obauky F(z,y(x)) = 0. Tana ce uzson ¢pyurumje y(r) Moske no6uTU AU(EPEHIUPAHEM
naTe jeqHaYUHE.
IMpumep 6.8. Uzpauynaru usson dbyuxnuje y=y(z) mare jeqnaunnom 22 Iny — y?Inz = 0.

Hudepennupajmo nperxoany jeanaduny no x Bogehu pauyna ga je y = y(x):

2
1 1 L —2zIn
2elny + 22—y —2yy'Inz —y*— =0, maje 3y = ﬂiy
Y x % —2ylnx
ITpumep 6.9. Hahu narub ranrenre y Taukn (2, —1) kpume 2y + 5 — x? — y3 =0.
IudepernupameM fare jeamadmne mobmjamo 2y — 2x — 3y%y’ = 0, 1j. ¢ = 23§y2. Bar=2uny=-1

nobujamo y' = —4, na je Haru® TAHTEHTE y AATOj TauKu —4.

Heka je nara nudepennujabunna pyuruuja y = f(z) koja je u bujerimja. Tana nocToju meHa UHBEP3HA
dymrmaja f~! 3a kojy Bamu f(f(x)) = 2. Hudepenrmmpamenm oBe jeHaumnae 106ujaMo GOpMyIy 3a u3600

uneepsne Pynryuje L " 1
7)) (f@) - fl@x) =1, . (7)) =4
() (7)) 7' (2) (' W)= 53
IIpumep 6.10. M3eon dbyukimmje f(z) = arshz je mpema mperxoanoj dbopmyan
1 1 1 1 1

(arshz) = —— =

(shy)  chy V1+sh?y - V1 +sh®arsha VI tal

Kpusa jom Momxe Gutu naTta u napaMmetapcku. Ha mpuMep, mapaMeTapcke jefHAUNHE jeTTHITHE KPYk-
HUIE cy & = cost, y = sint, ¢ € [0,27).

Teopema 6.4. Heka je kpwBa mara mapamerapckuM jenmHaumnama x = fi(t), y = fo(t), npm uwemy cy
dbyuxmmje f1(t) n fo(t) nndepennmjadnane 3a o < t < S. Axo je je fi(t) # 0 Baxkn

dy _dy/dt ()

de — dx/dt — fi(t)

Jlokas. Ha ocrosy Teopeme o muBep3noj dbymnkmmjn nocroju musepsma dynxmuja (f; 1) () = 1/f](t), na je
y = f2(t) = fa(f;y H(x)) crnoxena bynximja wnju je u3Bo
dy 1p—1 —1y/ - f2/(t)
L= AU @) - (Y @) = B
O
IIpumep 6.11. Hahn n3Bom mapaMeTapcKkn JaTe Kpuse x = e' sint, y = e~ ! cost.
Osje je 2/(t) = et(sint + cost) u y'(t) = —e~(sint + cost), na je % = —e~ 2 mpu gemy je sint + cost # 0,

1j. tgt # —1,1j. t # —F + kn(k € Z).

Ipyru usson napamerapcku nare kpuse = = x(t), y = y(t) je
dy _d (dy d (y) dt _ =" (t)y"(t) —a"(t)y'[t)
dz?  dx \dx 2'(t) ) dv (2'(t))3 '

Cdt




