Resenje pismenog ispita iz Numerickih metoda, I grupa

1. Koriste¢i Liebnizov kriterijum pokazati da je red

“+o0
Z(fl)kl +kkﬁ/5’
k=0

konvergentan. Ispitati apsolutnu konvergenciju datog reda.

Resenje. Opéti ¢lan reda je aj, = k/(1+ k%/%). Jednostavno nalazimo da
vazi
lim ap = 0.
k—+oo

Takodje iz

d 5 — KO/

=

dk 5(1 + k6/5)2
zaklju¢ujemo da opsti ¢lan reda opada sa k. Na osnovu Liebnizovog kri-
tirijjuma zaklju¢ujemo da je alternativni red konvergentan.

Red

<0, k>5,

o0 k

2 Ty

k=0
nije konvergentan, jer je

a red
>
k=1 k
je divergentan. Zaklju¢ujemo da red nije apsolutno konvergentan.

2. Koriste¢i Gaussovu metodu eliminacije, sa izborom glavnog elementa,
reSiti sistem linearnih jednacina Ax = b, gde je

1 1 1 1
A=12 3 4 b= 1
4 9 16 1

Resenje. Kako sistem treba resiti sa izborom glavnog elementa, to na
poziciju (1, 1) treba postaviti element prve kolone koji ima najveéu apso-
lutnu vrednost. Kao $to vidimo to je element u treéoj vrsti. Nalazimo
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Primetimo da prilikom eliminacije u drugoj koloni ne menjamo vrste jer

je | —1.5] > | — 1.25].

Nalazimo
T3 = 1.
n=Tyy T
1-— 91‘2 - 16563
Tr1 = f =3.

. Nadi Newtonov interpolacioni polinom za skup podataka
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z, |11 1.2 1.9 25
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Odrediti priblizno vrednost funkcije f u tacki 2.0.

Resenje. Formiramo tablicu podeljenih razlika na sledeéi nacin

Eoxp [zrs ] [@k, Trgs £ [k, Tht1, Trt2; f]

0 1.1 2.0
1.8 2.
18-20
b2l 57143 — (—2.0)

1 1.2 1. — T

8 18 1.9-1.1 L7857

S 5714
L9-12 e 66667 57143

2 19 14 i — (= )
L8 14 25— 1.2

3 25 1.8

Odavde dobijamo
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P3(z) = 2.0+(—2.0)(z—1.1)+1.7857(2—1.1)(z—1.2)+(—.59523) (x—1.1) (z—1.2) (z—1.9)

pa je
P5(2.0) = 1.4428

. Koriste¢i Newtonov metod odrediti pozitivno resenje jednagine 3

sa relativnom greskom manjom od 107°.

=sinx

Resenje. Crtajudi priblizno grafike funckija (vidi sliku 1) mozemo oceniti

da je resenje malo manje od 1.
Newtonov metod je iterativni proces

B r3 — sinxy
Thtl = Tk = 32 —cosxy

Startujuéi sa g = 1., dobijamo rezultate prezentovane u tabeli 1.

Vidimo da ve¢ treca iteracija sadrzi reSenje sa zahtevanom tac¢noscu.
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Figure 1: Grafici funckija y = 23 i y = sinz.
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Table 1: Iterativni proces zj+1 = x), — (23 —sinwzyg) /(32 —cosay), k =0,...,5.

5. Koristedéi uopstenu trapeznu formulu, sa barem pet podintervala, odrediti
priblizno vrednost izraza
1
/ e dx.
-1

Odrediti apsolutnu i relativnu gresku i uporediti sa teorijskom ocenom.

Resenje. Kako je H = (1 — (—1))/5 = .4, formula sa pet podintervala je
oblika

Ts(f)=4-(5- f(=1)+ f(=6)+ f(—2)+ f(:2)+ f(.6)+ .5 f(1.).
Dobijamo

Ts=4-(5-e"+eC+e?+e 2 +e 0+ .5 ¢ ")~ 2.381657833015172



Vrednost integrala je
I =e! —e™ !~ 2.350402387287603

Odavde dobijamo apsolutnu i relativnu gresku

A
A = |I — T5| = 0.031255445727569, r = m = 0.013297912687894

Teorijski greska je odredjena izrazom
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Stvarna vrednost apsolutne greske je otprilike dva puta manja.



Resenja pismenog ispita iz Numerickih metoda, IT grupa

1. Koriste¢i Liebnizov kriterijum pokazati da je red

“+o0
Z(fl)kl +kk5/4’
k=0

konvergentan. Ispitati apsolutnu konvergenciju datog reda.
Resenje. Opéti ¢lan reda je aj, = k/(1+ k%/4). Jednostavno nalazimo da
vazi

lim ap = 0.
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Takodje iz
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zaklju¢ujemo da opsti ¢lan reda opada sa k. Na osnovu Liebnizovog kri-
tirijjuma zaklju¢ujemo da je alternativni red konvergentan.

Red
o0 k

2Ty

k=0
nije konvergentan, jer je

a red
>
k=1 k
je divergentan. Zaklju¢ujemo da red nije apsolutno konvergentan.

2. Koriste¢i Gaussovu metodu eliminacije, sa izborom glavnog elementa,
reSiti sistem linearnih jednacina Ax = b, gde je

11 1 1
A=|5 4 6 |, b=]38
4 8 12 4

Resenje. Kako sistem treba resiti sa izborom glavnog elementa, to na
poziciju (1, 1) treba postaviti element prve kolone koji ima najveéu apso-
lutnu vrednost. Kao $to vidimo to je element u drugoj vrsti. Nalazimo
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Primetimo da prilikom eliminacije u drugoj koloni menjamo vrste jer je
|4.8] > |.2].

Nalazimo
T3 = 1.
—24—-"72 x5 9
Tg = —————— = -2,
2 4.8
8 — 4%2 - 61‘3
T, = — 5 =2.

. Naéi Lagrangeov interpolacioni polinom za skup podataka
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z, |10 1.4 21 35
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Odrediti priblizno vrednost funkcije f u tacki 2.3.

Resenje. Nalazimo

fo(@) = (ox—lzi)((fo 2211))((1 - 3_5; 55 = 90909 — LAY —21)(w = 3.5),
f@) = ¢ 1.51””__1%6(;)((1% 4__2211))(‘:1 43 5; 55 = L7007( = L0)(@ = 2.1)(w — 3.5),
ble) = 5 (196—_1%6?)((;1_—112)(2:2 . 3_5?3 5 = — 92764z ~ 10)(z — L)@ =35,
fa(x) = 3 (55”_1%(')(;)(?5_1142)(53 - 2_12) 5 = 13005(z ~ 10)(z ~ 14) (@ — 2.1,

Py(z) = f(zo)lo(z) + f(z1)lr(z) + f(22)l2(T) + f(23)l3(2)
= 2.000(x) + 186 () + 1.5 () + 1.805(),
P3(2.3) = 2.000(2.3) + 1.861(2.3) + 1.502(2.3) + 1.805(2.3) ~ 1.4485
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. Koriste¢i Newtonov metod odrediti pozitivno reenje jedna¢ine z? = cosx
sa relativnom greskom manjom od 107°.

Resenje. Crtajudi priblizno grafike funckija (vidi sliku 2) mozemo oceniti
da je resenje malo manje od 1.

Newtonov metod je iterativni proces
2
xy — COS Ty,

Tk41 = Tk — - .
+ 2x) + sinxy

Startujuéi sa xyp = 1., dobijamo rezultate prezentovane u tabeli 2.

Vidimo da ve¢ treéa iteracija sadrzi reSenje sa zahtevanom ta¢noscéu.
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Figure 2: Grafici funckija y = 22 i y = cos .
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Table 2: Tterativni proces xx11 = T) — (xi —cosxy)/(2xp +sinxg), k=0,...,5.

5. Koristeéi uopstenu formulu srednje tacke, sa barem pet podintervala,
odrediti priblizno vrednost izraza

1
/ e*dr.
-1

Odrediti apsolutnu i relativnu gresku i uporediti sa teorijskim ocenama.

Resenje. Koristicemo formulu sa pet podintervala N = 5. Za h =
(1 = (=1))/N = .4, formula ima oblik

Ms = 4 (f(=8) + f(=4) + f(0) + F(4) + f(:8)).

Dobijamo
M5 ~ 2.334805854514639



Kako je

1
I:/ e“dr =e—e !,
-1

apsolutna i relativna greska su

A
A = |M;s — I| = .015596532772964, r = m ~ .006635686237097

Teorijska ocena apsolutne greske je

(1-(-0)?* , _ 1
o —— < —_ z .
A 91 .52 le”| < 756 036243757712787,

vidimo da je teorijska vrednst dva puta veca od stvarne vrednosti apso-
lutne greske.



