Paoa Mymasuuh byxuh

8 TejmopoB mosimHOM

8.1 TejnopoB u MakJOpeHOB MOJIUHOM

Heka je f mudpepennmjabuiana GpyHKIMja v HEKO] OKONUHE Tauke a. Tana je jeduavumna marzenme
f@) = (@) + f'(@)(z - a)
3aIIPaBO AUHEAPHA Anpokcumayuja GyHKITje f y OKOJIMHU TadKe a.
Ti(z) = f(a) + f'(a)(z — a),

f(a) =Ti(a), f'(a) =Ti(a) u f(z) ~ Ti(x) 3a x U3 OKOJNUHE TauKe a.
Monurom Ty (z) je Tejaopos noaurom IPBOT CTENeHA 3a GYHKIM]Y [ y OKOJIMHU Tadyke q.

AKO 03HAUMMO

Taaa je

CnuyHO, MOKEMO HOYKEJIUTU na ABa IMyTa MudepeHnujadbuany GyHKmujy f y OKOJMHM TadyKe a alpOK-
CUMUPAMO KBaIPATHUM MOJUHOMOM T5 () TAKO na BaKU

fa) = Ty(a), f'(a) =T5(a) u f"(a) =T (a).

Tana je an
Ty(a) = f(a) + £ (@) — a) + T02  — a?

Tejaopos monmHOM ApyrOr cTemeHa 3a (yHKIU]y f y OKOJIMHU TadKe a.

Hedunnnuja 8.1. Heka je dbyukumja f(x) nedunncana na WHTepBaIy KOJU CaApIKW TauKy @ Y YHYTpAIl-
IbOCTH U N IyTa AuPEPeHITnjaduIHa y TAIKA a.

Tejropos noaurom peda n 33 GYHKIH]Y [ v OKOJIWHA TAYKE @ j€ TIOJTUHOM

w f//( ) f/// (a)
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To(x) = f(a) + (x—a)".

Axo je a =0, nonuuom T,, HazuBamo MaKioperosum NoLUHOMOM.

IIpumep 8.1. Hahu Maksiopenos nosiunom cremena n € N 3a dbyukiuujy f(x) = e*.

Tpaxkenn MOMMHOM je 0OTHKA,

f10) . ") F™) ,
Kako je f(z) = f'(z) = f"(z) = --- = f(")(x) - f(O) _, ILO6I/IjaMo

Tn()_l—f—x-i- Zk,

V ropmoj dbopmymn evmo kopuctim ga je 0! =1 u fO = f.

ITpumep 8.2. Hahu Tejropos monunom crenena 3 3a dbynxuujy f(r) = 23 y okonunu Tauxe a = 2.

Osze je f’( ) =32, f"(x) = 6z, f”

) = 6 (upumerumo Ja cy cBu u3Boau pefa Behier ox 3 jejHaku HyH,
na je f(z) = Ts5(x)). Jakme, f(2) =38, f/(2) = f"(2) =12, f"'(2) = 6 u 3amenom y dbopmyan
) 3
(x—2)* + =T (z —2)

Ty(z) = £(2) + (’<w—2>+@ .

Ts(x) = 8+ 12(z — 2) + 6(x — 2)* + (z — 2)%.

JI001jaMo



8.2 MakJiopeHOBU pa3BOju HEKNX OCHOBHUX (DYyHKIHja

MaksopenoBu pasBoju cy MaKJIOpeHOBU IMOJMHOMU MPOU3BOJLHOI CTEIEHa, Tj. CTENEeHU PEeIOBU. 3a
¢yuruujy f Koja mMa CBe M3BOJAE Y TAUYKM @ Taj Pa3BO] je 0OIMKa
) 10 f"(0)
f(@) ~ f(0) + ? ’

i r+ o1 o+ 3l 74

IIpumep 8.3. Hahlu Maksiopenos pa3soj dbyukimje f(z) = e”.

Ha ocuoBy npumepa 8.1 MakiiopeHOBOI HOJIMHOMA, CTEHEeHa 1, BUAUMO Ja je Tpaxkenu (6eCKOHAYHU) Pa3Boj
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x 1 2 13 _
e ~1+z+§:c Jriz +~~~fz
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n!’
n=0

IIpumep 8.4. Hahu Maxkioperor pa3roj dbyukimje f(z) = sinz.

Osze je f'(x) = cosz, f"(x) = —sinz, f”(x) = —cosz, fD(x) = sinz = f(x), ma je f(0) =0, f(0) =1,
F"(0) =0, f(0) = —1, f(0) = 0. Ipumehiyjemo ma je %) = f, fURFL) = f/ fURE2) — 7 g fOARES) — pro

3a k € N. Jlakae o
) o B p2n+1

sz~ a =gt g =g =) (0 Gy

n=0

Canuyno ce nobujajy m cnemehu MakiaopenoBu pa3Boju:

.’L'2 .’L'4 .’L'6 oo n:L.Qn
CO”“‘E‘LI_E‘L'”:;(_U 2n)!’
(a4 (ot ()24 (D)aP+ =3 (" )am,
1 2 3 —\n
A = z"
In(1 Np—— 4= -4 = _)yniz
n(l+z)~z 5 + 3 1 + ;( ) -

IMpumep 8.5. Anpokcuvuparu byrkimjy In(1 + 2 — 22) MakI0peHOBUM MOJTMHOMOM YeTBPTOT CTeNeHa.

Kopuctumo mozuaru pa3soj In(1 +t) =¢ — % + % - % + o(th) kam t — 0:

—_ p2)2 _ 233 _.2\4
1I1(1+SC*ZL'2):ZL'7SC2*(:L‘ ZC) +($ ‘T) 7(1' ZC) +0((1‘*$2)4)
2 3 4
1 4
:x—xQ—5(,@2—23034-1:4)—}——(303—3304)——+0(x4)
4
=x-— 2,7:2—1—5303 4x4+0(x4)



8.3 IlIpomena rpermike

[Ipur ampokcumanuju n nyrta HenpekugHo nudepennujaburae dyurnuje [ TejmopoBuM moIMHOMOM
CTelleHa N Y OKOJMHU TadKe a:

f(x) = Tn(z) + Rn(x)
jaBma ce rpemka R,, npu uyemy Basku R, = o(z").

Cnenehe ommre TBpheme je morazao Jlarpamxk, a y moka3y ce kopuctu PosioBa Teopema.

Teopema 8.1. Hexka je dyukmmja f n + 1 myra gudepenrujaburHa y HHTEPBATY KOJH CAIPIKA TAUKe a U b
u Heka je T, (x) wen TejIopoB MOJIMHOM CTermeHa 1y OKOJWHHN Tauke a. Tazna 3a rpemky Ry, () Baxwu

F D (c)

(b —a)"

)

rze je ¢ Heka (menosnara) tauka usmehy a u b.

Jokas. Ouexyjemo na R, (b) 6yme pena senmunne cieneher umana y Tejmoposom pasrojy, Tj. O((b — a)™t1).
Jaxme, neka je R, (b) = k- (b — a)"*! 3a nekn peanan 6poj k.
TTocmarpajvo dyuknjy
g(x) = f(z) = Tn(z) — k(z —a)" .

[Moxcernmo ce jga 3a nonuaom 1, BaxKwu T,Sk)(a) = f®)(a) 3a k=0,1,...,n, mro 3ma4n 1a je

gl@)=g'(a)=g"(a)=---=¢g"(a)=0 u g(b)=0.
Cama xopuctnmo PosoBy Teopemy.
Kaxo je g(a) = ¢g(b) = 0, mocroju Tauka 1 € (a,b) Taksa 1a je g'(x1) =0

Kako je ¢'(a) = ¢'(x1) = 0, nocroju rauka x2 € (a, 1) Taksa na je g”(x2) = 0.

Kako je ¢ (a)=¢™ (z,,)=0, mocroju mawka z,1 € (a,z,) Taksa ma je ¢V (z,11)=0.

Osmaunmo ¢ = x,41. Jacro je 1a je a < x,41 < b. Kako je T,S"H)(gg) = 0 (u3BOZ pema n + 1 mosmHOMA CTEneHa,
n je ’ysa), IMaMo
gD (e) = F () — k- (n+ 1)),

onakne je k = mf("ﬂ)(c). [Ipema Tome, R, (b) = ﬁf(”“)(c)(b —a)" L, O
IIpumep 8.6. Ilpouenuru rpemky anpokcumanuje gyukuuje f(x) = cosx MakjIOpeHOBUM IIOJUHOMO JAPYror
crernena 3a x = 0, 6.

Oxrorapajyhn Makimoperos mosmaoM je Th(z) =1 — ””2—2, a rperka je obImKa,

1)

Ry (x) gy L 3ameKoc u3mebhy 0 n 0, 6.
Caja mporeHnMo arcoayTHy BpeaHocT rpemke 3a ¢ = 0, 6:
i 0,63
1R2(0,6)] = 20l 67 < 207 3,



8.4 MHNcnuruBame acuMIITOTHKE (DYHKIIHjE

Basxkna npumena Tejmoposor nonuroma je y onpebuBamy acumMmuroTure GyHknuje. Pazmorpumo cie-
nehe npumepe.

IIpumep 8.7. U3pauyHarn rpaHudHe BPEIHOCTH

1 — cost 1 i
a) lim (z—2*In(1+1/z)), 6) lim — > B) lim — In 222

—00 z—0 xsin3x ’ z—0 12 €T

a) Ako uckopucrumo Maxkiopenos pa3soj 3a dbyukiujy In(1 +1¢) =t — % +o(t?) kam t — 0 (mano ,0” on
f(t) je dbyukuuja 3a kojy saxu o(f(t))/f(t) — 0 xkax t — 0 1j. o(f(t)) je 3anemapbuBo Masa y nopehemy ca

f(t)) nmamo ; (1 1 1 L i 1 B
A\ G tel\z))) =it =5

AsrrepraTnBHO, 3a7aTaK Ce MOYKe PEIruTH ipruMenoM Jlonmranosor nmpapuiaa. Ako yeegemo cmeny @ = 1/t,¢ — 0,

JaTH JUMeC ce CBOIH Ha

1 In(l+t t—In(l +1¢ -+ 1 1
lim <_ o )> ST U ) B 5. STl = AU I
t—0 \ t 12

=0 12 (0/0) t=0 2t t=02(1+t) 2

6) Kopuctuvmo Maknopenose passoje cost = 1 — % +o(t?) usint =t + o(t?) xan t — O:

. l—cos*z . (1 —cosz)(l+cosz)(l+cosm) . 1—(1 2
lim ———— = lim - =4 lim = —.
z=0 xsindr  z—0 x sin 3z z—0  x(3z + o(z?)) 3

3
1. s 1 - % ¥ 1 2
lim—21nsmz = 1im—21nx6—+o(x) =lim —In (1%+0(z2)>

z—0 1 i z—0 & o x—0 :CQ
2
Ctim (o)) =
7il—>mOx2 < 6 +ole )> N
23
IIpumep 8.8. Hahm momen m acummnrore QyHKIH]E 1 +x—1.
x
Howmen oee dyHKIHje je I””—:l >0, 1j. (—o0, —1) U [0,00). [IpaBa x = —1 je BeprukaaHa acuMuToTa, jep je
3
lim x +x—1=o00.
r——1— r+1

Jla 6ucMo ompenuan noHamame MYHKINje KaI £ — +00, MOKEMO KOPUCTUTH MaKIOpEeHOB MOJUHOM (hYHKIIH]je
(I+t)*=14at+o(t) xax t — 0:

. a3 ) 1
lim +2x—1) = lim |x4/1— +x—1
. 1 1 . 3

mma je mpasa y = 2x — % KOCA aCHMITOTa Kaj & — 0o. Ciamdno,

. a3 i 1
lim +x—1)=lim | —x4/1— +x—1
. 1 1 . 1
i (o (=g e (7)) o) = (),

ma je mpaBa y = f% XOPU3OHTATHA ACUMIITOTa KaJ & — —O0.




8.5 3agmamnm

1. AmporcumupaTtu QyHKII]Y
Y= (12 _ 1)6721

MakmopeHoOBUM MOJIMHOMOM YETBPTOT CTEIEHA W MPOLEHUTU I'PEIKY alpOKCUMAINje Ha WHTEPBAIY

0, 1].

[psux ner ussozna cy y'(z) = —2e 2%(2% —x — 1), v/ (z) = 2e72%(22% —4x — 1), y"'(x) = —4e2*(222 —
62 +1), yH(z) = 16e72%(2? — 4o +2) u y©®)(z) = —32e2%(2? — 52 +4). Hame je y(0) = —1, y'(0) = 2,

y"(0) = =2, ¥ (0) = —4 u yD(0) = 32, ma je MakIOPEHOB MOJUHOM YETBPTOT CTENCHA
(0 (0 ) 4 0 2 4
Ta(x) = y(0) + yl(! )x—i— y2(! )x2 + Y 3(! )x3 + y4(! )x4, 1j. Ti(z) = —1+22 — 2% — 5303 + 5304.
I'pemka anpokcumanuje je
) (¢
Ry(x) = d 5'( )x5, 3a t€(0,x), mupumuemy je =z €|0,1].
3a omeny rpemke, zabumo maxcumym dyurmumje [y (t)| 3a t € (0,1) u y3umamo ma je z=1:
16
max | — 32 2(t? — 5t +4)| < 3204 =128, maje |Rs(1)]<-— 3a 2x€]0,1].
t€(0,1) 15

2. AnporcuMupaTy (yHKIL]Y

y=+v2x—1

TejmopoBuM moiarHOMOM cTeneHa 3 y okojuHU Tauke a = 1. Kopucrehu oBaj monunoMm mpubiarmixHO
u3padyHaTH {/1,2 U OIPOUEHNTU I'DENKY.

IIpsa yerupu ussonma cy y'(x) = %(21‘ — 1)~y (z) — %(2:0 —1)75 " (z) = %(Qz — 1)~y
y@® (x) = —8064/625(22 — 1)~19/5. Tejnopos monunom Tpeher cremena y Tauxn a = 1 je
!/ 1 1 1 " 1
Ty(z) = y(1) + y1(| Jw—1)+ yQ—(')(:c —1)2 4 yg—(')(z 13, 1.
2 8 48
Ti(z)=1+=(x—1)— —(z—1)*+ —(z — 1)°.
) =14 2 D) = = 1 (@)

Tame je y(1,1) ~ T3(1,1) = 1,037184. Ba 1 <t < 1,1 je (2t — 1)~/ < 1, ma je
1 8064

Rs(1,1 ———.0,1*~5,4-107°.
1Bs(L D < 1555 0 ’

3. Ompenutu MakIopeHOB MOJMHOM APYTOT CTemeHa 3a QyHKIMjy y = y(z) mary jeaHaumsoMm & + y =

arctg(zy).
IIpso npumernmo ma je y =0 3a & = 0. dudepennupamem nare jequauuse (o x) nobujamo
y+ay
149y = —~——,
T T ()
omakie 3a x =y = 0 mobujamo y'(0) = —1. Hamum aupepermmpamem nobujamo

g = Wy ey A (@9)’) — (v +2y)2ay(y + 2y')
(1+ (zy)?)? ’
omakne 3a x = y = 0 u 3'(0) = —1 mobujamo y”(0) = —2. Tpasenu MakIOpeHOB HOIMHOM je
To(z) = —x — 2%



