
Matematika 3 - pismeni deo ispita 11.9.2015.

Grupa 1 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′′ − 3y′′ + y′ − 3y = e3x.

Rexeǌe. Data jednaqina je nehomogena linearna diferencijalna
jednaqina tre�eg reda sa konstantnim koeficijentima. Odgovara-
ju�a homogena jednaqina glasi

y′′′ − 3y′′ + y′ − 3y = 0,

dok je karakteristiqna jednaqina

λ3 − 3λ2 + λ− 3 = 0.

Rexeǌa karakteristiqne jednaqine su λ1 = 3, λ2/3 = ±i, odakle
dobijamo fundamentalni sistem rexeǌa homogene jednaqine koji
qine funkcije y1 = e3x, y2 = cosx i y3 = sinx. Stoga je opxte rexeǌe
homogene jednaqine

yh = c1e
3x + c2 cosx+ c3 sinx.

Partikularno rexeǌe polazne nehomogene jednaqine tra�imo me-
todom neodre�enih koeficijenata. Kako se ǌena desna strana
mo�e napisati u obliku

e3x = eαx [Pm(x) cos(βx) +Ql(x) sin(βx)]

za α = 3, β = 0, Pm(x) = 1, Ql(x) = 0, i kako α + βi = 3 jeste rexeǌe
karakteristiqne jednaqine vixestrukosti s = 1, to partikularno
rexeǌe polazne nehomogene jednaqine tra�imo u obliku

yp = xseαx [Rk(x) cos(βx) + Sk(x) sin(βx)] ,

gde je k = max{m, l} = 0. Na osnovu prethodnog sledi

yp = Axe3x,

gde je A nepoznata vrednost koju treba odrediti. Lako dobijamo

y′p = A(3x+ 1)e3x, y′′p = 3A(3x+ 2)e3x, y′′′p = 27A(x+ 1)e3x,
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a nakon uvrxtavaǌa yp, y′p, y
′′
p i y′′′p u polaznu jednaqinu dobijamo

A =
1

10
,

pa je

yp =
1

10
xe3x.

Opxte rexeǌe polazne jednaqine je

y = yh + yp,

odnosno

y =

(
c1 +

1

10
x

)
e3x + c2 cosx+ c3 sinx.

2. Odrediti divergenciju i rotor vektorskog poǉa

~A = (xy + z, xz − y,−y2 − z2)

u taqki (0, 0, 0). Zatim izraqunati cirkulaciju datog vektorskog
poǉa du� krive L koja se nalazi u preseku povrxi y2 + z2 = 1 i
ravni x = 3.
Rexeǌe. Divergencija datog poǉa u taqki (0, 0, 0) je

div ~A = ∇ ◦ ~A =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
◦
(
xy + z, xz − y,−y2 − z2

)
= y − 1− 2z = {(0, 0, 0)} = −1,

dok je rotor datog poǉa u taqki (0, 0, 0)

rot ~A = ∇ × ~A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
xy + z xz − y −y2 − z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−2y − x, 1, z − x)

= {(0, 0, 0)} = (0, 1, 0).

Cirkulaciju vektorskog poǉa ~A du� krive L raqunamo kao krivo-
linijski integral druge vrste

CL

(
~A
)

=

∫
L

(xy + z)dx+ (xz − y)dy + (−y2 − z2)dz.
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Kriva L je kru�nica koja se nalazi u preseku cilindra y2 + z2 = 1
i ravni x = 3, a ǌena parametrizacija je

x = 3, y = cos t, z = sin t; 0 ≤ t < 2π,

odakle sledi

dx = 0, dy = − sin tdt, z = cos tdt.

Daǉe je

CL

(
~A
)

=

∫
L

(xy + z)dx+ (xz − y)dy + (−y2 − z2)dz

=

∫ 2π

0

(3 cos t+ sin t) · 0 + (3 sin t− cos t) · (− sin tdt)− 1 · cos tdt

=

∫ 2π

0

(−3 sin2 t+ sin t cos t− cos t)dt = · · · = −3π.

3. Izraqunati povrxinu onog dela povrxi x2 + y2 + z2 =
9

2
koji

iseca povrx z =

√
1

2
+ 3(x2 + y2).

Rexeǌe. Povrxinu povrxi koju konus z =

√
1

2
+ 3(x2 + y2) iseca iz

sfere x2 + y2 + z2 =
9

2
raqunamo po formuli

P =

∫∫
G

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dxdy,

gde z izra�avamo iz jednaqine sfere,

z = ±
√

9

2
− x2 − y2,

pri qemu uzimamo pozitivan predznak, jer je dat “gorǌi”konus.
Daǉe je

∂z

∂x
= − x√

9

2
− x2 − y2

,
∂z

∂y
= − y√

9

2
− x2 − y2

,

pa nakon uvrxtavaǌa izvoda u izraz za povrxinu i sre�ivaǌa tog
izraza dobijamo
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P = 3

∫∫
G

dxdy√
9− 2(x2 + y2)

.

Iz jednaqine konusa sledi z2 =
1

2
+ 3(x2 + y2), pa kad to uvrstimo

u jednaqinu sfere dobijamo kru�nicu x2 + y2 = 1, koja se nalazi u
preseku datih povrxi. Stoga je

G : x2 + y2 ≤ 1.

Prelaskom na polarne koordinate

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ

oblast G transformixemo u oblast

D : ρ2 ≤ 1.

Odgovaraju�e granice su ρ|10, ϕ|2π0 , a jakobijan je J = ρ. Daǉe
imamo

P = 3

∫∫
D

ρdϕdρ√
9− 2ρ2

= 3

∫ 2π

0

dϕ ·
∫ 1

0

ρdρ√
9− 2ρ2

= · · · = 3π(3−
√

7).

4. Primenom formule Gaus-Ostrogradskog izraqunati∫∫
Γ

xdydz + y3dzdx+ 3x2zdxdy,

gde je Γ povrx ome�ena sa z =
2

3
+ x2 + y2, z = 1 − x2 − y2, x = 0,

y = 0, koja se nalazi u prvom oktantu.
Rexeǌe. Va�i

I =

∫∫
Γ

xdydz + y3dzdx+ 3x2zdxdy =

{
formula

Gaus-Ostrogradskog

}

=

∫∫∫
T

[
∂

∂x
x+

∂

∂y
y3 +

∂

∂z
(3x2z)

]
dxdydz

=

∫∫∫
T

(1 + 3y2 + 3x2)dxdydz,
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gde je T telo ome�eno povrxi Γ, preciznije, ome�eno paraboloi-

dom z = 1−x2−y2 “odozgo”i paraboloidom z =
2

3
+x2 +y2 “odozdo”.

Zato je

I =

∫∫
G

[
1 + 3(x2 + y2)

]
dxdy

∫ 1−x2−y2

2
3

+x2+y2
dz

=

∫∫
G

[
1 + 3(x2 + y2)

]
[z]|1−x

2−y2
2
3

+x2+y2
dxdy

=

∫∫
G

[
1

3
− (x2 + y2)− 6(x2 + y2)2

]
dxdy,

gde je G projekcija tela T na Oxy-ravan. Ta projekcija je unutrax-
ǌost (ukǉuquju�i i granicu) projekcije preseka datih parabolo-
ida. Nakon izjednaqavaǌa desnih strana jednaqina datih parabo-

loida i sre�ivaǌa izraza dobijamo x2 + y2 =
1

6
. Uzevxi u obzir

da radimo u prvom oktantu, imamo

G : x2 + y2 ≤ 1

6
, x ≥ 0, y ≥ 0.

Prelaskom na polarne koordinate

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

oblast G transformixemo u oblast

D : ρ2 ≤ 1, ρ cosϕ ≥ 0, ρ sinϕ ≥ 0,

pri qemu dobijamo granice ρ|1/
√

6
0 , ϕ|π/20 , a jakobijan je J = ρ. Daǉe

je

I =

∫∫
D

(
1

3
− ρ2 − 6ρ4

)
· ρdϕdρ =

∫ π/2

0

dϕ ·
∫ 1/

√
6

0

(
1

3
ρ− ρ3 − 6ρ5

)
dρ

= · · · = 7π

864
.

5



Matematika 3 - pismeni deo ispita 11.9.2015.

Grupa 2 - rexeǌa

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

y′′′ + 2y′′ + y′ + 2y = e−2x.

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 1. zadatku grupe 1.
Dobija se opxte rexeǌe

y =

(
c1 +

1

5
x

)
e−2x + c2 cosx+ c3 sinx.

2. Odrediti divergenciju i rotor vektorskog poǉa

~A = (yz + x, xy − z,−x2 − z2)

u taqki (0, 0, 0). Zatim izraqunati cirkulaciju datog vektorskog
poǉa du� krive L koja se nalazi u preseku povrxi x2 + z2 = 1 i
ravni y = 3.
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 2. zadatku grupe 1, s
tim xto promenǉive zamene uloge: (x, y, z)→ (y, z, x). Dobija se

div ~A = 1, rot ~A = (1, 0, 0), CL

(
~A
)

= −3π.

3. Izraqunati povrxinu onog dela povrxi x2 + y2 + z2 =
10

3
koji

iseca povrx z =

√
1

3
+ 2(x2 + y2).

Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 3. zadatku grupe 1.
Dobija se

P =
2π

3
(10−

√
70).

4. Primenom formule Gaus-Ostrogradskog izraqunati∫∫
Γ

x3dydz + ydzdx+ 3y2zdxdy,

gde je Γ povrx ome�ena sa z =
1

3
+ x2 + y2, z = 1 − x2 − y2, x = 0,

y = 0, koja se nalazi u prvom oktantu.
Rexeǌe. Ovaj zadatak se rexava analogno 4. zadatku grupe 1.
Dobija se
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∫∫
Γ

x3dydz + ydzdx+ 3y2zdxdy =
π

27
.
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