
Rada Mutav
i� �uki�

6 Funk
ije vixe promen	ivih

6.1 Onovni pojmovi

Realna funkcija n realnih promenǉivih je neka funkcija oblika f(x1, x2, . . . , xn) defini-
sana na nekom skupu D ⊂ R

n sa vrednostima u skupu R, dakle, f : D → R.

Specijalno, posmatrajmo funkciju dveju promenǉivih f(x, y), gde je (x, y) ∈ D ⊂ R
2. ǋen

grafik je povrx u prostoru R
3.

Primer 6.1. a) Domen funk
ije z = 2x − y − 3 je 
ela ravan R
2
. �en grafik je takoÆe ravan u

prostoru R
3
, qija je jednaqina 2x− y − z = 3.

b) Domen funk
ije f =
√

9− x2 − y2 je zatvoren disk x2+y2 6 9, a �en grafik je gor�a polusfera
sfere polupreqnika 3 
entrirane u koordinatnom poqetku.

Rastojaǌe izme�u taqaka a(a1, a2) i b(b1, b2) u prostoru R
2 je

‖a− b‖ =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2.

Neka je f : D → R funkcija na skupu D ⊆ R
2 i neka je (x0, y0) ∈ D.

Defini
ija 6.1. Limes lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) je jednak m ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da

va�i |f(x, y)−m| < ε kad god je 0 < ‖(x, y)− (x0, y0)‖ < δ.

Ovde posmatramo pribliжavaǌe taqki (x0, y0) po svakoj krivoj, pa ako limes postoji, on
mora biti jedinstven bez obzira po kojoj se krivoj pribliжavamo.

Pored limesa lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) mogu se posmatrati i ponov	eni limesi

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) i lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y).

Graniqna vrednost funkcije dveju promenǉivih ne mora biti jednaka ponovǉenim limesima
te funkcije.

Primer 6.2. Neka je f(x, y) = x
x+y

. Tada limes lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) ne postoji, dok je

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

0 = 0 i lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

x

x
= 1.

Defini
ija 6.2. Funkcija f je neprekidna u taqki (x0, y0) ako je

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Funkcija f je neprekidna na skupu D ako je neprekidna u svakoj taqki tog skupa.

Analogno se definixu rastojaǌe, limesi i neprekidnost za funkciju n promenǉivih.
Npr, rastojaǌe izme�u taqaka a(a1, a2, . . . , an) i b(b1, b2, . . . , bn) u prostoru R

n je

‖a− b‖ =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (an − bn)2.

6.2 Par
ijalni izvodi i diferen
ijali

Neka je f : D → R, D ⊂ R
n funkcija n promenǉivih x1, x2, . . . , xn. Parcijalni izvod po

promenǉivoj xi je izvod po promeǉivoj xi kada se ostale promeǉive posmatraju kao konstante.

Defini
ija 6.3. Prvi par
ijalni izvod funk
ije f po i-toj promen	ivoj xi u taqki a =
(a1, . . . , an) je

fxi
(a) =

∂f

∂xi

(a) = lim
h→0

f(a1, . . . , ai + h, . . . , an)− f(a1, . . . , ai, . . . , an)

h
,

ako ovaj limes postoji.

1



Primer 6.3. Par
ijalni izvodi funk
ije z = xy
su z′x = yxy−1

i z′y = xy lnx.

Ako parcijalni izvod fxi
(a) postoji, kaжemo da je funkcija f diferencijabilna po pro-

menǉivoj xi u taqki a. Funkcija je neprekidno diferencijabilna po xi ako je fxi
(a) neprekidna

funkcija po a. Funkcija f je neprekidno diferencijabilna ako je neprekidno diferencijabilna
po svakoj promenǉivoj.

Gradijent funkcije f je vektor

grad f(a) = ∇f(a) = (f ′

x1
(a), f ′

x2
(a), . . . , f ′

xn
(a)).

Podsetimo se diferencijabilnosti u sluqaju funkcije jedne promenǉive.

Defini
ija 6.4. Funk
ija f(x) : R 7→ R je diferen
ijabilna u taqki a ∈ R ako va�i

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + o(x− a) kad x → a.

Analogno definixemo diferencijabilnost funkcije vixe promenǉivih.

Defini
ija 6.5. Funk
ija f(x) : Rn 7→ R, x = (x1, x2, . . . , xn) je diferen
ijabilna u taqki

a = (a1, a2, . . . , an) ako postoje svi par
ijalni izvodi f ′

x1
, f ′

x2
, . . . , f ′

xn
u taqki a i ako va�i

f(x) = f(a) +∇f(a) · (x− a) + o(‖x− a‖) kad ‖x− a‖ → 0.

gde je ∇f(a) · (x− a) = f ′

x1
(a)(x1 − a1) + f ′

x2
(a)(x2 − a2) + · · ·+ f ′

xn
(a)(xn − an) skalarni proizvod

odgovaraju�ih vektora.

Ovaj uslov znaqi da je F (x) = f(a)+∇f(a)·(x−a) najboǉa linearna aproksimacija funkcije
f u okolini taqke a (aproksimaciju tangentnom ravni).

Prvi diferen
ijal funkcije f u taqki a je

df(a) = ∇f(a) · ~dx = f ′

x1
(a)dx1 + f ′

x2
(a)dx2 + · · ·+ f ′

xn
(a)dxn

i predstavǉa beskonaqno malu promene funkcije f pri pomeraju taqke a za beskonaqno mali

vektor ~dx = (dx1, dx2, . . . , dxn).

Izvod funk
ije f u smeru datog vektora ~v je

∂f

∂~v
(a) = lim

h→0

f(a+ h~v)− f(a)

h|~v| = ∇f(a) · ~v

|~v| .

Skalarni proizvod u gorǌoj formuli je najve�i kada
vektori ∇f(a) i ~v/|~v| imaju isti smer.

Primer 6.4. Na sli
i su predstav	eni gradijenti funk-


ije z = x2 + y2 u dvema taqkama (vektori u Oxy koordi-

natnoj ravni).

Gradijentu funk
ije u taqki odgovara prava
 najstrmijeg

uspona na povrxi u odgovaraju�oj taqki.

x

y

z

z = x
2
+ y

2

Primer 6.5. Data je funk
ija z = x2 − xy + y2, taqka M(1, 1) i vektor ~v = (8, 6).
Par
ijalni izvodi funk
ije z su z′x = 2x− y i z′y = −x+ 2y; gradijent funk
ije z i taqki M

je ∇z(M) = (1, 1); odgovaraju�i prvi diferen
ijal je dz = dx + dy, a izvod funk
ije z u prav
u

vektora ~v u taqki M je

∂z
∂~v

(M) = (1, 1) · (6,8)
10 = 7

5

Parcijalni izvodi zadovoǉavaju iste relacije kao i obiqni izvodi:

(f + g)xi
= fxi

+ gxi
, (fg)xi

= fxi
g + fgxi

,

(

f

g

)

xi

=
fxi

g − fgxi

g2
.
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6.3 Par
ijalni izvodi slo�ene funk
ije

Neka su g1, . . . , gn diferencijabilne funkcije po k promenǉivih x1, . . . , xk. Na taj naqin
f(g1, . . . , gn) predstavǉa sloжenu funkciju po x1, . . . , xk.

Pretpostavimo da se promenǉiva xi uve�a za ∆xi.

Tada se gj uve�ava za ∆gj =
∂gj
∂xi

·∆xi + o(∆xi) kada ∆xi → 0.

Pri tome, f se uve�ava za ∆f =
∑n

j=1
∂f
∂gj

·∆gj + o(∆xi) =
∑n

j=1
∂f
∂gj

· ∂gj
∂xi

·∆xi + o(∆xi).

Time je pokazano naredno tvr�eǌe.

Teorema 6.1. Ako su funk
ije f(g1, . . . , gn) i gi(x1, . . . , xk) za 1 6 i 6 n diferen
ijabilne, onda

je

∂f

∂xi

=
n
∑

j=1

∂f

∂gj
· ∂gj
∂xi

.

Na primer, ako je f = f(u, v), pri qemu je u = u(x, y), v = v(x, y) i date funkcije su
diferencijabilne, vaжi

∂f

∂x
=

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

,
∂f

∂y
=

∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y

.

Primer 6.6. Ako je z = z
(

v
u

)

, dokazati da je u · z′u + v · z′v = 0.
Neka je r = v

u
. Tada je z = z(r(u, v)), pa je

z′u =
∂z

∂u
=

dz

dr
· ∂r
∂u

= z′(r) · ∂r
∂u

i z′v =
∂z

∂v
=

dz

dr
· ∂r
∂v

= z′(r) · ∂r
∂u

.

Da	e je

∂r
∂u

= − v
u2 i

∂r
∂v

= 1
u
, pa je

u · z′u + v · z′v = u
(

z′(r)
(

− v

u2

))

+ u

(

z′(r) · 1
u

)

= 0.

Primer 6.7. Pokazati da je x∂u
∂x

+ 2y ∂u
∂y

= nu, gde je u = xnϕ
(

y
x2

)

.

Neka je r = y
x2 . Tada je ϕ = ϕ(r(x, y)), pa je

∂ϕ

∂x
=

dϕ

dr
· ∂r
∂x

= ϕ′(r) · ∂r
∂x

i

∂ϕ

∂y
= ϕ′(r) · ∂r

∂y
.

Da	e je

∂r
∂x

= − 2y
x3 i

∂r
∂y

= 1
x2 , pa je

∂u

∂x
= nxn−1ϕ(r) + xnϕ′(r)

∂r

∂x
i

∂u

∂y
= xnϕ′(r)

∂r

∂y
.

Dakle,

x
∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
= x

(

nxn−1ϕ(r) + xnϕ′(r)

(

−2y

x3

))

+ 2yxnϕ′(r)
1

x2

= nxn−1ϕ(r) − 2yxn−2ϕ′(r) + 2yxn−2ϕ′(r) = nxn−1ϕ(r).

Funkcija f = f(x1, x2, . . . , xn) moжe da bude zadata i impli
itno:

F (x1, . . . , xn, f) = 0.

Diferenciraǌem date jednaqine po xi po pravilu za izvod sloжene funkcije dobijamo

F ′

xi
+ F ′

f · f ′

xi
= 0.

Sledi da su parcijalni izvodi implicitno date funkcije

f ′

xi
= −F ′

xi

F ′

f

.

Primer 6.8. Na�i diferen
ijal funk
ije u = u(x, y) date jednaqinom x
u
= ln u

y
+ 1.

Neka je F (x, y, u(x, y)) = ln u
y
− x

u
+ 1. Tada je F ′

x = − 1
u
, F ′

y = y
u

(

− u
y2

)

= − 1
y
i F ′

u = y
u
· 1
y
+ x

u2 =
1
u
+ x

u2 . Sada je

u′

x = −F ′

x

F ′

u

=
1/u

1/u+ x/u2
=

u

u+ x
i u′

y = −
F ′

y

F ′

u

=
1/y

1/u+ x/u2
=

u2

y(u+ x)
.

Dakle, df = u
u+x

dx+ u2

y(u+x)dy = u(ydx+udy)
y(u+x) .
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6.4 Par
ijalni izvodi i diferen
ijali vixeg reda

Induktivno se uvode parcijalni izvodi vixeg reda. Na primer, drugi parcijalni izvod
funkcije f po promenǉivim xi i xi je

f ′′

xixi
=

∂

∂xi

(

∂f

∂xi

)

=
∂2f

∂x2
i

,

a drugi parcijalni izvod funkcije f po promenǉivim xi i xj (mexoviti par
ijalni izvod)
je

f ′′

xixj
=

∂2f

∂xi∂xj

=
∂

∂xj

(

∂f

∂xi

)

.

Teorema 6.2. Ako je funk
ija f dvaput neprekidno diferen
ijabilna, va�i

f ′′

xixj
= f ′′

xjxi
.

Sliqno, ako je funkcija f neprekidno diferencijabilna k puta, mexoviti parcijalni
izvodi k-tog reda ne zavise od redosleda diferenciraǌa.

Tako�e se induktivno uvode diferen
ijali vixeg reda:

dkf = d(dk−1f),

gde dxi tretiramo kao konstante.

Specijalno, neka je f = f(x, y) dvaput neprekidno diferencijabilna funkcija. Tada je
prvi diferen
ijal funkcije f

df = f ′

xdx+ f ′

ydy,

pa je drugi diferen
ijal funkcije f

d2f = d(df) = (f ′

xdx+ f ′

ydy)
′

xdx+ (f ′

xdx+ f ′

ydy)
′

ydy = f ′′

xxdx
2 + 2f ′′

xydxdy + f ′′

yydy
2.

Sliqno je tre�i diferen
ijal funkcije f

d3f = f ′′′

xxxdx
3 + 3f ′′′

xxydx
2dy + 3f ′′′

xyydxdy
2 + f ′′′

yyydy
3.

Primetimo da za ove diferencijale vaжi formula nalik na binomnu.

Posmatrajmo jox parcijalne izvode vixeg reda sloжene funkicije vixe promenǉivih.
Primera radi, neka je data funkcija f = f(u, v), pri qemu je u = u(x, y), v = v(x, y) i date
funkcije su dva puta neprekidno diferencijabilne. Tada je

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(

∂f

∂x

)

=
∂

∂x

(

∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

)

=
∂

∂x

(

∂f

∂u

)

· ∂u
∂x

+
∂f

∂u
· ∂

2u

∂x2
+

∂

∂x

(

∂f

∂v

)

· ∂v
∂x

+
∂f

∂v
· ∂

2v

∂x2

=

(

∂2f

∂u2

∂u

∂x
+

∂2f

∂u∂v

∂v

∂x

)

· ∂u
∂x

+
∂f

∂u
· ∂

2u

∂x2
+

(

∂2f

∂v∂u

∂u

∂x
+

∂2f

∂v2
∂v

∂x

)

· ∂v
∂x

+
∂f

∂v
· ∂

2v

∂x2
.

Primer 6.9. Ako je u =
√

x2 + y2, pokazati da je d2u > 0 za proizvo	ne dx, dy ∈ R i (x, y) 6= (0, 0).
Nalazimo prve i druge par
ijalne izvode

u′

x=
x

√

x2 + y2
, u′

y=
y

√

x2 + y2
, u′′

xx=
y2

√

(x2 + y2)3
, u′′

xy=
−xy

√

(x2 + y2)3
, u′′

yy=
x2

√

(x2 + y2)3
,

pa je

d2u = u′′

xxdx
2 + 2u′′

xydxdy + u′′

yydy
2 =

x2dx2 − 2xydxdy + y2dy2
√

(x2 + y2)3
=

(xdx − ydy)2
√

(x2 + y2)3
> 0.
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6.5 Zada
i

Primer 6.10. Dokazati da funk
ija z =
√
x sin y

x
zadovo	ava jednaqinu 2xz′x + 2yz′y = z.

Zamenom par
ijalnih izvoda

z′x =
1

2
√
x
sin

y

x
+
√
x cos

y

x

(

− y

x2

)

=
1

2
√
x

(

sin
y

x
− 2y

x
cos

y

x

)

i

z′y =
√
x cos

y

x
· 1
x
=

1√
x
cos

y

x

data jednaqina postaje taqna jednakost.

Primer 6.11. Na�i par
ijalne izvode funk
ije z = z(x, y) date jednaqinom x2+y2+z2 = sin(yz).
Diferen
irajmo prethodnu jednaqinu po x (y tretiramo kao konstantu):

2x+ 2zz′x = cos(yz)yz′x, pa je z′x =
2x

y cos(yz)− 2z
.

Sliqno, diferen
ira�em date jednaqine po y (x tretiramo kao konstantu) dobijamo

2y + 2zz′y = cos(yz)(z + yz′y), pa je z′y =
2y − z cos(yz)

y cos(yz)− 2z
.

Primer 6.12. Ako je f = f

(

z

y
,
x2 + y2 + z2

y

)

, gde je f je diferen
ijabilna funk
ija, izraqunati

(x2 − y2 − z2)
∂f

∂x
+ 2xy

∂f

∂y
+ 2xz

∂f

∂z
.

Ako uvedemo oznake p =
z

y
i q =

x2 + y2 + z2

y
, tada je:

∂p

∂x
= 0,

∂p

∂y
= − z

y2
,

∂p

∂z
=

1

y
;

∂q

∂x
=

2x

y
,

∂q

∂y
=

y2 − x2 − z2

y2
,

∂q

∂z
=

2z

y
.

Iz f = f(p, q), p = p(x, y, z), q = q(x, y, z) da	e raqunamo:

∂f

∂x
=

∂f

∂p
· ∂p
∂x

+
∂f

∂q
· ∂q
∂x

=
∂f

∂q
· 2x
y
,

∂f

∂y
=

∂f

∂p
· ∂p
∂y

+
∂f

∂q
· ∂q
∂y

=
∂f

∂p
· −z

y2
+

∂f

∂q
· y

2 − x2 − z2

y2
,

∂f

∂z
=

∂f

∂p
· ∂p
∂z

+
∂f

∂q
· ∂q
∂z

=
∂f

∂p
· 1
y
+

∂f

∂q
· 2z
y
,

odakle je:

(x2 − y2 − z2)
∂f

∂x
+ 2xy

∂f

∂y
+ 2xz

∂f

∂z

= (x2 − y2 − z2)
∂f

∂q
· 2x
y

+ 2xy

(

∂f

∂p
· −z

y2
+

∂f

∂q
· y

2 − x2 − z2

y2

)

+ 2xz

(

∂f

∂p
· 1
y
+

∂f

∂q
· 2z
y

)

=

(

−2xz

y
+

2xz

y

)

∂f

∂p
+

(

2x

y
(x2 − y2 − z2) +

2x

y
(y2 − x2 − z2) +

4xz2

y

)

∂f

∂q
= 0.

Primer 6.13. Na�i ρ2 ∂2u
∂ρ2 , ako je u = u(x, y), x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ.

Primetimo prvo da je

∂x
∂ρ

= cosϕ i

∂y
∂ρ

= sinϕ. Sada nalazimo

∂u

∂ρ
=

∂u

∂x
· ∂x
∂ρ

+
∂u

∂y
· ∂y
∂ρ

=
∂u

∂x
· cosϕ+

∂u

∂y
· sinϕ.

Da	e je

∂2u

∂ρ2
= cosϕ

[

∂2u

∂x2
· ∂x
∂ρ

+
∂2u

∂x∂y
· ∂y
∂ρ

]

+ sinϕ

[

∂2u

∂x∂y
· ∂x
∂ρ

+
∂2u

∂y2
· ∂y
∂ρ

]

= cosϕ

[

∂2u

∂x2
· cosϕ+

∂2u

∂x∂y
· sinϕ

]

+ sinϕ

[

∂2u

∂x∂y
· cosϕ+

∂2u

∂y2
· sinϕ

]

= cos2 ϕ
∂2u

∂x2
+ 2 sinϕ cosϕ

∂2u

∂x∂y
+ sin2 ϕ

∂2u

∂y2
.

Dakle,

ρ2
∂2u

∂ρ2
= x2 ∂

2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
.
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