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Sektorska brzina tacke

Neka je kretanje tatke M zadato vektorom poloZaja. Pri kretanju tacke vektor polozaja
F=0OM opisuje konusnu povrSinu sa
vrhom u tacki O.

Kao 1 pri definisanju brzine tacke u
prethodnim razmatranjima, uocavaju se
dva bliska polozaja tacke M: polozaj u
kome se tacka nade u trenutku t, a koji je
odreden vektorom polozaja F(t) i polozaj

u kome se tacka nade u trenutku t, =t + At
i koji je odredensa r(t,)=Tr +Ar.
AR =L (7 xAr)
2
Velicina
AA 1, AT
=—=—(F X—
At f m)
naziva se srednja sektorska brzina. Grani¢nim prelazom kada At — 0 dobija se
sektorska brzina tacke u datom trenutku, t;.

§ = 1im 22 — jim L (Fx A7

Ar Ar dA _ 1
At—0 At At—0 D At

r - -
, 4. S=—=—(FxV).
) (FxV)

1 .
=—(rxIlim
)=5(rx a2

At—0

Ako je kretanje tacke M zadato jednacinama kretanja u odnosu na Dekartov pravougli
koordinatni sistem jedna¢inama, tada je

- = - Sx:§r:l(yz_zy)a
NI |
S =—|x 7], t S =S5.J=—(zx-x2),
1 y ',J y J 2( )
Xy z .
: 2

S S
S=.,S +S°+S°, cosa=—X, cosf=—L, coSy=-=t.
X y z a S ﬂ S V4 S

Zapaza se da je sektorska brzina upravna na ravan kretanja u slucaju kada se tacka
kreée u ravni, npr. OXy, ona je tada

-1 _

S =E(xy— yX K .

Ako je kretanje tacke u ravni zadato u odnosu na polarni koordinatni sistem
jednacinama (2.12) sektorska brzina tacke odredena je sa

L P, K
s-1r 0 o, §=1H¢E=&E.
2 2
r ro 0
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2.2.4. Hodograf brzine tacke

Trajektorija tacke predstavlja geometrijsko mesto krajeva vektora polozaja tacke
nanetih iz istog nepokretnog pola . Ako se isti postupak ponovi sa vektorima brzine
tacke, dobija se kriva AB, koja se naziva hodograf brzine. Dakle, geometrijsko mesto
svih krajeva vektora brzine taCke, nanetih iz istog nepokretnog pola, naziva se
hodograf brzine.

Geometrijsko mesto krajeva vektora brzine tacke nanetih u odgovaraju¢im polozajima
tacke na putanji naziva se velocida. Koriste¢i istu terminologiju, trajektorija tacke se
moze nazvati hodograf vektora polozaja tacke.

~1 00

Parametarske jednacine hodografa brzine predstavlja¢e koordinate tacke N hodografa

brzine ¢&iji je polozaj odreden vektorom V i bi¢e jednake projekcijama vektora brzine
na ose izabranog koordinatnog sistema, tj.

x=x(t), y=yt), 2z=2(t).

Neposredna zavisnost izmedu projekcija brzina X, Yy 1 Z moze se dobiti iz
prethodnih jednacina eliminacijom parametra t. Npr., jednacine

x=x[ f(2)],
y =y (),

predstavljaju jednacine dveju povrsi u ¢ijem se preseku nalazi hodograf brzine tacke.

Ubrzanje tacke

Kinematicka veli¢ina koja karakteriSe promenu vektora brzine taCke naziva se
ubrzanje tacke.

Vektorski nacin odredivanja ubrzanja tacke

Neka se uocena tacka M krec¢e po putanji ab. Uocavaju se dva bliska poloZaja
posmatrane tacke: polozaj tatke M odreden vektorom polozaja r(t) u kome se tacka

nade u trenutku t i kada ima brzinu V i poloZaj tatke u kome se ona nade u trenutku
t, =t +At, kada ima brzinu V, =V(t, )=V +AV . Odnos priraitaja vektora brzine
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AV i njemu odgovarajuéeg priraitaja vremena At

| =
~ naziva se srednje ubrzanje tacke za interval vremena
7 T
M 4 At, odnosno
a N/ ~ = -
q 3 AV V-V
Tt AV == .
iy AN TUOAt t -t
tsr a
0 Y . e e .
y Grani¢nim prelazom, kada se At smanjuje i tezi nuli,
- s n vektor srednjeg ubrzanja &, tezi nekoj grani¢noj
vrednosti, koja se naziva ubrzanje tacke u datom
trenutku (ubrzanje tacke) i odredeno je sa
o AV AV
a=Ilima, =lim—=—=V =7
At—0 At—0 At t

Dimenzija kojom se izrazava intenzitet ubrzanja je odnos duZine i kvadrata vremena

[a] =[LT ], ajedinice za merenje su:ms >, cms™>, kmh™, itd.

Analiti¢ki (koordinatni) na¢in odredivanja ubrzanja tacke

Odredivanje ubrzanja tacke u Dekartovim

z

Aa 77‘ pravouglim koordinatama

S L

ay a=r=Xi+yj+2k,

) aNpH
7 " G v R - - _
d=al+a,j+ak,
Yy
X . .
a, =X=V,, a,=y=V,, a=7I=V,

a=,a’ +a +a, ,cosax=—, cosﬂ:l, cosy =—.
a a a

Ako se tacka krece u ravni, tada je
a, =X, a, =y,
g

a=4xX+y°, cow:g, cosﬂ:g,

a u slucaju pravolinijskog kretanja tacke je

d=aji=%i=Vi, a=[/=[4.

Odredivanje ubrzanja tacke wu polarno -

cilindarskim koordinatama

d=——=(F—rp"), +(rp+2rp)p, + 2K ,

dt

d=af,+a,p, +ak,
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a=F-rp’, a =rgp+2t¢p,a, =12,

- a, -radijalno, a,-poprecno (cirkularno, transverzalno) i a, -aksijalno ubrzanje tacke.
2 2 2 a a, a
a=.a +a, +a, , Cosp, :;’, cosp, = Cosp, :;Z. (2.117)

Kada se tacka krece u ravni , tada je

a, =F-rg’, a a
T as (T=rg? Y +(rp+20p) cosp, = 2, cosf, = .
Izraz za poprecno ubrzanje moze pisati i u obliku
1d, ;. 1d
a,=——(re), a,=—-(25,),
P rdt( ?). 2 rdt( 2

gde je sa S, oznacena projekcija sektorske brzine tacke na osu Oz, odakle sledi da
kada je sektorska brzina konstantna, vazi
a,=0.

Prirodni nacin odredivanja ubrzanja tacke
Prirodni trijedar u tacki prostorne krive

Neka se posmatra kretanje tatke M po poznatoj putanji ab. Uocavaju se dva bliska
polozaja tacke M na putanji: polozaj u kome je
jedini¢ni vektor tangente na putanju T i polozaj u
kome je jedinicni vektor tangente na putanju
'ﬁ =T + AT .Grani¢ni polozaj ravni koju formiraju

ova dva vektora, kada tacka M, tezi tacki M,

naziva se oskulatorna ravan prirodnog trijedra u

oskulatorna tatki M prostorne krive koja predstavlja
trajektoriju posmatrane tacke.

=j

Upravno na jedini¢ni vektor tangente T nalazi se
normalna ravan prirodnog trijedra u tacki M.
A Presek oskulatorne i normalne ravni odreduje

Y
el

normalna pravac glavne normale &iji je jediniéni vektor N i
o 7 y koji je usmeren na konkavnu stranu krive.
7‘/ Upravno na ove dve ravni nalazi se tangencijalna
B Taan " (rektifikaciona) ravan prirodnog trijedra u tacki M
krive. Presek normalne i tangencijalne ravni

odreduje pravac binormale ¢iji je jedini¢ni vektor

B upravan na ostala dva jedini¢na vektora prirodnog trijedra, a orijentisan je tako da
vektori T, N i B obrazuju desni trijedar.

Vektor Kkrivine krive

Pri kretanju tacke M po poznatoj putanji ab mogu se uoditi dva bliska polozaja tacke
M: polozaj u kome se tacka nade u trenutku t, koji je odreden lu¢nom koordinatom

s=s(t)= OIA M , kada je jedini¢ni vektor tangente na putanju T i poloZaj u kome se
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tacka nade u trenutku t,, koji je odreden lu¢nom

koordinatom S, =S(t)= OIAM1 =S+As, i kada
je jedini¢ni vektor tangente na putanju
T =T +AT.

Promenom lu¢ne koordinate As =S5, —S menja

se i jedini¢ni vektor tangente T zbog Gega se
moze pisati da je

T=T()

Vektor

R =AT

As
naziva se srednja krivina krive na delu MM, . Grani¢nim prelazom, kada tacka M tezi
tacki M, , dobija se vektor krivine krive u tacki M
K = lim AT _ 4T
As—0 AS ds

Za odredivanje intenziteta vektora krivine K koristi se jednakokraki trougao MAB iz
koga sledi da je

‘Af‘ = AB = ZsinA—e,
2

jer je ‘f‘ = "ﬁ‘ =1. Ugao A8 koji zaklapaju jedini¢ni vektori tangente T i f] u tacki M

naziva se ugao zakrivljenja (kontigencije) krive na delu MM -

‘Af‘ ZsinA—e sinA—e sinA—e
. e o 2 A_H . 2
Sag AN as 0 KTWN TR Shas wh A0 D
2 2
K = lim 20 99
As—0 AS ds
Iz diferencijalne geometrije je poznato da vazi
li A_H—L
50 AS Ry ’

gde je Ry - poluprecnik krivine krive o datoj tacki, ds = R, d@, tako da je
K = do 1 K 1

T ds R, R
Grani¢nim postupkom kada tacka M, tezi tacki M, dolazi do obrtanja ravni MABD

2

oko vektora T i kao grani¢ni poloZaj dobija se oskulatorna ravan. Pri tome , vektor
srednje krivine Ksr sve vreme ostaje u ravni MABD 1 grani¢nim postupkom prelazi u

vektor krivine K . Dakle, vektor krivine krive K pripada oskulatornoj ravni. Ugao
koji vektor Ksr zaklapa sa jedini¢nim vektorom tangente T odreden sa
A0 7T A0

=T — ) = ) - + )
4 14 4 5 @ 2"




Masinski fakultet, Beograd - Mehanika 2 — Predavanje 2 6

(As —> 0,A0 - 0) Igmogo = %, $to znadi da je vektor krivine K upravan na jediniéni
AO—>

vektor tangente T utacki M.
U slucaju kada je As >0, prirastaj jedinicnog
vektora AT usmeren je na "unutra$nju" stranu

krive, a u sludaju kada je As <0, vektor AT
orijentisan je na "spoljaSnju" stranu krive.

Medutim, vektor AA—T koji je jednak Ksr
S

usmeren je na "unutra$nju" stranu krive zbog
znaka skalara As. Iz svega prethodnog
proizilazi da vektor krivine krive ima pravac i

smer jedini¢nog vektora normale N u taki M krive, zbog Cega se moze pisati da je
“KN=—N.
RK

A

Tangencijalno i normalno ubrzanje tacke

U slucaju kada se tacka kre¢e po poznatoj putanji, i kada je njeno kretanje zadato
zakonom kretanja tacke po putanji s = S(t), tada na osnovu definicije ubrzanja sledi

- d - d ~
A=V =—(V,T)=—(sT),
dt( 1) dt( )

a=58T +5T,
s odT, 2 o S o L = 8
T=—3, T=3K=—N, 8=8T+—N
ds R« K
Kako je
@ M ap T a=aT+a,N+a,B,
BaEr b sledi da je
dy .\ § V2
' N a,=8=V;, ay=—=—, @a;=0,
o R Rk
Ny gde je a;-tangencijalno, a,-normalno 1 a;-
04 binormalno ubrzanje tacke.
a a
a=+la, +a, , Cosf =—,  cosf, =N,
a a

Odredivanje poluprecnika krivine putanje tacke
a,=a-T, a,=——, a,=qa’—-a,, Rg=—-.

Konkretno, kada je kretanje tacke zadato u odnosu na Dekartov pravougli
koordinatni sistem, diferenciranjem izraza za intenzitet brzine tacke, dolazi se do

relacije [2Va,|=[2XX +2yy + 227

, 1z koje sledi izraz za intenzitet tangencijalnog i

normalnog ubrzanja tacke
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|- x+yy ez OG- YK+ (X2 2R) + (Y2 - 25 )
T eeyer” J ey ’

paje

Kinematika tela

Osnovni pojmovi kinematike tela

Polozaj tela u prostoru je odreden ako je odreden polozaj svake njegove tacke. Za
odredivanje polozaja tacaka tela koristi se izabrani koordinatni sistem. Koordinate
svih tacaka tela nisu nezavisne. Veze izmedu njih su, u ovom slu¢aju, nepromenljivo
rastojanje. Umesto odredivanja polozaja svih tacaka tela, moguce je odrediti i polozaj
tela u odnosu na izabrani koordinatni sistem. Nezavisni parametari koji jednoznacno
odreduju poloZaj posmatranog tela u odnosu na izabrani koordinatni sistem nazivaju
se generalisane koordinate. Najmanji broj nezavisnih generalisanih koordinata
predstavlja broj stepeni slobode kretanja.

2

(X _X1)2+(yM -Y )2+(ZM -1 )2 =AM,
—
(XM _X2)2+(yM _y2)2+(ZM _22)2 :AZM )

—2
(X —X; )2 +(Ym —Y; )2 +(zy -1z, )2 =AM .
Iz ovih jednacina mogu se odrediti koordinate X,,, Y,, 1

Z,, , proizvoljno izabrane tacke M, zbog cega se kaze da je

polozaj tela u prostoru odreden ako je poznat polozaj bilo
. e koje tri njegove nekolinearne tacke.

Medutim, svih devet koordinata uoCenih nekolinearnih

tacaka A, A, 1 A, nisu medusobno nezavisne jer se

izmedu njih mogu uspostaviti relacije koje govore o nepromenljivosti uzajamnog
rastojanja, tj.

mz :(Xz_X1)2+(y2_y1)2+(zz_21)21
mz:(Xs_X2)2+(y3_Y2)2+(23_22)2’ (3-1)

A3A12 :(Xl — X )2 +(y1 —Ys )2 +(21 — )2-
To znaci da je broj nezavisnih koordinata koje odreduju polozaj posmatranog tela dat
sa 9-3=6.
Osnovni zadaci kinematike tela su:
1.)  odredivanje kretanja tela u odnosu na izabrani koordinatni sistem;
2.) proucavanje kinematickih karakteristika tela 1
3.) odredivanje kretanja i prouc¢avanje karakteristika kretanja pojedinih tacaka tela.
U kinematici tela posebno ¢e biti razmatrane sledece vrste kretanja:
- translatorno,
- obrtanje oko nepokretne ose,
- ravno,
- obrtanje oko nepokretne tacke (sferno) 1
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- opste kretanje.
Translatorno kretanje tela

Telo wvrS$i translatorno  kretanje  ako
proizvoljno izabrana duz, koja spaja dve
tatke tela, u svakom trenutku ostaje
paralelna sama sebi. Razlikuju se:

a) pravolinijska translacija i

b) krivolinijska translacija..

a. b.

Odredivanje kretanja i karakteristika kretanja_pojedinih tacaka tela
koje vrsi translatorno kretanje

Neka su uocene dve proizvoljne tacke A i B posmatranog tela koje vrsi translatorno
kretanje. Njihovi polozaji, u odnosu na nepokretni koordinatni sistem OXxyz, odredeni
su vektorima polozaja

: Py (1) = X0 (07 + ya(1)] +2,(1)k,
Fo(t) = Xg () +yg(t)] +2z5(t)kK,
A Polozaj tacke B u odnosu na translatorno pokretni
5 koordinatni sistem A&nd, koji je kruto vezan za

telo u proizvoljnoj tacki A izabranoj za pol,

4,) odreden je vektorom AB= Eoi + 775]?+§B|Z ,paje

B K F,=T,+AB,
y ,{ ] Xg = Xa(t)+&5

Yg = Yalt)+775 .
25 =7,(1)+ S5

Iz prethodnog proizilazi da su jednaCine kretanja tela koje vrsi translatorno kretanje u
odnosu na Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz date sa

XA=XA(t)7 yA:yA(t)’ ZA=ZA(t)' (3.5

Kinematicke karakteristike pojedinih tacaka tela koje vrsi translatorno kretanje
su



