
Diferencijalne jednaqine 1. reda (dodatak predavaǌima i

ve�bama)

Jednaqine zadate u narednom zadatku se rexavaju tako sto se prvo
prezapixu obliku

(1) P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0.

Ako ovo nije jednaqina sa totalnim diferencijalom, tra�imo
funkciju λ(x, y) takvu da nakon mno�eǌa ove jednaqine sa λ(x, y) -
dobijemo jednaqinu sa totalnim diferencijalom, odnosno da

λ (x, y)P (x, y) dx+ λ (x, y)Q (x, y) dy = 0

bude jednaqina u obliku totalnog diferencijala. Takva funkcija
se zove integracioni faktor ili integracioni mno�ilac. Uslov za
to je
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Znaqi, ako je funkcija λ integracioni mno�ilac diferencijalne
jednaqine (1), tada ta funkcija zadovoǉava jednaqinu (2). Mo�e se
pokazati da va�i i obrnuto. Time se problem rexavaǌa jednaqine
(1) svodi na rexavaǌe jednaqine (2). Me�utim, u opxtem sluqaju
te�e je rexiti jednaqinu (2) nego jednaqinu (1). Zato se najqex�e
postupa tako xto se pokuxava odrediti funkcija λ u nekom speci-
jalnom obliku, na primer, λ = λ (x), λ = λ (y) ili λ = λ (xy).

Potra�imo integracioni mno�ilac u obliku λ = λ (µ), gde je
µ = µ (x, y) poznata funkcija. S obzirom na to da je
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(λ je funkcija samo jednog argumenta µ i stoga izvod lambda po µ za-
pravo obiqan izvod funkcije jedne promenǉive po toj promenǉivoj),
jednaqina (2) tako postaje(
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Ako se funkcija na desnoj strani jednaqine (3) tako�e mo�e prikazati
kao funkcija promenǉive µ, to jest, ako je
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onda jednaqina (3) predstavǉa obiqnu diferencijalnu jednaqinu pr-
vog reda u odnosu na nepoznatu funkciju λ = λ (µ), koja razdvaja
promenǉive i qiji je oblik

dλ

λ
= G (µ) dµ.

Jedno rexeǌe te jednaqine je funkcija λ (µ) = e
∫
G(µ)dµ.

Specijalno, diferencijalna jednaqina (1) ima integracioni fak-
tor koji zavisi samo od promenǉive x (µ (x, y) = x), odnosno samo od
promenǉive y (µ (x, y) = y), ako postoji funkcija G jedne nezavisno
promenǉive, takva da va�i jednakost

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

Q
= G (x) ,

(tj. da ovo posledǌe zavisi samo od x i tada je λ (x) = e
∫
G(x)dx),

odnosno takva da va�i jednakost
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(tj. da ovo posledǌe zavisi samo od y i tada je λ (y) = e
∫
G(y)dy).

Isto tako, jednaqina (1) ima integracioni faktor
µ(x, y) = x+ y, ako i samo ako je
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tj. da ovo posledǌe zavisi samo od x + y i tada je mno�imo odgo-
varaju�im izrazom oblika λ = λ(x+ y);

µ(x, y) = xy, ako i samo ako je

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

yQ− xP
= ϕ(xy),

tj. ako ovo posledǌe zavisi samo od xy i tada je mno�imo odgo-
varaju�im izrazom oblika λ = λ(xy);

µ(x, y) = x2 + y2, ako i samo ako je
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tj. ako ovo posledǌe zavisi samo od x2 + y2 i tada je mno�imo
odgovaraju�im izrazom oblika λ = λ(x2 + y2).

1. Na�i opxte rexeǌe slede�ih diferencijalnih jednaqina:

(a) 3x2y dx+ (y4 − x3) dy = 0;

(b) (2x2y + x)y′ − x2y3 + 2xy2 + y = 0;

(c) y[(x+ y)3 + x3]y′ + x[(x+ y)3 + y3] = 0;

2. Na�i opxte rexeǌe jednaqine

y(x2 − y2 + 1) dx− x(x2 − y2 − 1) dy = 0

ako je poznato da ona ima integracioni faktor oblika µ =
µ(x2 + y2).

Rexeǌa

1. (a) Probavaǌem nekoliko karakteristiqnih sluqajeva brzo
pronalazimo da data DJ ima integracioni faktor koji za-
visi samo od y (µ(x, y) = y), odakle dobijamo da je treba

pomno�iti sa λ(x, y) =
1

y2
. Opxte rexeǌe novodobijene

jednaqine sa totalnim diferencijalom je
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3
= C.

(b) Probavaǌem nekoliko karakteristiqnih sluqajeva brzo
pronalazimo da data DJ ima integracioni faktor koji



zavisi samo od xy (µ(x, y) = xy), odakle dobijamo da je

treba pomno�iti sa λ(x, y) = (xy)−3 =
1

x3y3
. Opxte rex-

eǌe novodobijene jednaqine sa totalnim diferencijalom
je
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+
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(c) Probavaǌem nekoliko karakteristiqnih sluqajeva brzo
pronalazimo da data DJ ima integracioni faktor koji
zavisi samo od x + y (µ(x, y) = x + y), odakle dobijamo

da je treba pomno�iti sa λ(x, y) = (x + y)−3 =
1

(x+ y)3
.

Opxte rexeǌe novodobijene jednaqine sa totalnim difer-
encijalom je
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x2y2
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= C.

2. Dobija se da datu jednaqinu treba pomno�iti sa λ(x, y) =
1

(x2 + y2 − 1)
2 . Opxte rexeǌe novodobijene jednaqine sa total-

nim diferencijalom je

xy

x2 + y2 − 1
= C.
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