Zadaci (sistemi linearnih jednacina sa parametrom)

1. (Ispit - januar 2015.) U zavisnosti od & € R diskutovati resenja linearnog sistema

jednacina:
kx+3y = 1
r+(k-1)y = 4
20—y = 5

2. (Ispit - oktobar 2014.) U zavisnosti od a € R diskutovati resenja linearnog sistema

jednacina:
2a—1)z + y — az = l-—a
(a+1)z — ay + (Ba+1l)z = a+2
x + az = 3—2a

3. (Ispit - septembar 2014.) U zavisnosti od A € R diskutovati resenja linearnog sistema

jednacina:
x4+ 2y + z = 2
2 + oy — z = =)
3t + 3y + (A—-1)z
r — Yy — 22 = 3
Resenja

1. Sistem najlakse reSavamo najobicnijom eliminacijom: ako iz prve jednacine izrazimo
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i to uvrstimo u drugu, imamo
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(usput je neophodno prokomentarisati kako ova jednac¢ina po x nema resenja za 3+k—Fk? =

1++13

5 s obzirom na to da je tada 13 — k # 0) i onda

0, odnosno k2 =
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Dati sistem se sastoji od 3 jednacine u 2 nepoznate, tj. ima viSe jednac¢ina nego nepozna-

tih. Kako je sistem od 2 nepoznate u opstem slucaju odredjen dvema jednacina, sistem



poput ovog moze biti salglasan samo ako tre¢a jednacina uklapa prve dve, tj. ako je

vrednost k£ takva da se dobijena resenja po x i y ukpalaju u 3. jednacinu:

13—k 1-4k

S kK 34h-k
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— =35 5k — 3k +10 = 0.
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Dobijena kvadratna jednac¢ina po k nema resenja (D = 3% —4-5-10 < 0), dakle realan

parametar £ sa trazenim svojstvom ne postoji.

. Prvi nacin:
Sistem resimo koriste¢i Gausov postupak. Izborom prvog markera
(2a— 1)z + — az = l—a —a

(a+1)z — ay + Ba+1l)z = a+2 '+
T + az = 3—2a

dobijamo sledeé¢i ekvivalentni sistem:

(2a—1)x + - az = l—a
(2a* +1)x + (=a*+3a+1)z = —a®>+2a+2 j+
+ az = 3—2a —(202+1)

Izborom drugog markera dobijamo sledeéi sistem jednacina:

(2a—1)z + - az = 1—a

(—2a® —a?>+2a+1)z = 4a®—Ta?+4a—1 M

+ az = 3—2a
Sledi da je:
4a® — Ta* +4a — 1 (a—1)(4a® — 3a + 1)
—2a3 —a?+2a+1 (2a+1)(1+a)(1—a)
Sli¢no je:

(a—1)(a—3)(3a+1)
(2a+1)(1+a)(1—a)

r=3-2a)—az=1z=

(a—1)(17a* — 3a — 4)

y=l-ataz—(2a—-1lr=y= (2a4+1)(1+a) (1 —a)

(4)

1
Konac¢no ako a ¢ {—1, —3 1} sistem ima jedinstveno reSenje. Koriste¢i moguénost



skracivanja podizraza (1 —a) u (2), (3), (4) reSenje mozemo napisati:

= {(rty ma s rera) e -

1
Ukoliko je a € ¢ —1, —3 sistem (1) je protivurecan jer je slobodni ¢lan njegove druge

jednacine razlic¢it od nule. Sledi:

1
’R:@zaae{—l,—a}

Ukoliko je a = 1 sistem (1) postaje:

r + |y - =z =

0z
-

Akojez=a € Rtadajex =1—aiy=2a—1 odakle je:

R:{(l—a,2a—1,a)

azl,aeR}

Drugi nacin:

Ukoliko dati sistem reSavamo uz pomo¢ Kramerovog pravila, dobijamo da su odgovarajuce

determinante jednake

20—1 1 —a
A =] a+1 —a 3a+1|=-2a"—a*>+2a+1,
1 0 a
1—a 1 —a
A, = | a+2 —a 3a+1|=3a>—-11a>+ 5a + 3,
3—2a 0 a

20—1 1—a —a

A, = | a+1 a+2 3a+1|=17a>-20a*> —a+4,
1 3—2a a

20—1 1 1-—a

A, = | a+1 —a a+2 |=4a>—7a*+4a—1.

1 0 3—2a

Glavna determinanta A je ocito jednaka 0 za a = 1 (kao i sve ostale), te se pri njenoj fakto-
rizaciji moze izvuéi (a—1). Nalazimo A = (a—1) (—2a® — 3a — 1) = (1—a) (2a* + 3a + 1).



Izraz u drugoj zagradi je jednak 0 za a = —1, tako da se dalje moze izvuéi (a+1). Konacno,
A=(1-a)(a+1)(2a+1).

FAKTORIZACIJU OSTALIH DETERMINANTI NEMA POTREBE SPROVODITI NA
OVAJ NACIN (mole se studenti da ovo zapamte za ubuduée), jedino $to nam je bitno jeste

1
da li je neka od njih deljivasaa—1, a+11ili 2a+1 =2 (a + 5) (tj. dali je jednaka 0 za
a€{l,—1, —5}) - nije osim §to su sve tri deljive sa (a—1). Stoga odmah zaklju¢ujemo da

u slucajevimaa = —1ia = 1 sistem nema resenja (¢im je glavna determinanta jednaka
0 i pritom bar jedna od pomo¢nih razlicita od 0 - zna se da sistem nema reSenja; u ovim
slucajevima su ¢ak sve tri razlicite od 0). Za a = 1 su sve cetiri determinate jednake 0
i tu se diskusija mora sprovesti Gausovom metodom eliminacije, Sto je ve¢ uradjeno u

1
prvom reSenju. Za a #* +1, —3 opet dobijamo da sistem ima jedinstveno resenje

(o2 = (Bo, By A _ (=3¢ +8a+3 —1Ta’+3a+4 —da’+3a—1
EEUATATA ) T (2a+1)(a+1)" 2a+1)(a+1)" 2a+1)(a+1))"

Dakle, ¢ak i kada se zadatak radi Kramerovim pravilom, ne moze se u potpunosti izbeci
Gausov metod eliminacije. Naredni zadatak se ne moze resiti Kramerovom metodom, jer
sistem nema jednak broj jednacina i nepoznatih. Stoga je neophodno dobro znati Gausov

metod eliminacije

3. Dati sistem je ekvivalentan sa

A 1 2 2

2 -1 1 =X
¥ =

3 A-1 3 1

1 -2 -1 3



Primenimo sledeée elementarne transformacije, da bi nasli p (X).

0
o A-1 0 2)\ + 4
0 A=1 0 =(\=X+18)
Ukoliko je A =1 tada je sistem oblika:
1 -2 3
. 3] -3 0 2
0 0 6
0 O 0 6

odakle sledi da je sistem protivurecan odnosno R (X) = 0.

Ako je A # 1 tada je sistem oblika:

1 -2 |1 3
3] -3 0 3— A
0
0

A—1] 0 2 + 4 1
1
A=l 0 (N -A+1s) 1+

1 =2 3

-3 0 3-A
o [x=1] o0 2\ + 4

0 0 0 %()\2—7)\+6)



Sledi da je R (X) =0 za A ¢ {1,6}. Ukoliko je A = 6 sistem je oblika:

i ima jedinstveno resenje R (3)
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